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Vori'ode 



Es ist ein viell'aclj fühlbarer Mangel, dala heute, wo die von Il^rrh 
pofeasor Dr. Weierstrass neu begründete Tlieorie der durcli oio 
^tera in einander fortsetzbarer Potenzreihen definirtea so^rejmanten 
l'tischen Functionen bereits eine mannigfache Verwertluing fimlct, 
kein Lehrbuch esistirt, welches dem Studireiiden methodisch veigt, auf 
welche Weise der Functionabegrifi" entwickelt wird und welches die 
allgemeinen Aufgaben der auf die Theorie der Potenzreihen gestützten 
"Functionen lehre sind. 

Diesem Mangel helfe ich durch das vorliegende Buch abzuhelfen, 

bei dem Studium der fundamentaleQ Untersuchungen des Herrn 

eierstrass über die analytischen Functionen und bei der Be- 

Rkäftigurig mit den Arbeiten eutstandeu ist, in welchen Weierstrass' 

jjhEiter des Meisters Behandlung der Functionen lehre erkennen lassen- 

|jt meines hochverehrten Lehrers Weierstrass Erlaubnis, dem der 

1 der vorliegenden Arbeit bekannt ist, durfte ich das Buch durch 

nige seiner nur aus den Vorlesungen bekannten Untersuchungen zieren, 

Ifofür ich ihm auch an dieser Stelle meinen grÖfsteu Dank auszusprechen 

I erste P dicht erachte. 

Meine Aufgabe lag in einer passenden Auswahl und Anordnung 

I umfangreichen StofFes, bei der ich mich von dem Bestreben leiten 

iefs, den Leser auch auf kürzlich betretene Wege zu führen und da- 

Idurch zu selbBtstündigem Studium anzuregen, indem ich selbst Fragen 

berührte, die einer Beantwortung noch harren müssen. Die Darstellung 

möge durch folgende Bemerkungen gekennzeichnet werden. 

Für deu Plan war vor Allem die von S ig. Pincherle*) verÖffent- 
Jite Einleitung der Weierstrass'scheu Functtoneulehre mafsgebend 
toi im Speciellen bestimmte diese Arbeit die Anordnung der ersten 
!! Capitel, in deren erstem die Grundlagen der Arithmetik auseinandcr- 
esetzt sind. Mit Hilfe der von IL Kossak**) herausgegebenen „Ele- 

■) rincherlc, Giornale di mutemaÜcbc t. 18. 
") ProgtamiuabhiLndliiiiR des Wi.TrIt'rVcheii riynii 
i Nicülai). 
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IV Vorfede. 

mente der Arithmetik" war es mir möglich, die noch nirgends aus- 1 
führlich behündclte Weierstr&ss'sche DefiDitionsform der irrationalen 
ZahleBgröfsen zu Grunde zu legen. Doch daneben liefs ich die Can- 
tor'sche Definitionsform dieser Grofsen nicht aufser Acht, denn ich 
wollte den Ifegriif der Fnudamentalreihe nicht entbehren. Die Ein- 
fQhrung der aus zwei bei der Addition von einander unabhüngigen 
Elemente zusammengesetzten Zahlengrofsen basirte ich auf die von 
Weierstrass in den Göttinger Nachrichten vom Jahr 18S4 ver- 
öffentlichte Abhandlung über die aus n Haupteinheiteu gebildeten 
complexen GriÜEeii. 

In dem zweiten Capitel iat der Begriff der unbeschränkt veränder- 
lichen ürÖfse und eine tteihe von Theoremen über die stetig veründer- 
liehen Grüfsen und GrolBeumengen auseinandergesetzt. Darauf folgt 
die Theorie der rationalen ganzen und gebrochenen Functionen einer 
und mehrerer Variabelu, deren vorzüglichste Probleme in der Verall- 
gemeinerung der in der Lehre von den ganzen Zahleu bestehenden 
Theoreme über die Theilbarkeit imd Zerlegung enthalten sind. 

Dann wird das bei der Einführung der irrationalen Zahlengrofsen 
verwendete Princip der Bummenbildung einer unendlichen Menge von 
Uröfsen zur Uonstruction neuer Ausdrücke und zwar von Summen 
unendlich vieler rationaler Functionen benutzt, unter denen die Potenz- 
reihen eine hervorragende Rolle spielen, indem die Summen einer un- 
beschränkten Anzahl rationaler Functionen in den Bereichen ihrer 
gleichmälsigcn Convergenz durch Potcuzreihen darstellbar sind. 

An die Theorie der Potenzreihen wird der Begriff der monogenen 
analytischen Function geknUpft und deren allgemeine Eigenschaften 
entwickelt. Um aber den Umfang des aufgestellten Functionsbegriffes 
zu beurtheilen, bat man zunächst zu zeigen , dafs die durch einen mit 
Hilfe der elementaren Rechnungsoperationen zwischen Constanten und 
veränderlichen Gröfseu ausdrückburen Zusammenhang detinirten Gröfsen 
unter den Begriff der analytischen Function fallen. Diese in dem 
4. Capitel behandelte Aufgabe fand natürlicher Weise keine vollständige 
Erledigung, aber au dem Beispiel einer in y algebraischen Gleichung, 
deren Coefficienten rationale Functionen von x sind, wird gezeigt, wie 
man die durch die Gleichung definirte Gröfse y in der Umgebung jeder 
Stelle darstellen kann. 

Zum Beweise dafür, dafs die algebraische Function monogen ist, 
vollführt man am besten den Übergang zu einem algebniischen Ge- 
bilde, welches in der Umgebung einer seiner Stellen durch ein einziges 
„Fuuctionenelement" darzustellen ist. Dieser Übergang wird nur prin- 
zipiell entwickelt, da man bei demselben die Untersuchung der ratio- 
nalen Functionen lHjc, y) nöthig bat, deren Behandlung Über den 
gesteckten Rahmen fallen würde. Ebenso wird auch der Begriff des 





Vorrede. V 

Banges oder (icschleclites einer algebraischen Gleichung nur theoretiscU 
PeingefQbrt. Ich konnte das» ^nisomehr tlmn, da ich wohl algebraische 
Gleichungen zwischen eindeutigen transcendenten Functionen abgeleitet 
und dabei bemerkt habe, dafs algebraische GleichungeD verschiedenen 
Kanges durch eindeutige Functionen einer Variabelu zu lösen sind, aber 
die umgekehrte Frage nach denjenigen Functionen, weiche eine vor- 
gegebene algebraische Gleichung lösen, keine Behandlung finden konnte. 
In dem ersten Abschnitt des vierten CapJtels, der grOrstentheila 
den Weierßtrasa'schen Vorlesungen entnommen ist, wird ferner die 
U&rstellung von n durch n algebraische Gleichungen mit nt nnab- 
bängigen Variabelu deßnirten Gröfsen behandelt und der Begriff eines 
analytischen Gebildea w*'"' Stufe in dem Gebiete von (n -|- *w) Grülsen 
entwickelt, doch bleibt die Frage nach der Monogenität des irreduc- 
tiblen algebraischen Gebildes höherer Stufe noch unberücksichtigt. 

Iq einem zweiten Abschnitte desselben Capitela ist dann gezeigt, 
ü&ia auch die durch ein System algebraischer totaler oder partieller 
UJffereutiatgleichungen definirten Gröfsen wiederum nur analytische 
l-'unctiouen sind, wobei die Untersuchungen von Briot und Bouquet 
und der Frau von Kowalevski''} die Richtschnur bildeten. 

Ist auf solche Weise der Umfang des Begriffes der analytischen 
Function erfafst, so wird von einer mit einer unabhüjigigeu Variabelu 
veiÄn der liehen Grofse, die besondere analytisch ausdrückbare Eigen- 
schaften geniefrtt, von vornherein festgesetzt, dafs sie eine analytische 
, Kuuction Bein soll. Unter dieser Festsetzung werden die gewissen ein- 
fachen Functionalgleichungen genügenden transcendenten Functionen 
abgeleitet und zwar die Exponentialfunction, der Logarithmus und die 
I allgeineine Potenz, wobei sich (ielegenheit ergab, die trigonometrischen 
[ Functionen und deren Umkehrungsfunctionen zu berücksichtigen. 

In dem weiteren Uapitel ist das Problem der Ermittlung der arith- 

Tioetischen Abhängigkeit des Wcrthes einer eindeutigen Function einer 

■ Variabelu von dem Werthe der letzteren auseinandergesetzt, wenn für 

rdie Function ein Stetigkeitsbereich und das Verhalten der Function au 

dessen isolirten Grenzstellen vorgegeben ist. Dabei habe ich die Dar- 

atellung der ganzen Function durch ein Product von Prinifuiictionen 

Torangestellt und dann unter Anwendung des nach Schceffer's Vor- 

Igang bewieseneu Laurent'scheu Satze.s das Mittag-Leff ler'sche 

t Theorem behandelt. Als Anwendungen werden die trigonometrischen 

f f uDCtionen in verschiedenen Formen dargestellt und die W e i e r- 

l^trass'sche ganze transcendente Function a{x) eingeführt. Dann 

Iw&hlte ich von den Untersuchungen des Herrn Mittag-Leffler noch 

^i^enigen aus, welche das Eindringen in die Frage, ob sieh „der Begriff 
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VI Vorrede. 

einer monogenen Function einer eomplexen Veränderlicheu mit dem 
einer durch arithmetische Grö&enoperationen ausdröckbaren Abhängig- 
keit vollständig deckt'' oder nicht, ermogh'chen. 

Das nächste Üapitel enthält eine übersichtliche Darstellung der 
grofsartigen Theorie der eindeutigen doppeltperiodischen Functionen von 
Weierstrass, die durch die Arbeiten von W. Biermann, Simon 
und Müller, Kiepert und neuerdings durch die von Herrn Schwarz 
veröffentlichten ,, Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen 
Functionen" so ziemlich Gemeingut der Mathematiker geworden ist. 
Ich entwickelte die Grundzüge dieser Theorie, um dem Leser die Frucht- 
barkeit der vorangegangenen Lehren klar zu machen und ihm andrer- 
seits zu zeigen, was für einen Ausblick diese Theorie gewährt, wenn 
man Functionen mit linearen Substitutionen in sich betrachten will. 

Endlich in dem letzten Capitel werden die von Weierstrass auf- 
gestellten Sätze und Definitionen über die Functionen mehrerer Vari- 
abein vorgetragen, und von den eindeutigen Functionen, die sich überall 
durch den Quotienten zweier Potenzreihen darstellen lassen, wird ge- 
zeigt, dafs sie rationale Functionen ihrer Argumente sind. Der letzte 
Paragraph beschäftigt sich mit dem irreductiblen algebraischen Gebilde 
fn^«*" Stufe im Gebiete von (w + 1) Grofsen. 

Prag, im Mai 1886. 

Der Verfasser. 
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BogrifT dor ganeen Zahl. Die dirocten Bechairngsarten 
mit ganzon Zahlen. 
Indem wir uns der Wiederhoiuny ein und derselben geistiyeu 
i&tigkeit an Dingen der sinnlichen Walimehnmng bewufat werden, 
gelangen wir zo dem Begriff der Mtiigc. Bestellt ein Gegeuatand aus 
Bestall dth eilen oder Elementen von gemeinsamen Merkmalen, auf dafs 
bei der Bescfareihiing des Gegenstandes ein Element ffir ein anderes 
Betzen ist, und abstrahiren wir von den gleichen Merkmalen der 
Sestendtheile, so besitzen wir die Vorstellung der Viellidl oder Metige 
trtigcr Elemente durch die Zahl. 
Der Üegriff der Zahl wird durch die Zusammensetzung von Gegen- 
■«fönden aus gleichartigen Bestandtheilen gegeben und ist geradezu aU 
flKe Vorstellung der Vtditcit gleichartiger liestatuitlieile su deßnircn.*) 

Indem man jedes der gleichartigen Elemente durch den Ausdruck 

i bezeichnet, bestellt das Zäktett der Elemente oder ISinlwitcn der 

Meuge in der Fisiruug von Eins und Eins — und Eins usw. durch 

leue Ausdrücke zwei, drei usw. Die Zahl ist die Vorstellung der 

vättrch diese Ausdrucke bezeichneten Gruppen von Elementen. 

Die wiederholte Setzung und Vereinigung der zu Grunde gelegten ■ 
gleichartigen Elemente liefert die Zahlenreihe, und in dieser ist jede 
Zahl aus der nächst vorhergehenden durch KinzufUgung von Eins 
gebildet. 

Zwei aus einem unbestimmt gelassenen Grundeleraente e oder der 
abstracten Einheit 1 zusammengesetzte Zahlen a und b sind gleich 
(a = b), wenn zu jedem Element der einen Zahl ein Element der 
andern gehört, und ungleich, wenn bei der Gegenüberstellung der 
Elementen reihen in der einen Elemente vorkommen, denen in der 
andern keine entsprechen. Die Zahl, welche mehr Elemente enthält, 



*) WeieratraTs (siehe die Klementu ilcr Aritlimetik von KoHsnh' 
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heifst die gröfsere, die andere die Jdeinerc. Dieses gegenseitige Ver- 
hältnis bezeichnet man durch a > 6, b < a, wenn a die gröfsere 
Zahl ist. Mit a = 6 gilt b = a, mit n = b und b = c wird a = c, 
und endlich folgt aus 

a > b und b > c, a > c. 

Will man die Vorstellung von der Zusammensetzung eines aus ver- 
schiedenartigen Elementen bestehenden Gegenstandes gewinnen, so 
mufs man angeben, welche Arten von Elementen und wie viele Ele- 
mente der angegebenen Art vorkommen. Die zusammengesetzte Vor- 
stellung der einzelnen Gruppen gleichartiger Elemente ist die „susatn- 
tnengesetzte Zahl oder Zalüengröfse" . Man sagt „Zahlengröfse'' darum, 
weil die neue Zahl anders ausfällt , wenn man Elemente hinzufügt 
oder wegnimmt. 

Zwei complexe Zahlen sind wieder gleich, wenn sie dieselben Ele- 
mente in gleicher Anzahl enthalten. 

Wir betrachten vor allem die aus gleichen Elementen gebildeten 
Zahlen, welche ganze Zählen genannt werden , und nehmen einfache 
Verknüpfungen mit ihnen vor, zu denen ursprünglich erfahrungsgemäfs 
festgestellte Eigenschaften von Dingen der Sinnenwelt die Veranlassung 
gegeben haben werden. 

Wir bilden eine Zaiüy die alle Elemente zweier aus demsdben 
Orundeiement zusammengesetzten Zahlen a und b enthält*) 

Diese stets ausführbare Operation heifst Addition und besteht in 
der Vereinigung sämmtlicher Elemente beider Zahlen zu einer. Be- 
zeichnet man die gewonnene Zahl mit a -{- 6, so ist offenbar 

a + fe «=» 6 + a 
und ebenso 

a-j-6-j-c = a + c-j-6 = 6-j-a-j-c 

d. h. das Resultat der Vereinigung oder „die Summe^ ist unabhängig 

von der Folge, in welcher die Summanden a^b, c verbunden werden. 

Neben diesem „commutativen*' Verknüpfungsgesetz besteht das in der 

Gleichung 

a -f (6 -f c) = (a -f 6) -f c 

ausgesprochene, welches besagt, dafs die Summe auch von der Ver- 
einigung der Summanden in Theilsummen unabhängig ist. Dieses Ge- 
setz heifst das associative. 

In der Summe kann man ferner jeden Summanden durch eine 
diesem gleiche Zahl ersetzen. 



*) Soll das Grundelement e, aus dem eine Zahl im Gegensatz zu der aus 
der Einheit gebildeten Zahl a zusammengesetzt ist, besonders kenntlich gemacht 
sein, so schreiben wir statt a ae. 
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• •• 

• • • 

• • • 



Die Elemente der Arithmetik. 3 

Setzt man an Stelle jedes der Elemente einer Zahl b die Zahl a, 
so entsteht die Summe 

a -\- a -\- ' ' ' a (ftraal), 

die man kurz mit a.b oder kurz a& bezeichnet. Die Operation, durch 
welche ab (sprich a mal b) gebildet ist, nennt man Multiplication] 
ab heifst das Vroduct der Fadoren a und Ä, a der MuUipUcandtis, 
h der MiiUiplicaior. 

Wir bemerken, dafs das Product aus a ebenso zusammengesetzt 
ist, wie b aus der Einheit oder dem Grundelement, so dafs man sagen 
kann : 

Eine Zahl mit einer andern muUipliciren heifst ^ eine dritte 

Zahl so aus dem MvUiplicamhis bilden y wie der MuÜipliealor aus 

der Einheit gebildet ist 

Indem die Multiplication hier aus der wiederholten Addition hervor- 
geht, ist sie nicht als selbständige Rechnungsart anzusehen, und wir 
werden sie erst später als eine von der Addition verschiedene Ver- 
knüpfungsweise betrachten müssen. 
Man kann in 

a + ö + ••• + « (& oial) 
aus jeder Gruppe von a Elementen eines herausnehmen und deren 
Vereinigung gibt 6. Dieser Vorgang ist amal möglich; die Ver- 
einigung gibt 

6 -f- 6 + • • • + 6 (a mal) = 6a, 
und es ist 

ab = ba. (1) 

Bilden wir die Summe der folgenden b Horizontalreihen, deren 
jede die Zahl e amal enthält, 

w , w • * • C 



(' , €/*..(/ 



und andererseits die Summe der a Verticalreihen, deren jede die Zahl 
c &mal enthält, so folgt das Multiplicationsgesetz: 

{ea) . b = {cb) . a, 

und weil die Zahl c a&mal als Summand vorkommt, ist ferner 

{ca) . 6 = {cb) a = c (ab),*) (2) 

d. h. das Resultat der Multiplication ist unabhängig von der Folge 
der Factoren und unabhängig von der Zusammensetzung der Factoren 
in Theilproducte. 



*i Vergl. Dirichlet's Zahleiitheorie. 
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Addirt maii c Gruppen (a -f- ^)> so folgt das dritte „dutrihutive^ 
Multiplicationsgesetz 

(a + &) c = rtc + ft^i (3) 

indem 

(a + 6) c = (a 4- 6) + (a + 6) H h (« + t) (^mal) 

==^ (a + ö + • • • + « [cmalj) + (6 + ^ + • ' • + ^ [cnial]) 
ist. 

Als Folge dieser Gesetze geht für das Produet zweier Sniiimen 

a = a, + «2 + • • • «w* 7 ?> = i, + tj + • . • fc« 
ah == «1 &! + «2^1 + • • • + ^m ^i 

+ «1 6^ + «2 ^2 + • • • + öfw 62 



hervor. 

Das Produet von n einander gleichen Zahlen a nennt man die 
n'* Potenz von a und bezeichnet 

a.a....a(n mal) mit a". 

Die Zahl n heifst der Exponent der Potenz und a deren Basis. 
Aus der Definition folgen unmittelbar die Eigenschaften 



§ 2. Erklärung des Theilers und des Vielfachen einer Zahl. 

G^emeinsamer Theiler, gemeinsames Vielfache zweier Zahlen. 

Primzahlen und zusammengesetzte Zahlen. 

Ist eine Zahl c das Produet aus der Zahl a und einer zweiten 
Zahl w, so heilst c ein Vielfaches von a und a ein Theiler von c. 
Aus dieser Definition gehen die Sätze hervor: 

1) Ist c ein Vielfaches von a, a ein Vielfaches, von fc, so ist 
auch c ein Multiplum von b. 

2) Ist in einer Reihe von Zahlen jede ein Vielfaches der nächst- 
folgenden, so ist jede frühere ein Vielfaches jeder späteren. 

3) Ist sowohl a als auch b ein Vielfaches von c, so ist auch die 
Summe a + 6 ein Vielfaches von c. 

Man kann nun die Frage nach den genieimamen Theilem zweier 
Zahlen a und 6, von denen etwa a die gröfsere sei, aufwerfen und 
speciell den gröfsten genieifisamen TJieiler verlangen. 

Man zerlege ainb-^b-^-'b-^-Cy woc<ft ist, b ebenso in 
c -f- c + • • • c + d, wo d < c ist usw., so entsteht eine Folge von 
Gleichungen der Gestalt: 



/. = 
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n,b + c, {c<b) 
n,c + d, (,i<r) 



1,, »2 . . . n„. ganze Zahlen bedeuten 

Mau wird, wiu liier angezeigt ist, bei dem beschriebenen Kort- 
,dhch eine Zahl /' in ein Vielfaches einer Zahl y und einen 
,Jfesi'' A zu zerlegen habeu, der selbst Theiler von g ist. Der Frotefa 
lauis einen Abschlufs haben, da es nur eine beschränkte Anzahl von 
Zahlen gibt, die kleiner sind als b. Die Zabl h ist aber (nach dem 
Satze 'i) auch Theiler von /' und allen vorausteh enden Zahlen, endlich 
auch von b und a. 

Den Satz 3] können wir folgend ermafsen umkehren: Sine durch 
tJieilbare Zahl c läfst sieh nur so in eine Summe zweier Summanden, 
doren einer durch m theiibar ist, zerlegen, dafs auch der zweite diesen 
Theiler besitzt. Dann aber ergibt die Betrachtung unserer Gleichungen, 
daffl jeder gemeiusame Theiler von a und b auch ein Vielfaches von h 
ist, und lUtrum tat h der tfröfste gemeinsame Theiler von a untl b. 

Ißt in der Folge von Gleichungen schliefsllch h gleich Eins, so 
h&ben a und b nur den selbstverständlichen genieiusameu Theiler Eins. 
Indem man von diesem absieht, nennt mau solche Zahlen: Zaiilen 
ohne getneinsamen Theiler oder relative Primzahlen. 
Von diesen Zalileu gilt zunächst der Satz: 

„Sind a und b relative Primzahlen, uud ist k eine beliebige 
dritte Zahl, so ist Jeder gemeinsame Theiler von ak und h auch 
Theiler von h und b." 
In der That, multiplieirt man in den frühereu Uleichungen, wo 
KirtrA^^l setzen, die rechten uud linken Seiten mit Ic, so erhält man 
Bäio Gleichungeu 

ak=^n^bk + ck 
bk = n^ck + dk 

fk = ti„-,gh + k 
gk = n„.k, 

• weil ja mit A ^ IS auch Ak ^ Bk ist, uud an diesen Relationen ist 
[.die Behauptung leicht bestätigt. Jeder Theiler von ak und b ist auch 
I Theiler von n^bk und ck, dann von n^ck und dh usw., endlich von 
ffk, gk und k. 

Mit diesem Satze sind die folgenden bewietien: 
1) Sind die Factoreu eiues Productes ak relative Primzahlen 
gegenüber b, hu sind ak und b relativ prim. 
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2) Sind a und h relative Primzahlen, hat aber afc den Theiler &, 
so ist h durch h theilbar. 

3) Ist jede Zahl einer Reihe von Zahlen relativ prim gegen 
jede Zahl einer zweiten Reihe, so ist auch das Product 
aller Zahlen der ersten Reihe relativ prim gegen das Pro- 
duct aller Zahlen der zweiten Reihe, und speciell sind die 
Potenzen relativ primer Zahlen wieder Zahlen ohne gemein- 
samen Theiler. 

Wir können auch die gefneifisamen Vidfaclicn zweier Zahlen, d.h. 
die Zahlen, welche durch a und h theilbar sind und speciell das Jcleinste 
gemeinscJiaßlicIie Vidfaclie angeben, dessen Vielfache die übrigen Mul- 
tipla von a*und h sind. Ist 

und sind a und h' relativ prim, so hat jedes Vielfache von a und h 

die Gestalt 

n . mah' 

und das kleinste ist mab\ 

Nennt man eine Zahl p Primeahl, wenn sie nur die Einheit und 
sich selbst zum Theiler hat, und bringt man p mit einer andern Zahl 
a in Vergleich, so ist p entweder Theiler von a, oder p und a sind re- 
lativ prim. Die Zahl p mufs ebenso Theiler eines Factors des Pro- 
ductes a.b... sein , wenn das Product und die Primzalil nicht rela- 
tiv prim sind. Auf diesen Eigenschaften der Primzahl beruht der 
folgende Satz: 

Jede Zahl a, die nicht selbst eine Primzahl ist, läfst sich immer 
nur auf eiiie Weise in ein Product von Primzahlen zerlegen. 

Die Zerlegung einer Zahl a in das Product von Theilern a^, a^. . . 
mufs nämlich zu einem Äbschlufs führen , da diese Theiler immer kleiner 
werden und nur eine beschränkte Anzahl von Zahlen existirt, die 
kleiner sind als a\ der letzte kleinste Theiler a» ist eine Primzahl pj, 
und es wird a=jP|i, . Durch denselben Vorgang findet man für k^ 
eine Zerlegung Ä;, =^2^2 us^*? endlich ist 

ö = JP1P2 1^3 •••!>« • 
Eine zweite Zerlegung in ein Product von Primzahlen 

?l?2 «3 •••?»! 
kann es nicht geben , denn andernfalls müfste das Product p^ P^Vz' - -Pn 
und in diesem ein Factor z. B. p^ durch ^^ theilbar sein, doch weil p, 
eine Primzahl ist, folgt p^ = g, , und ebenso ist etwa p.^ = q^^ ^^w* 
Es folgt die vollständige Übereinstimmung imd der Satz ist bewiesen. 
Mit Hilfe der Zerlegung der aus Primzahlen zusamnmujesetzten 
Zahlen in ihre Primfactoren gewinnt man eine neue Lösung der Auf- 
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; den gröIstKU geintiaaaEneii Thuiltir zweier Zuliltiu zu beatiuimcii . 
|[&iud diese Zahleii 

I ist der gröfate genieiusamu Theiler da» Pruduct der in a und b zu- 
gleich vorkommendou Primzahlen, jede in der aiedrigeu Potenz g«- 
\ Donuneu. 

Daa kleinste gemeinsame Vielfache ist dos Product aller in a und 
b Torkommeudeu Primzahlen, jede in der höher auftreteudeu Potenz 
(genommen. 

All die Sätze von Theilern und Vielfachen ganzer Zahlen werden 
später in der Theorie der ganzen t'uuctionen in gleicher Form wieder 
auftreten. 



§ 3. Die indireoten Bechnungsarten mit ganxen Zahlen. 

Wir wenden uns zu den der Addition uuil Malti|>lieation invcrsen 
W3Rechnungsarten. 

Eine Zahl h von einer Zahl a subtrahtren heifst: Diejenige Zafd 
i b addirt a ergibt. Die Zahl a lieifst der Minuend, 
der Subtrahend und die gesuchte Zahl, wenn eine solche esistirt, 
Üe Differene von a und h. Man bezeichnet dieselbe mit a ~ b. 
Der Oehaition zufolge ist 

(o-i.) + !. = o. 
Die neue Operation, die Subfradton, ist eindeutig, denn aus der 
mahme, dafs sowohl 

K -{- i =3 fl, als auch ß -\- b = a 

Fitt, folgt 

a-{-b = ß + b, 

f und die Vergleichuug der a -\- b und ß -\- b zugehörigen Elementen- 
L Teibeß fOhrt auf a ^ ß. 

Die öübtraction ist aber nur ausführbar , wenn der Minuend 
Pgrö&er ist als der Subtrahend. 

Die Eigenschaften der Differenz folgen aus der Detinition. Es ist 
a + (t — c) + c = a + t, 
Id. iL a + (i — c) ist diejenige Zahl, welche zu c addirt a -{- b er- 
ipbt, also wird 

a-\-{b — c)=a-\-b — c. 
f Betxt man c =^ b, so ist 

n + {b--b) = a-\-b-b. 



, aber 






') + ') + ' — o + b, 



1 
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ist, folgt 

a + (6 — &) = (a - l) + 6 = a . 

Die Gröfse {h — 6) zu o hinzugefügt läfst a uugeändert. Wir be- 
zeichuen sie mit dem Zeieheu uud dem Ausdruck NuU, Besagt a, 
dafs das Grundelement amal vorkommt, so sagt das Zeichen 0, dafs 
das Element nicht vorkommt 

Man findet auch leicht die in den folgenden Gleichungen nieder- 
gelegten Eigenschaften der Diflferenz bestätigt: 

a — (6 — c) = a -{- c — h 

(a + c) — (6 + c) = « — & 
(a — 6") — (6 — c) = a — h. 

Die inverse Operation der Multiplication ist die Dimsmi, 

Eine Zahl a durch eine Zahl b dividircn Iteißt diejetiigc Zald 
c bestimmen y wekJie mit b muUi2)licirt a (ßbt. 

Man nennt c den Quotienten aus dem Dividend a und dem Divisor b, 
und bezeichnet 

c == -T- = « : 6. 
b 

Nach der Definition ist 

= a, 
b 

Die neue Operation ist nur lösbar, wenn der Dividend ein Viel- 
faches des Divisors ist, aber dann in eindeutiger Weise, denn aus der 

Annahme 

a = ab =^ ßb 

folgt a = /3. 

Für den Quotienten gelten zufolge der Definition die Eigenschaften 

am a m a a am m 

in = -■ == , a 



hm h ' b_ ~ b ' b ' h " b '^^ 

m 

und ferner bleibt die aus einem Grundelement e gebildete Zahl a bei 
der Division durch e ungeändert. 

Der Quotient heifst auch Bruch y der Dividend und Divisor auch 

Zähler und Nenner. Ist in dem Bruche -^ « > ft , so nennt man den 

Bruch unecht, andernfalls echt. 

§ 4. Einführung der gebrcohenen und negativen Zahlengröfisen. 

Soll die Division unabhängig davon , ob der Dividend a ein Viel- 
faches des Divisors b ist oder nicht, ausführbar sein, so mufs man ein 
neues mit Hilfe der ganzen Zahlen zu definireQdes Ding, eine neue 
Gröfse einführen. 



Wir iitrhmeii zu Jedem nini-eliien Elemente, aus ileneu die gniraeu 

fahlen gebildet sind, ueue hinzu, so dtifs zwei, drei neue Eletneute 

fsv. jeues eiue vertroteu. Bezeichnet man ein Element f,, deren n 

1 ürundelemeut e oder sagen wir hier kurzweg die Einheit e= 1 

»tzeu, mit , HO iat 



Die üröfse, dm 
dann ist 



I n die Zaiil a vertreten, sei mit — ^ a£„ bezeichnet, 

l + l +-- + V'»"»')-«. 

' Es entsteht zunilcbät die Frage, wie stell die neu deituirten Gröfsen, 
I die aus der Einheit und einer augebbaren (endlichen) Anzahl von 
I „Sruchthcik»'- in der Einheit zusammengesetzt sind, auf dafs sie die 
■ allgemeine Form 

\ + "i f-, + ßjf-, + ■■■ 4- «">*■,„ 

tunehmen, die für die ganzen Zahlun aufgestellten Hechunngsopera- 
üonen gestalten. Vor der Beantwortung dieser Frage setzen wir aber 
^fest, dafs die neuen Gröfsen den för die ganzen Zahlen giltigen Ver- 
. Imüpfungaregeln Folge leisten sollen. Diese Festsetzung ist gewifs 
' zalässig, wenn die Anwendung der genannten Kegeln auf die neuen 
I Or&fseu keinen Widerspruch zu Tage fördert. 
Beachten wir, dal's der Definition gemäfs 
„utf^, = 1 
[ ist, oder die Gleichung 

f,n. + i.«. + ■ ■ + i„„(mmal)l 
+ ^„,+ *,„~ -H ■ + („.»(mmal) 



= 1 



n (wimal) I 

[besteht, ao gibt die Anwenduug der Additionsgesetze unmittelbar die 
I Gleichungen: 

(wi «„. n)u ~ 1 oder m e„, „ = e „ , 

(nE,„„)Tn ^ 1 oder »ii,,,, = f,„ . 

Damach kann ma,u jede (/ebrocitcne Zahletigrö/sc 

o = «fl + «1 «-. H 1- «".««,„ 

I derart tnuiüfurmiren, dal's sie nur Elemente «. einer Art entbSlt.. In 
[der That ist n ein gemeinsames Vielfache der Zahlen rii, n^.,,n„, 
I zwar dafs 



, so wird 



. (ft= l,2...m}, 
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uud weQu man für «„ 0(1» t„ schreibt, folgt die DcirBtelluug 

a = {Oott + o,v, + ■ ■ ■ + a„v„) 
wobei das dritte Multiplicatiotisgesetz gauzer Zableu verwendet wurde. 

Zwei Zahlengröfsen der neuen Art sind yleidt, wenn sie so umge- 
formt werden können, dafs beide dieselben Elemente und jedes in 
gleicher Anzahl enthalten, 

Will man also zwei ZahlengrÖfsen a und fc vergleichen, so drücke 
man beide durch dasselbe Element t„ aus und vergleiche die Anzahl 
dieser Elemente. Da man jedoch eine unbeschränkte Anzahl gemein- 
samer Elemente f, wird angeben könuen, in denen sich a uud b dar- 
stellen lassen, so mul's man nacfaseben, ob die einmal als gleich be- 
fundenen ZahlengrÖlsen bei anderer Vergleichungsart gleich bleiben. 

Angenommen a und h seien in der Form o,e™, h^e,, gegeben, m 
und n hätten das kleinste gemeinschaftliche Vielfache r, und a und h 
erhielten in den Elementen Cr die Gestalt a.,s, und h^tr , so sind 
sie gleich, wenn a^^b^ ist. Da jede weitere Darstellmig in denselben 
Elementen die Form 

annimmt, so sind die urspriinglieheu Zablengröisen auch gleich, wenn 
Ojlc^^bjk ist. Weil dann «j = 6j sein mufs, schlielseu wir, dals die 
Art der Vergleichung keinen unterschied im Resultate hervorbringt. 
Wir ersehen aber auch, dafs die neuen ZaiileagrÖfseu die folgen- 
den nothwendigeu Forderungen erfüllen: 
mit a ^ b ist auch b = ii, 
mit a ■=^b uud b ^ c wird a ^^ c und 
mit a > b, b > c wird a > c. 
Die Atidition der neuen Zahlengröfsen besteht jetzt darin, dafa 
man sämmtliche Elemente der Summanden zu einer Zahlen gri'ifse ver- 
einigt. In der Summe (a-f- &), die zufolge des Gleichlieitsbegrifles von 
der Anordnung der Summanden unabhängig ist, kann man a und b 
durch jede gleich werthige Zahlengröfse o' und b' ersetzen, ohne den 
Werth der Summe zu ändern, und darum kann man die Summanden in 
demselben Elemente e« darstellen und die Anzahl dieser vereinigen. 

Das jProrfitrf swder Zahlengröfsea a und b soll den Multip lications- 
gesetzen ganzer Zahlen gemügen, daher mufs das Product 

(fm + «m 4- ■ ■ ■ »»mal) . {e„ -\- E„ -\- ■ ■ ■ nmal) =■ mn («„*,) 
sein, uud weil 

m e„, ^ 1 , (i t„ ^ 1 . )nti f ,„ , = 1 
ist, folgt 



und 



t..,(- = » 
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isuttirt (las MulUplicationsgeaetz 

ab ^ a^tm ■ bie^ = a,bftmn, 
das wir so aiusprechen: 

Das Product von a und b ist «W Zahltngröfsc , die aus der 
QrÖfsc a und deren BrticIUheilen , so gebildet ist, wie b ans der 
Einheit und deren JiriiekllieUcn, 
Man erkeunt, dah diu Multiplicutiüii hier bereits als selbetäudige Rech- 
nungsart auftritt. 

Jetzt erst kommeii wir zu dem Nachvreiae, dafs der Quotient 
rgauKer Zahlen . , wo u kein Vieli'aches von b ist, stets durch ge- 
' brocheue Zahleiigrüfseu darzuBtelleii ist. In der That, ist a = nb-\-r, 
I 80 ist tt -|- rtt = » -\- / diejenige Zahlengrörse, welche mit b multi- 
I pltcirt a gibt. 

Der Quotient zweier gebrochener ZahlengröCsen a, e„ und i, b, ist 
' wieder eine Zahlengrörse derselben Art und ^twar gleich najE„«,, denn 
es gilt 

(rtOitmS,) ^1 '- = Ui'in ■ bf fi^ ■ HE, ■= a. 

Die Subtraction der ans dem (jrundelemente e oder der Einheit 
und deren Bruchtheilen £„ gehildeteii Zahlengrölsen ist so wie früher 
zu ilefiniren, doch iBt sie nur ausführbar, wenn der Minuend gröiser 
ist als der Subtrahend. 

Soll die Suhtraction ganzer Zahlen oder gebrochener Zahleugröfseu 
stets möglich sein, d. h. soll auch in dem Falle, wo der Mimtend a 
Meiner ist als iler Subtrahend h, eine ZahlcngrÖfsc a — b erisCiren, die 
eu b addirt a gibt, so müssen wir wiederum neue ZahleugrÖlsen ein- 
führen, an die wir dieselben allgemeinen Forderuugeu stellen wie au 
die oben aufgenommenen GrÖfsen a E. . 

Wir defiuiren neben dem tirundelemente e als cntt/egengesetstes e' 
I daqenige, welches die Gleichung 

a + e + e' = a 
E erffillt, worin u nur aus e zusammengesetzt ist. Das Giundeleuient e 
T lieiJae das positive, sein eutgegeugesetztea e' das negative. Die Summe 
[ von e und e' zu a addirt gibt wieder a, mau schreibt daher auch 
e + e' = 0. 
Das entgegengesetzte Element des positiven Bruchtheiles e, von e 
heirse der negative Bruuhtheil f^, und wiederum soll 

« + «■ + «■■=(* oder f „ -|- t^ = 
sein. Da- 

Lo = o + ({e„ + e:) + (e„ + e;) + - - . + (*„ + e;) „mal) = 
= a + M*„ 4- »e: = « + e -f nt; 



f 

I 
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ist, wird 

d.h. €n ist der n^^'Theil von c' und nach der früheren Bezeichuungs- 
weise gleich - • 

Es gilt nun auch die Beziehung 

und darum kann man jede aus den beiden Elementen e und e' und 
deren Bruchtheilen zusammengesetzte Zahlengrölse a auf die Form 

^i^m "T" ^2 ^w* 

bringen I wo a^ und a, nur aus e zusammengesetzt sind. Ist hierin 
aj > ttj , etwa a, = Gj + « ) so wird 

a = (a.,f„, + a2Sm) + ««m = «fm . 

Ist a, < aj und zwar a, «== a, + /J, so folgt a = /Ja^; wenn endlich 
a, = ttj ist , so wird a gleich Null. 

Zwei Zahlengröfsen der neuen Art sind wieder gleich^ wenn sie so 
umgeformt werden können, dafs sie die positiven und negativen Ele- 
mente e und e', f» und Sn in gleicher Anzahl enthalten. 

Angenommen, dafs die Zahlengröfsen in der Form 

a = a^ "{- a^e und h = h^-\- h^e' 

gegeben seien, worin a^, a,; ^i, h^ nur aus den positiven Elementen 
e und En gebildet sind, so kann man auch sagen, dieselben sind ein- 
ander gleich, wenn 

a, + 6f = fci -f aj 

ist. In der That, mit a = & mufs auch 

ö, + «2^' + «2 + 62 "^^ ^i + ^2^ + ^2 + &2 
und hierauf 

Äj + 62 = ^1 + ^i 8®^^- 

Die genannte Bedingung ist also nothwendig, sie ist aber auch hin- 
reichend, denn offenbar folgt umgekehrt aus derselben: a = b. 

Zur Gleichheit von a und b mufs demnach die Summe der posi- 
tiven Elemente aus a und der enigegengesetzt genommenen negativen 
Elemente von b gleich sein der Summe der positiven Elemente von b 
und der entgegengesetzt genommenen negativen Elemente aus a. 

Die Addition der neuen Zahletigrö/'sen besteht wieder in der Ver- 
einigung derselben zu einer Gröfse. Zufolge des jetzt geltenden Gleich- 
heitsbegriffes kann man die positiven und negativen Theile gesondert 
vereinigen und die hervorgehenden Summen zusammenziehen oder man 
vollzieht die Verbindung in beliebig anderer Folge. 

Die MuUiplication zweier aus entgegengesetzten Grundelementen 
e, e' (oder den entgegengesetzten Einheiten -{- \, — 1) und deren 
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* 
Bruchtheileu - und gebildeten ZAhlengrofsen ist, wie wir gleich 

sehen werden , mit Hilfe der Multiplicationsgesetze der aus e zusammen- 
gesetzten ganzen Zahlen auszuführen, wenn mau nur die Multiplication 
der Gruudelemente.; also die Producte 

ee, ee', e'e, e'e' 

auszuführen vermag. 

Unter Festsetzung der Permanenz der früheren Verknüpfungs- 
regeln setzen wir gleich ee' = e'e. 

Um die genannte Behauptung zu beweisen, zeigen wir, dafs neben 

t t ee 1 e «' ee' i e'e' e'e* 

_._—-- auch - - = — und = — 

m n mn m n mn m n mn 

ist. In der That schliefsen wir z. B. aus den Gleichungen 

m (^ ' ^\ = (^ £.j_l.^-i-...j_^.^ ((wmal)) 

= ( 4-^4-... * (mmal) | • =e — 



und 



dafs 



"'« (m • -i) = Kn + n + • • • + ¥ (""»l)) = '^'''' 
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wird. Ebenso gilt 



Wir müssen daher zur Multiplication unserer Zahlengröfsen nur noch 
die Regeln für die Multiplication der Grundelemente kennen lernen. 
Wegen e + e' = ist 

a =» a + e + e' und ae = ae -\- e -\- c'. 

Die Multiplication der ersten Gleichung mit e führt auf 

ae = ae -\- ee -\- e'e, 

und wenn ee = e festgesetzt wird, folgt 

e e = ee = e .*) 

Weil ferner die Gleichungen 

ae = ae' + e + e', ae' = ae' -|- ee' + e'e' 

bestehen, wird 

e e = e. 

Sind nun a und h zwei aus e und e\ hn und c'^ zusammengesetzte 
Zahlengröfsen, so besteht die Multiplication von a mit h darin, dafs 
man eine dritte Zahlengrofse aus a und der entgegengesetzten ae' und 

♦) Es ist entweder ce = e oder e' e' = c'; eine Gleichung mufs festgesetzt sein. 
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den Bruchtheilen beider so bildet, wie b aus den Grundelementen e und 
e' und deren Bruchtheilen zusammengesetzt ist. 

Die Subtraction positiver d. h. aus e und den Bruchtheilen — ge- 
bildeten Zahlengröfsen ist mit Hilfe der aus den entgegengesetzten 
Elementen e' und Sn gebildeten negativen Zahlengröfsen stets aus- 
führbar, denn die Zahlengröfse, welche zu b addirt a gibt, ist offen- 
bar a -{- be\ 

Diese Gröfse war früher mit a — b bezeichnet, daher schreiben wir 

a — b = a -{- be' 

und nunmehr für be' einfach — 6, für e' — e und nennen e' = — 1 
die negative Einheit. 

Die der positiven Gröfse b oder be eutgcnrengesetzte negative ist 
nun — 6 = — be = be' und in dieser heilst b der absolute Betrag von 

— 6. — Will man anzeigen, dafs eine Gröfse c nach gehöriger Trans- 
formation nur positive Elemente enthiilt, so setzt man derselben das 
Zeichen -f- voraus. Ist b ganzzahlig aus — 1 zusammengesetzt, so 
heifst diese Gröfse eine negative ganze Zahl. Ihr absoluter Betrag 

— b wird mit | b | bezeichnet. 

Die Subtraction negativer Gröfsen ist jetzt durch Addition der 
entgegengesetzten positiven Gröfsen zu ersetzen. 

Die Multiplication einer Zahlengröfse a mit Null gibt Null, denn 
es ist 

a (w + ( — m)) = am + a ( — m) == a (w — w) = am — am = , 

und umgekehrt folgt aus ab = 0, dafs ein Factor Null ist. 

Die Division besteht wieder in der Ermittelung von b, wenn in 
a — c a und c gegeben sind. 

Die Rechnungsregeln folgen aus der Definition der Rechnungsarten. 

Ein Product ab = c ändert sich, sobald b andere und andere 
Werthe erhält, aufser wenn a=0 ist. Umgekehrt ist b stets bestimmt, 
aufser in eben diesem Falle a = 0. Ist neben a auch c gleich Null, 

so kann man b beliebig wählen und darum ist —- keine bestimmte 
Zahlengröfse. Ebenso wenig hat ^ einen bestimmten Werth, denn wäre 
-T- die bestimmte Gröfse, welche mit Null multiplicirt c gibt, so müfste 

sein oder die bestimmte Gröfse c wäre unbestimmt. Dieser Wider- 
spruch nöthigt uns, die Division durch Null als unzulässig zu erklären 
und auszuschlielsen. — 

Es ist nun gezeigt, dafs die für die ganzen Zahlen aufgestellten 
Rechnungsarten mit den positiven und negativen ganzen und gc- 
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Drocfaenen Zahleugrürsen, die unter dem Namen der rationalen Zaiilen- 
jrö/'sCT» zusaraniengefarst werden, mit alleiuiger Ansnalime der Divißion 
[ dorch Null widerspruchslos durchzuftihreu sind. Wir konnten die Rech- 
I BiuigBregelu fflr die neuen Gröi'sen ableiten und darum sind wir — 
1 wie gleich erklärt werden aoll — berechtigt, dieselben ferneThiu in die 
kBfichnung auf7.ujiebmen. 

Wenu wir später irgendwo eine Aufgabe in den ratiouulen Zali- 
1. leogrörsen nicht lösen können, wie die ^ubtractiou ganzer Zahlen in 
I eben diesen Grüläen nicht durchführbar Ist, sofern der Minuend kleiner 
Üt als der Subtrahend, oder die Division gaii/.er Zahlen nicht iu ganzen 
I Zahlen zu bewerkstelligen ist, wenn der Dividend kein Multiplum des 
p Divisors ist, werden wir neue Grol'sen zu definiren und hierauf den 
^Vergleich der neuen Gröläen untereinander und mit den rationalen 
Torzunehmen haben. Dabei fordern wir, dafs sie denselben Verknö- 
F|)fiU]gi<regelii folgen wie die ganzen Zahlen, und suchen ihre Rech- 
Innngsregeln, wie z. B. ec' = e' eine war; oder besser wir fragen, ob 
Und wie sind für die neuen GrÖfsen u,h,c... die aritbmetischcn 
Gmndoperationen (Addition, Multiplication , ESubtraction und Division) 
zu definiren, damit a -\- h, ab, a — 6, , GrÖfsen derselben Art 
bleiben wie a und b selbst, und dals ferner die in den folgenden Glei- 
chungen ausgesprochenen Gesetze gelten; 

a + h = b-i^a, (a + h) + c = (a-\-c)-}-b, 

ab = ba. {ab)c = {ac)b, « (/» + c) = ab -\- ac, 

(a~b) + b=^a, yb = a. 

Die Existenzberechtigung neuer Gröfsen in der Rechnung werden 
I wir wie früher bloa darin suchen, dals sich von ihnen die Rechnungs- 
I Operationen in der nun bestimmten Weise widerspruchslos ausführen 



JDas bisherige und das weiterhin zu gewinnende Grofaensystem f!lr 
rdie Rechnung ist und wird auf einer — soweit wir hier sehen — 
I allerdings bestimmten aber nur formalen Grundlage aufgebaut. Von 
rVornherein besteht ja kein zwingender Grund, von neu definirten 
f GrÖfsen zu verlangen, dals sie den ßechuungsgesetzeu ganzer Zahlen 
Igehorclien, aber diese (willkürliche) Forderung, die so lange erlaubt 
list, als keine Widersprüche daraus erwaciisen, hat eine unentbehrliche 
Sarmonie iu der Mathematik zur Folge, Es bedarf keiner Rechtferti- 
rgnog, wenn wir gerade die Fermaueuz der formalen Gesetze zum 
fPrincip erheben; die Existenzberechtigung der neuen Gröfsen in der 
IBechnang ist aber zweifellos, wenn die genannten Forderungen auf 
1, Grand gewählter Detinitionen zu errüllen sind. 

Andrerseits wird mau aber auch die Definition eines neuen Bc- 
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griffes Dach dem Princip der Permanenz der formalen Gesetze wähii'»!. 
Bei der Einführung eines neuen Begriffes in die Mathematik ist os 
oftmals gewissermafsen willkürlich , in welcher Weise man die auf 
frühere Begriffe angewandten Operationen auf die neuen überträgt. 
Ist etwa die Definition der Potenz einer rationalen Zahlengrofse a 
durch wiederholte Multiplication gegeben: 

a^ = a ,a . , .a (n mal) , 

so zwingt uns von vornherein nichts, dafs wir unter der ganzzahligen 
aber negativen Potenz etwas Bestimmtes verstehen. Unterwerfen wir 
aber die positive ganzzahlige Potenz den früheren Operationen und 
lassen wir die Rechnungsregel 



tm 



a^-n (^ ^ ^) 



auch dann gelten, wenn m — n negativ oder Null ist, so folgt 

^j— (n-m) e_ — ^ 

als Definition der negativen Potenz und ebenso a^ =» 1 . 

§ 5. Besondere Darstellung der rationalen ZahlengröDsen. *) 

Wir wollen eine bestimmte Darstellung der bisherigen positiven 
Zahlengröfsen und zuerst der aus dem Grundelemente e = l gebildeten 
positiven ganzen Zahlen besprechen. 

Ist a eine bestimmte Zahl > 2 und a eine beliebige Zahl ^ a, so 
wird a mit einer der ganzzahligen Potenzen 

a, a^, «3, . . . «"», «»»+', . . . 

übereinstimmen (a = a"^) oder zwischen zwei aufeinander folgenden 
liegen («"» < a < «"»+*). In diesem Falle ist nothwendig 

a = a"* c oder a = «*'* c + r , 

wo die ganzen Zahlen c < a und r < «*" sind. 

Ist r ;> a, so muls 

r = Cj «*"» oder r = Cj «*"« + r, 
seiu; wo neben 

w, < w, I ^ Ci < «7 *"i < «*"' 

ist. Im Falle r^'> a setze man neuerdings 

r j «= Cj «*^ oder r^ = Cj «*"» + r^ , 
m^ < w, 1 < c, < a, r^ < «'"' 

usw. So fortfahrend wird man zum mindesten nach (w — 1) maliger 



*) Siehe StoU: VorlesuDgen über allgemeine Arithmetik. 



Die Elemente der Arithmetik. 17 

Wiederholung zu einem Iteste rm-~i < cc gelangen und kann a als 

Summe 

ca« + c, a"»-^ ^ ■ 4- Cn-i« + Tm^i (1) 

darstellen^ in der c, c, , ... Cm^i der üröfsenreihe 

0, 1, ... a — 1 
entnommen sind. 

Diese Darstellung ist nur auf eine Art möglich; denn setzt mau 
auch 

so ist die Übereinstimmung der beiden Darstellungen leicht erwiesen. 

Da sowohl 

ä^ < a <C a"*+^ als auch a" < a < a"+^ 
gilt, ist ja 

^m ^ a"+i^ a" < a"»+^ 

und diese Ungleichungen bestehen nur zusammen^ wenn n = m ist. 
Weil ferner 

ca^ < a < (c + 1) «*" , rfa"» < a < (rf + 1) «»» 

ist, mufs 

c<d+l, d<c-|-l, also (i = c 

sein. Durch dieselben Schlüsse folgt rf, = c, , rfj = Cj, . . . . pm-i = 
Tm-i, q. e. d. 

Nehmen wir nun eine aus der Einheit und deren Bruehtheilen ge- 
bildete (positive) rationale Gröfse . auf, so ist entweder 

a = c^b oder a = c^ft + *"o > 
wo Yon den ganzen Zahlen c^^ und Tq die letztere kleiner ist als h. Es 
wird also 

-?- = Co oder Cq < -|- < Cq + 1- 

Bildet man kTq = c^b oder ar^ »= c,& + ^i > wo c, eine ganze Zahl 
aus der Reihe 0, 1, 2, ... « — 1 und 1 < r, < 6 ist, so wird 

t^^o + V oder 6-0+ -;- <Co <Co + -^• 
Indem man die Divisionen 

fortsetzt, folgt für -r- eine Darstellung: 

Biermann, FnnctioDentlieorie. 2 
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wenn die Division einmal ohne Rest r», aufgeht. Weil mit der Gl- 1- 



ar 



chung — \ — = c, 
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wird, sieht man, dafs die genannte Darstellung nur möglich ist, wenn 
h allein aus Primfactoren von a zusammengesetzt ist; dann aber gibt 

es für ^ nur eine in Rede stehende Darstellung, in der man auch c^^ 

in der früheren Weise ausdrücken kann. 

Sollte keine der Divisionen aufgehen, so gibt es in der Reihe der 
Grofsen r höchstens b — 1 verschiedene, da nur b — 1 ganze Zahlen 
kleiner als b existiren. Wenn es somit in der Reihe r^, r, ...r^-i 
einen wiederkehrenden Werth r^ gibt und etwa 

ist; so wird 

und folglich wiederholen sich in der Reihe der Gröfsen €„^^1, c,n^2' - - 
die Ä < & — 1 Gröfsen c^-f-i, Cm+2 - - . Cm-j-t ohne Ende. 
Die Zahl 

heifst die zu -^ gehörige Periode in Bezug auf die Basis a. Ob man 
in dem Falle des Erscheinens einer solchen Periode 

setzen kann, mufs erst untersucht werden, denn jetzt können wir aus 
der Beschaffenheit unmittelbar aufeinander folgender Gröfsen c nur 
schliefseu, dafs die Ungleichungen 

bestehen. Der absolute Betrag der Differenz der Gröfsen, zwischen 
welchen -g- eingeschlossen ist, ist gleich - und dieser kann bei hin- 
länglich grofs gewähltem n kleiner gemacht werden, als ein noch so 
kleines Element f» = — 

V 

Wir erkennen also, dafs die Darstellung einer positiven rationalen 
Gröfse -^ nicht immer in der Form einer Summe einer endlichen An- 
zahl ganzer Zahlen und Brüche mit den Potenzen einer fest gewählten 
Zahl a als Nenner möglich ist, und bei dem Versuche, diese Dar- 
stellung allgemein durchzuführen, begegnen wir Summen mit einer 
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lubesch rankten Auzatil von Elementen e und 
: sich behandeln müssen. 



§ i). Einführung der irräiionalon Gröfsen. 
Wir ziehen <^anz allgemein Gritfäcn in den Kreis der Betrachtung, 
i im (legeiisntz zu den rationnleii /ahlengrul'sen durch Zusammen- 
tsnog einer uubescliränkten Anzahl vna (vorderh.ind blofa positiven) 
lemeiiten gebildet sind. BegritTlicIi ist eine solche Gröfse durch 
be s Reihe" 

'^-, + '^-, + - ■ ■ + *.,„ + ■ ■ ■ 
rollkommen dt'finirt, wenn luau aiigi'ln'u kann, welche Kiemente und 
fie oft diese in <ler Reihe auftreten. 

Wir denken uns durch die Reihe ein übject, eine tirölae gesützt, 
len die Reihe im Gegensatz zu den Elementen und den Summen 
ler endlichen Anzahl von Elementen als (iriji'ae für sich auf. 

Es mula zunächst gezeigt werden, wie luan die neuen Qröfsen 

LOtereinander und mit den rationalen /ablengrüfsen vergleichen kann. 

Die Definition der Gleichheit rationaler Gr&fscu, die auf der 

iDstormation in gleiche Elemente f, beruhte, ist hier nicht anweud- 

, weil eine unbeschränkte Auzalil von Ti'ansfarmatiuuen uuausl'iihr- 

' ist. Man kann z. B. die Gleichheit von 

4- »""i w + i + ^.+ ■■■ 

1^0 10 die Stelle des früheren a vertritt und ; 
iht in der früheren Weise darthun, und r 
IbHiou der Gleichheit aufsuchen. 

Dazu führt die folgende Definition: Nimmt man aus einer Gröfse 

I der neuen Art eine willkürliche aber beschrankte Anzahl von £!le- 

ineateD heraus, so sagt man, man habe einen Bestantltlieil herausge- 

Damnch heifst h ein Bestatidtheü von a, wenn eine beschrilnkte 

jinzahl von Elementen in a so tranaformirt werden kann, dal's in a 

nebat li noch andere ^lemente vorkommen. 

Grofsen der neuen Art, in denen Jede Zahl als Bestandtheil ent- 

ist, hcifsen uni'TuUich. Wir schliefsen diese Grofsen von der 

^tung aus, bemerken aber gelegentlich, dafs eine Gröi'se, die 

noch so kleines Element unendlich oft enthalt, selbst unendlich 

Dft man z. B. zeigen kann, dafs 



3 Periode von ist, 
mufs eine neue De- 



1+ .; + 

1 Element ' unendlich oft 



+ ■■-+;; + ■ 

rathält, indem ja 
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1,1, ,1^1 1 

n + 1 ' n + 2 ' ' n + n '^ 2n 2 

ist, so ist die genannte Grörsc unendlich. 

Eine Grö/'sc a Jieifst endlich, wenn es eine aus einer angebbaren 
Anzahl von Elementen gebil(jete (rationale) Zahlengrörse gibt, die in 
a nicht als Uestandtheil enthalten ist, oder wenn man eine aus einer 
beschränkten Anzahl von Elementen zusammengesetzte Zahlengröl'se b 
angeben kann, der Beschaifenheit, dafs jede aus Elementen von a ge- 
bildete Zahlengrofse in b enthalten ist. 

Nach diesen Definitionen heiisen zwei Grölsen der neuen Art 
gleich, wenn jeder uestandtheil der einen Gröl'se in der anderen als Be- 
standtheil enthalten ist. 

Diese Definition umfafst ofienbar die früheren Definitionen der 
Gleichheit rationaler ZahlengrÖfsen , bei denen w^ir ja auch von Be- 
standtheilen sprechen können. 

Zwei unendliche Grölsen sind einander gleich und jede ist gröiser 
als jede endliche Zahlengrofse. 

Wir stellen nun folgende evidenten Sätze auf: 

1) ist 6 ein ßestandtheil von a und b = c, so ist auch c Bestand- 
theil von a. 

2) Ist c in b und 6 in a als ßestandtheil enthalten, so ist auch 
c Bestandtheil von a, 

3) Sind a und b ungleich, so mufs es eine Gröfse /; geben, die 
in a oder b enthalten, aber in b respective a nicht enthalten 
ist. Dann ist jeder Bestandtheil von b in a, beziehungsweise 
jeder Bestandtheil von a in b enthalten. 

In dem ersten Falle heifst a grÖ/ser als 6, im zweiten a kleiner 
als b. 

Zum Beweise des dritten Satzes sei 

6 = 6j -(- b^, 6, < c, 

also bi ein Bestandtheil von e. Wenn c Bestandtheil von a ist, wird 6, 
in b und a enthalten sein ; und das gilt von jedem Bestandtheil von b. 

Für die Gleichheit zweier Grölsen läfst sich ein einfaches Krite- 
rium angeben. 

Wir bemerken zunächst, dafs in der Folge von Zahlengröfsen 

1 2 m m + i 

— — ) • • • — , - — - , . . . 

n ' n n ' n 

gewifs eine erste existirt, die gleich oder gröfser ist als eine vor- 
gelegte endliche Gröfse a. Es sei 

m + 2 ^ 
— ' — > a, 

dann wird , , 

- <Of < «; < a, . . . . 
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I. h. _ ittt BeHtaucUlieil pon a. Bringt man Jin ürüras n uiith Ver- 
[«iniguiig einer endlitiLun Anzahl von Elemente» auf die Form 
'I ^ Oi -f «.;, wo ff| > ^ isi, 
I wird 

«, < A . 

f Wühlt mau nun eine Imliyliig l<]oine Gröfse ö, so kann man iiacb 
f «ioer euülicLeu Auzalil vou Operationen einen üulclien Bestand tli eil n, 
> a herausgreifen, dal'a a — ffli < ^ wird. Man hat n nur ao gri)f8 
f-»a wählen, dafs — < Ä ist. 

Sind zwei gleiche Grörsen a und h gegeben, ao zerlege man die- 
|.selben durch eine endliche Anzahl von Transformationen iu 
a = a^ -\- a.,, h^h^ + h^, 
WO a, nnd 6, kleiner sind ala eine positive Grürae S. Weil der abso- 
) Betrag von a, — fr, , den wir mit | a, — ii, | bezeichnen , auch 
Icleiner ist ala 8, erhalten wir den Satz: 

Aus Jfwei gltikJien ZaJdetufröfseti a urut h Uissen sich stets sokfie 
tandtJwile a, tiiid b, kerausnelitnen , dafs div Vifferemcn (a — n,), 
- 6,) und der absolute Betrag \a, — h,\ Jclei7Kr wird als eine beUe- 
r hleinc vorgegebene positive Gröfse. 

Dieser Satz wird durch seine Umkehruug von Bedeutung , die fol- 
[endermafseu lautet: 

Kann man von ewei Grbfsen n = a, + o, , 6 =* fr| + fri, wo die 

: «, uml h; kleiner sind als eine vorgegebene beliebig kleine 

3 d, eeigen, dafs auch | «, — ft, | < ß wird, so sind a und b ein- 

rgleneh. d. h. jeder lifsl/mdllicil von a ist inb und umgekehrt jeder 

tandÜunl vcm b ist in a cnÜialten. 



Es sei c ein Btistaiidtheil von c 
I + «j, dafs a-i < d und a, > ( 



, dann zerlege man a 

wird. Femer sei in 

= 6, + 6./i, <d und ]a,—b,]<d. 

Zufolge der letzten Bedingung ist entweder a, Bestaudtheil von b, , 

ud dann wird c iu a und b enthalten sein, oder es ist ^, BestandÜieil 

«I, , also u, — b, <i d. Es sei a, = fr[ + s, wo f ebenso wie n, 

6, eine ratioaale Zahleugröfse bedeutet, die kleiner sein soll als d, 

wird b, > t — * und b — c > b.j — e. Nehmen wir an, dafs c 

Bestaudtbeil von & aei , ao mufa e >h^ sein und n , — ft, = f wird 

L kleiner als das beliebig kleine S. Ist aber c Bestandtheil von b, 

I wird e < fr., und unsere Bedingungen sind erfilllt. Uamit iat der 

bewiesen. 
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Sind a und b ewd durch eine unbeschränlcte Anzahl vofi Eknunilen 
zusammengesetzte ungleiche Oröfsen, so 1c<mn man in dem Falle b < a 
stets eine ratiofiale Gröfse d so fimlefi, dafs auch noch 

b + 8 <a 

wird; ist aber a < b^ so eooistirt eine Gröfse d, für die fwch die Uitr 

gUichung b^8>a 

m 

erfüllt wird. 

Beweis. Es sei 

^ = n, + -«7 + '"+»*,+" ' 
und b <C Uy dann gibt es ciueii Bestaiidtkeil c vou a, der uicht iu b 

eDthalten ist. Deiikeu wir jetzt aus a so viele Elemente - heraus- 
gegriffen, dafs '^ 

c < + + • • • + t 
SO wird c-|- B,uch Bestaudtheil von a sein, aber gewi(s uicht von 

b -{- d, wenn d < gewühlt ist. Man kann also ein d der For- 

deruug gemärs angeben. 

Ist b<a, so hmn man aber a^ich eine Gröfse d so bestimmen, 
dafs b -\- d= a tvird. 

Beweis. In der Tliat wählen wir aus der Elemeuteureihe 

- 1 1 1 

zwei aufeinander folgende Tenne , , — , so dafs 

° w, - 1 ' w, ' 

und gilt hier die Gleichung a == 6 -j , so i.st dl«» verlangte 

Gröfse ä. Im Falle a > // -f- suche man ein Element - , so dafs 

n| fif 

6 + — + ^-: > a > 6 + - - + ^- . 

Es kann hier nj > nj ^ aber uicht n.^ < n| sein, sonst wäre nämlich 
die erste Ungleichung nicht richtig. — Gilt hier das Gleichheitszeichen^ 

so ist + - - = d, andernfalls bestimmt man ein Element, so dafe 

b + — +^-+ \ > ^/' > i + -- + ^ + ^ 

USW. Durch das beschriebene, vielleicht endlose aber bestimmte Ver- 
fahren wird eine Gröfse 8 definirt, denn man kann ihre Elemente 
nach und nach angeben; sie ist endlich und erfüllt die Gleichung 

6 + d = a. 
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la der Tbat: wäre nie unendlich, so hätte sie einen BeaUndtheil c, 
■ der grölser ist als ii^eud eine willkürlich vorgelegte ZuLleugrülae Cr. 
|lst datin V so gewählt, dais 



I sein , deau 



' + -. 






: auch i 



:icndlich und dna 



ist Beätaailtlietl von a usw. Nuu wäre aber i 
widerspricht der VurauBsetzung. 

Eudlicli ist b -\- S = a, denn jeder liestaudtheil c von b -\- d ittt 
in a enthalten und umgekehrt. — £s sei wieder v so gewählt, dafs 

«<'+,!,+-;-+•■+-:., 

I dann folgt unmittelbar: c ist Bestandtheil von a, denn die rechta- 
[^Btebende Grüfse ist in u enthalten. 

Ist a audrerseitiB in a, •{- a^ zurlegl, wo a, aus einer endlichen 
lAnsahl von Elementen zusammengesetzt ist, so ist dieser Bestandtheil 
la, von a M b -\- 8 enthalten. — Nimmt man in d die gleichen Ele- 
I meute zusammen, defiuirt S also durch die Reihe: 



R'to bestehen die Uugleichuugeu 
S + -'■- + '' + 



■ + »'+• 



'iJ">«>' + ^ + {;- 



■+t- 



denn es ist (aulser im Falle »i^ = 2 
ählt mau ft derart, dafs --- < a^, 



«M C™/. - 1) 



Bad a, erscheint als Bestandtheil von h -\- S. 

Nach diesen Ausführungen ist es ein Leichtes, die Gleichheit ^ 

i+,». + ' - + -',+ •■ und L 



h + h + h + ^ 
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zu beweisen, iudem inuu Kcigt, dals jeder Bestandtheil der liuks ste- 
liendeu tirolsen in den eutsprecheuden rechts vorkommt und umgekehrt. 

Nach Aufstellung des Begriffes einer aus einer mibeschränkteu 
Anzahl von Elementen gebildeten Gröfse^ nach den Definitionen des 
Gleich-, Grofser- und Kleiner-Seins zweier solcher Grofsen , mufs mau 
untersuchen, „ob und wie sich für dieselben die arithmetischen Grund- 
operatioiien so defiuiren lassen, dafs erstens die aus zweien Grofsen 
a und h gebildeten Grofsen 

Gröfsen derselben Art sind und zweitens die in den auf Seite 15 an- 
gegebenen Gleichungen ausgesprochenen Gesetze gelten.*^ 

Die erste Gleichung verlangt, dafs die Summe zweier Grofsen a 
und h als eine dritte Grofse definirt wird, welclie alle Elemente von 
a und b enthält und zwar in der Vielheit, als sie in a und b zu- 
sammen vorkommen. 

Die Summe a-{-& ist mit a und b endlich, denn es gibt Zahlen- 
grofsen a und /?, die gröfser sind als jeder Bestandtheil von a resp. 6, 
und a -\- ß wird gröfser als jeder Bestandtheil von a -j- 6. 

Die Summe einer angebbaren Anzahl endlicher Grofsen ist wieder 
endlich, die Additionsgesetze bleiben erhalten und gleiche Grofsen 
vertreten einander in der Summe. 

Das Froduct zweier Grofsen a und b ist eine Gröfse , die aus den 
Producten jeglicher Elemente von a und b zusammengesetzt ist. Dar- 
nach kann man angeben, welche EltMuente und in welcher Anzahl 
diese in dem Product vorkonmieu, dasselbe ist also begrifflich definirt. 
Man mufs nur zeigen, dafs das Product mit den Factoren endlich 
bleibt, dafs die Multiplicationsgesetze erhalten bleiben und sich in 
dem Product gleiche Grofsen vertreten können. 

Zufolge der Definition der endlichen Gröfse kann man eine ratio- 
nale Zahlengröfse cc angel)en derart, dafs jeder Bestandtheil (aj -|- a^ 
-{-'''-{- dm) von a in a enthalten ist. Ebenso sei ß eine rationale 
Gröfse, die jeden Bestandtheil (6j + 62 + * * * + ^»») von b enthält. 
Greift man hierauf aus dem Producte ab einen Bestandtheil 

heraus, wo k und / kleiner oder gleich m beziehungsweise n bleiben, 
so ist 

m n 



I 
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i.}>. juiitr Hcstiiiiüliieil il>.'s PiWiiuk'.s ist iti nß .-utliulk-ii und ab M 
endlich.*) 

Unter steter Verwendung des verallyemeinerteii Gleioliliert,sbegri(Tea 
laseeu sich die Multiplicationageaetae beweisen ond endlich ist auch 
ob = ab', Wbnn h = h' iat. Dazu mufa wieder jeder Besttindtheil y 
TOn ab auch in ah' enthalten sein und umgekehrt. 

In / kommt ein Be^taudtljfil von n und eiiier von h vor, der letztere 
ist auch in h' enthalten. Es täfat sich also stets ein Bcstandtheil 
C^i' "l" ^j' "I" " ■ ■ "1" ''">) von h' angeben, der mit dem in Uede stehen- 
den Bestandtheil von a rnultiplicirt ^u einem Prodiicte führt, das 
grölser oder gleich y ist. Folgliclj ist y audi in ah' enthalten. 

Umgekehrt ist jeder Bestaudtheil von ab' auch in ab enthalten, 
und darum ist ah = ah'. — 

Jctst sind wir zu beuriheilen im Statulc, wann die Summa einer 
vorgcgcbcnm ■utwttdUchen Menga (ZHvrsi hlos) positiver und rationaler 
Zahlnigriifsen a, ja^ . . . (i„, d. i. diejenige GrÖfGe, welche alle Elemente r. 
in derselben Vielheit wie die Menge enthält, eine bestimmte Bedeutung 
hat. Vor allem darf kein ElcmetU oder Suntmand a, ttnaidlick sein 
untl kcitwr unmdlick oft vorkommen, sonst wäre die Summe auch un- 
endlich und darum unbestimmt, weil wir nur sagen können, sie ist 
gröfser als jede endliche Zahlengrülse. Ferner mufs jede aus einer 
en^ichc» Ansnhl von Ele7}icntcn a, gehildete Summe kleiner sein als 
eitte iingebhare Zahlcngriifse , damU die Sunime der unendlidi. vielen 
Elanente endlich ist. 

In der Tliat, bedeutet S„ die Summe irgend eiuer endlichen An- 
iiafa] von Elementen, so kann mau in der Heihe von ISummauUen 

II,, «2, . . . Oa, . . . 
eiu » stets so bestimmen, dafs 



s.<2''.. 



ist. Wiire nun S„ > G, wo G irgend eine iuigebbare Zahlengröfse 
■ bezeichnet, so besäl'ue 6'», einen Bestaudtheil, der in G nicht mehr eut- 
■iialten ist. Doch weil S„ nur Bestaudtheile besitet, die der Summe 
iBÜer Elemente u, angehören, so müTste die Summe uuendüch sein, in- 
Idem ja G beliebig groiä gewählt werdeu kann. Die genannte Bedin- 
IfFong ist also nothweudigj sie ist über auch hinreichend, denn wenn 
Kirioe ZahlengrÖfse g'> Sn existirt, wird 



*) mer \A ^Ph, Am Zeichen för ft, + i, + + i^^ ^^"»K ^"* 

leichen fdr die Siiiiini(.' aller CombiuationeD a^b^. wcnu /t und v die ZolilenreiheD 
. . m uud 1 , a . . , H durchlaatuu. 
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i groTs auch m gewühlt sein mag, d. b. g enthält BttstauOtheile, 
diö der Sumiiie nicht angehörea. Wenn somit jeder Hestaudtheil der 
Summe in der augebbareu Grölati g enthalten ist, wird die äumiue 
aller Elemt;ute endlich. 

Zufolge des für die aus uueiidlich vielen Elementen zusammen- 
gt'Ketzten Uröl'seii geltenden Gleichheitäbegrifl'ea kann man die Siun- 
mauden beliebig vertauschen, ohne dal's die Smncie der neu geordneten 
lieibe von der ersten Summe abweicht. 

Mau kann die Summanden auch beliebig in Gruppen zusammeu- 
fassen und diese summireii. Hierbei ist es für das Resultat gleich- 
giltig, ob man Gruppen mit eiuer endlichen Anzahl und eine mit 
einer unbeschräniteu Äuzahl von Elementen bildet, oder eine endliche 
Anzahl von Gruppen, deren jede unendlich viele Elemente besitzt, 
oder ob mau unendlich viele Gruppen mit einer endlichen Anzahl von 
Eleiueuteu zusammensetzt; die Summe besitzt jedesmal diesclbeu Be- 
stiiiidteile. 

Es ist auch erlaubt, jedes Element a, durch eine demselben gleich- 
werthige Gröfse zu ersetzen, ja selbst dann, wenn die Elemente a» 
aus unendlich vielen Elementen zusammengesetzt sind: 

a, = 6,i-) + br + -.. +(.;' + ... , 
denn die Summe der Summanden tji'' ist mit der Summe der a, end- 
lich und dieser gleich. 

lu der That existirt ja eine GrÖfse g, die gröfaer ist als jeder 
Beatandtheil der Summe «, , und wie gruls mau n auch wählen 
mag, es wird 

if>a, -I-OjH 1-«-- 

Nimmt mau hifrauf irgend eine Summe von Gröfsen fcj,*': 

t^'"» -I- ft(V) -I f- 6('«)_ 

so ist 

«►„ + «';. H + -^'x ^ ''l'"' + ^)i'''' H f- '''n'\ 

also umsomehr 

und die Summe der Gr8(sen b ist endlich. Ebenso leicht folgt diel 
zweite Behauptung. — 

Aus der Detluition des Productes zweier aus unendlich vielen Ele 
menten zusammengesetzten Gröfsen « und b orachlierst man, wie 
endliche Summe unendlich vieler Summanden mit einer Giofae mult 
plicirt wird und wie mau das Froduct zweier solcher Summen erhalt 



\ 
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. ku, + ba, + -.- + ha. + 



(», + «,+ ■■ + «.+ •■) {i, + t, + ■ ■ ■ S. + • ■ ■) 
-a,h, + o,4, + o,i, + • + a. i», + ».-,!>, + »,i. + ■ ■ 
I Bezeichnet mau die äumnie iler Grölseu a, mit Sa, die der üröl'seu fc» 
I mit St, so haben die neu gebildeten Reihen die Summe b.Sa reap. 
S.. - 
Ist eine uuendliclie Menge eudlieber Gritfaen 



unter denen nicht unendlich viele gleiche vurl{ommeu, so 
b man, doTe die Summen 

S, — o,, «, — (., + ..,, «, — », + «, + <•,,... 

S. = „, + „, + ... + ,.. 

I B*®^" ^'"^ (Jrürse S converijiren, wenii nach Auniihme eim'r beliebig 

I Icleiueu positiven (jvOrao S eiuu ganze Zaiil "t so bestiiiimt werdeu 

^Iemid, üuIh l'ilr alle WertLe vou n ^ tn 

S - S. < Ä. 
)Venn r'tc unendliche Menge van Gröfsen n* eine endliclie Stimme 
[■B heaittt, so converyiren die Summen S^, 8^ . . .S» . . . nach der 
\ GrÖfae S. 

Wählt man irgenJ eine kleiue positive Grijiäe e, so kann man zu 
[ dieser eine ganze Zahl m derart ündeu, data t^r alle n > m 

S-S^<s 
j wird and diese Ungleichung atiniint mit der früheren iiberein, sobald 

1« < Ä ist. Dann convergiren die Gröfsen S, , Sj . . . iS wirklich 

Inach S. 

Convergiren umgekehrt die Summen &', , S, . . . S, . . . nach der etid- 
T"Ucken Gr'öfse S, so ist S die Summe der ReHte 

«. + «2 + ■■■ + «- + ■■■ . 
f denn wegen der jetzt geltenden Unglelchimgeu 
8-S,<i> (n>_m) 
igt die Summe endlich und von S nicht verschieden. 

Damit ist die Definition der Summe einer unendlichen Ileihe voU- 

I XOg«n und wir sehen, dnfs die Summe einer unendlichen Menge posi- 

' tiver rationaler tirüfseu a, gleich ist der durch die Zusammensetzung 

dieser (Iröfsen delinirten (irÖlae, die wir oben als ein im Gegensatz 

xa den gegebenen Gliedern für sieh bestehendes bestimmtes Object 

gedutiht haben. 
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Jetzt können wir diesf Gröfsen direct als Summe unendlicher 
Reihen in die Itcchuung einführen und verstehen unter der Summe 
diejenige Gröfse, nach welcher die Theilsummen S,, S^.,, Sn^^ con- 
vergiren. Wir müssen nur noch zeigen , dafs bei gehöriger Definition 

auch a — b und — Gröfsen gleicher Art bleiben wie a und 6 und 

dafs die Gesetze gelten: 

(a — 6) + ft = a, -i-b = a. 

Die Suhtradion neuer Gröfsen a und b macht keine Schwierig- 
keit, wenn der Minuend grölser ist als der Subtrahend. Andernfalls 
mufs man auch Gröfsen einführen, die aus einer unendlicJien AfusaM 
positiver und negativer Elemente eusamniengesetzt sind. 

Es seien 

ö = «1 + (— «2)> ^ = ^1 + (-- ^2) 
zwei solche Gröfsen, wo a^, a^, &,, Z^^ ^^^ unendlich vielen positiven 
Elementen gebildet sind. Sie heifsen gleich, wenn 

»1 + 62 = «2 + &j 
ist. Ist dann a = b und b = c, wo c = c, + ( — Cj) sei, so folgt aus 

aj + &2 =* ^2 + ^1 ^^^ &i + ^2 = ^2 + ^1 
^1 "f" ^2 =^ ^2 4" ^1 ^^^^ a = c. 

Eine aus unendlich vielen positiven und negativen Elementen zu- 
sammengesetzte Gröfse a heifst wieder efidUch, wenn eine positive 
Gröfse existirt, die gröfser ist als der absolute Betrag irgend eines 
Bestandtheiles von a. 

Ist a endlich, so mufs umgekehrt sowohl die aus den positiven 
als auch die aus den negativen Elementen von a allein zusammen- 
gesetzte Gröfse endlich sein. — 

Eine Zahlengröfse a aus unendlich vielen positiven und negativen 

Elementen «m = — rcsp. f L = kann durch eine endliche An- 

zähl von Operationen stets so transformirt werden, dafs der absolute 
Betrag der negativen (oder positiven) Elemente kleiner wird aJ^ eine 
beliebig kleine positive Gröfse ä. 
Bezeichnet man 

und ist etwa cc > /3, so kann man ß = ß\ -{■ ß^ so zerlegen, da(s ß^ 
Bestandtheil von « und ß2<.8 wird. Setzt man darnach « = «1 + /?!, 
80 wird 

Wäre «</3, so entstünde in dieser Form ein positiver Theil, der 
kleiner ist als das vorgegebene d. 
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AOB den leUben Definitionen und Sätzen gehen für die nenen 
ßröiseu aus positiven und negativen Elementeu wie früher die Defiai- 
I tionen der Summe, des Froductes und der ÜiÜ'erenz entsprechend den 
Verknüpfungs regeln ganzer Zahlen hervor. 

Wir betrachten hierauf wieder iHe Summe einer uneniUklten Maige 
positiver und negativer Gröfscn, unter denen keine mit uuendlicheui 
absoluten Betrage und keine unendlich oft vorkommt, .^ie wird end- 
lich sein, wenn eine positive GrörM« g exiatirt, die grÖfser ist als der 
absolute Betrag jedes Becttandtheiles der Menge, und daraus folgt, dafs 
die Summen der positiven und negativen Klomeute für sich endlich sind, 
wenn die aua beiderlei Elementen gebildete Qrüfse endlich ist (nach 
der früheren Definition). 

Wir k'lonen auch sagen, die nolhwendiye und hinreichende Bedin- 
gung dofiir, dafs die Summe enilUcJt ist, besteht in dfr Endlichkeit der 
Summe der positiven und negativen Elemtmte für sich, oder der End- 
lichkeii der Summe der absoluten ISdräge aller Elemente. 

Neunen wir iiänilich diejenigen Gröfsen, in welchen die positiven 
Klemetite überwiegen, a,. diejenigen, wo die negativen Elemente vor- 
herrachen, b,, nml set/.t man 

«.-«'."+(-»;"!, k. = /.'." + (-«") 

und denkt 

gewählt, wo d, und i, kleiner seifu als das (Jlied «, einrr Reihe po- 
sitiver Elemente: 





«, + «,+ ■-■+".+ ■■ 


mit endlicher ISumi 


le, SU wird die ursprüngliche S 


lieh sein, sobald 






^..l" und ^li', 



endlich f 

In dun lieiben aus positiven und negativen Ciliedern vnu endlicher 
Summe kann man die Summanden beliebig vertanscheu und willkür- 
lich in Uruppeu zusammenfassen, ohne dua Resultat der Summation 
zu äiideru. 

Mit den neuen Summen rechnet man wie früher mit den aus blos 
positiven Gröfsen gebildeten Summen. 

Ist ferner 

a,, a^, . . .an, ■ ■ ■ 
eine unendliche Menge positiver und negativer GrÖl'sen, so sagt man 
wieder, die Summen 

Ä'. = a, -f «j H H a. (v =. 1, 2 . . . w . . ) 

amvergiren nach einer Grüfae S, wenn nach Wahl 
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kleinen positiven GröTc 8 ein m tier Beschaffenheit zu f 
für jedes n> m der absolute Betrag von S — iS„ : 

I s ~ s« |< d. 

Besitzt die unendliche Menge von Grolflen eine endliche Summe 
S, so convergireii die GrÖfseu S, , S, , . . , S, . . . gegen die Gröfse S, 
und couvergireii umgekehrt S, , Äj , . . . . S« . . . nach i9, bo ist die 
Humme der Menge iS'. 

Wieder kann man die aus unendlich vielen positiven und nega- 
tiven Elementen zusammengesetzten Gröfsen als Summe der Reihen 
einführen. — 

Mit der genannteu Definition der Endlichkeit einer aus entgegen- 
gesetzten Einheiten und deren Bruchtheileu gebildeten Gröfse sind die- 
jenigen Reihen positiver uud uegiitiver GrÖlseu «, und 6, ausgeschlos- 
sen, welche eine endliche tiumme besitzen, ohne dals die Reihen der 
a, und i, für sich allein endliche iSummeti haben. 

Solche Reihen, in denen ^^'h und ^^h, zugleich unendlich sein 
müssen, indem soust^^ff. -j-^^ii, iiiuht endlich sein könnte, besitzen 
nicht den Charakter von Summen und sollen deshalb aus «ler Rech- 
nung ansgosi^hlossen werden. Die Ädditiousgesetze verlieren nämlich 
hier ihre Geltung. Nehmen wir so lange positive Elemente a,, bis 
ihre Summe gröfser ist als der absolute Betrag einer vorgegebenen 
Gröfse c, und dann negative Glieder b^, bis der absolute Betrag der 
neuen Summe kleiner ist als \c\. nehmen dann wieder positive Glieder, 
bis der absolute Betrag der so veränderten ISumme grJjfser ist als \c\ 
usw., so ist die Abweichung von \c\ nie gröfser als der absolute Werth 
des vor dem letzten Wechsel verwendeten Gliedes u, oder fc,. Gibt 
es unter den Grofsen a, und |^),| unendlich viele beliebig kleine, so 
werden die Abweichungen des absoluten Betrages der auf die genannte 
Weise eut^tebendeu Summe vuu \c\ beliebig klein zu machen sein, 
wenn man nur hinlänglich viele Glieder o, und 6, benütKt. Sind dem- 
nach unter den Gröl'sen a, uod |/*v| keine unendlich grofsen und nicht 
unendlich oft dieselben, dann kann man durch passende Anordnung 
der Summanden die Summen ä', , iSj . . . jS. . . . so bilden, dafs diese 
nach jeder beliebig vorgegeboueu Gröfse c convergiren. Die Summe 
der gegebenen Reibe ist also von der Anordnung der Summanden 
abhängig. *) 

Wir scblietsen diese Reihen aus und bebalten blos dieji 
Reihen zurück, welche eine von der Anordnung der' Summanden end 
liehe Summe besitzen. Wir nennen sie unbedingt und absolut conver- 
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ti, indem auch die Summou der abaolut«!] Betrüge jeder endlichen 
ralil von Termen nach einer bestimmten Grölse convergiren. — 
Wir haben jetzt noch nachzuBehen, ob wir den Quotienten zweier 
'ndlich vielen Elementen zusammengesetzten Grörsen a und h 
■ 'den genEuinten Korderungon entsprechend definiren können. 

Der Divisor b sei gleich eine »iis unendlich vielen positiven £le- 
Kmenteo gebildeten Grol'te, denn die Division von a durcL eine ratio- 
riuJe Zahlengrülse f> "^ g besteht einfach in der Multiplicatiou von a 
I mit — , indem dann die neue Grolae -j- wirklich den Forderungen 
[ getnäfs definirt ist. 

Es sei '' ^= J" + g und hierin p zwar griil'ser als q, aber doch 
\ nur ein aus einer endlichen AnzabI von Elementen gebildeter Bestand- 
I J^eil von p. Der Dividend sei auch positiv. 

Uieranf nehmen wir die folgenden TraDsformatioueu vor: 

_?_ = « + (_?_ __?_)= A ??_ 

p + q j, ' \p + 7 )>/ p PiP + qi' 

pip-\-9) p' Vp+5) K' p" ' p'fpTäJ' 

- "''*- = "^' + f "'" — "'*) = ^ _ " g* 

p'ip+5) V' """^p'ip-i-^j p'' r' p'(p + 9) 

inalten für - r die Reihe : 
P + 9 

-?- _ .'•- X J_ «. 4 L (_ 1)- _?_ 9", ^ . . . 

P P P ' P P' ' '^ ' P p" ^ 

§'W ir müssen aber zeigen, dafa diese formal gebildete Reihe unendlich 
Tieler bestimmter Glieder eine bestimmte Bedeutuug bat, also die 
Bouiroc jeder eudlicheu (sonst beliebigen) Anzahl von Gliedern kleiner 
ist als eine angebbare GriilHe, und dafs die Multiplication der neu ge- 
bildeten Urofse mit {p -\- q) a gibt, denn dann haben wir die Divi- 
sion durch p -(- 5 ^ /* oder die Grölse - unseren Korderungen ge- 
inälÄ definirt. 

Betrachten wir allgemein eine Reihe 

«o + "|C + aiC'+ •■■ +fl,f-+ .... 
in der die positiven GrolVeii n, rational sind und der absolute Betrag 
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der rationalen Gröfse c kleiner ist als Eins, und vergleichen sie mit 
einer Reihe 

a -{- ac -{- ac^ + • • •+ ötC + • • •, 

vto a grolser ist als jede der Grölsen (tr- Die Summe der ersten Reihe 
ist gewifs kleiner als die der zweiten , denn jeder Bestandtheil jener 
gehört auch dieser an. Die Summe der ersten n Glieder der ersten 
Reihe ist nicht gröfser als 

a -^^ ac '^- ac^ + • •+ ac^"^ = a t^— 

und der absolute Betrag jener Summe ist kleiner als die endliche 
Zahlengröfse 



1 — c 
Das gilt für jedes n, daher ist die Summe der ersten Reihe endlich. 
Bestehen die Oröi'sen a, und c aus unendlich vielen Elementen, 
so bestimme man zwei positive rationale (iröfseu a und yy derart dals 

« > ö, (i/=l,2...) und l>y>|c|, 

wo |c| den absoluten Betrag von c bezeichnet. Dann ist der absolute 
Betrag jedes Gliedes a^c* 

und der absolute Betrag der Summe einer endlichen Anzahl von Glie- 
dern der vorgelegten Reihe wird wieder kleiner als 

d. h. auch jetzt ist die Reihe ^^a^c" endlich. 

» = 0,1,2... 

Die Anwendung dieser Betrachtungen «auf die oben gebildete Reihe 

f + y(-T)+f(-p-)'+-+f (->-)■+■■' 

deren Glieder immer kleiner und kleiner werden, lehrt unmittelbar, 
dals sie eine endliche Summe besitzt. — 

Das Product der Reihe und (p + O) *st ferner gleich a, denn 
man kann entsprechend einem vorgelegten Bestandtheile von a ein n 
so bestimmen, dafs auch die Summe 

r = l ^-\- p) 

oder 

diesen Bestandtheil besitzt, und umgekehrt ist jeder Bestandtheil des 
Productes in a enthalti^n. 




Die Klemente der Arithmetik, 33 

Die AuderungeD i» den Annahmen, b sei negativ, a positiv oder 

_ßegativ, bedürfen gewir» keiner Besprechung mehr und wir können 

sagen, dal's wir für die aus unendlich' vielen positiven und negativen 

Elementen znsammengeBetzteii endlichen Gröl'aen die arithmetischen 

Operationen den KnrderLingeti gemäfä deSnirt haben und berechtigt 

IjBodj die neuen (iröfaen als Kummen unendlicher Reihen in die Rech- 
pimg aufzunehmen. 



§ y. Zweite DefiaitlocBform der irrationalen ZahlengröfBen. 
Zur Begründung der neuen Gröfsen, die wir irrtiHonale Zahlvn- 
\,^Öfsen nennen, wenn sie nicht wie die Reihe ^P—^ mit rationalen 

Oröfsen übereinkommen, wurden wir veranlaTst, als die Forderung ge> 
■teilt war, die rationalen Zahlengröi'sen in .einer bestimmten Form 
darzustellen. Man wird zu den neuen Grölsen bei vielen anderen Auf- 
gaben gedrängt. Fragt man z. B. nach einer Gröfse x, welche die 
Eigenschaft hat, mit sich selbst multiplicirt eine positive rationale 
Zahlengröfse A zu gehen, so stellt sich heraus, dal's unter deu ratio- 
nalen ZahleagrÖlsen keine der verlangten Art existirt, wenn A nicht 
JKlbst die zweite Potenz einer solchen ist. 

Gibt es eine rationale Grülse x= - , derart dnlk 



it| wo a und b und ebenso p und q ohne gemeinsamen Theiler vor- 
liHiszasetzen sind, auf dafs auch p* und g' keinen gemeinsamen Theiler 
■ besitzen, so ist 

p'b ^ q^a. 

WfSi hier p' und a, q' und b wechselweise durcheinander theilbar 
rin mflssen, zvrfällt die letzte Gleichung iu die folgenden 

[od man hat nur mehr Grölsen p uud q zu suchen, die mit sich selbst 
Rnaltiplicirt die ganzen Zahlen u respective b geben. 

Ist a eine bestimmte ganze Zahl gleich oder grörser al;^ 2, so 
icbreiben wir zunächst die ganze Zahl <7. ^ r in der Form: 

r„ «"■ + £, «"'-' + -■■ + c„, 
irorin C|, , c, . . . c„ Zahlen aus der Folge 0, 1 , 2 , , . a — 1 bezeichnen. 
) Verfahren zur Ermittlung einer Gröfse p, welche der Gleichung 
Mpivaa genügt, besteht daun darin, dal's man zuerst die grÖfste Zahl 
ilTj der Form ^, w \ßy < u) sucht , für welche 
a — aC>i) 
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ist, dann die grölste Zahl «.^ der Form ß^^"^ (ß2 > ")? derart dafs 

a - («1 + a^y > 
wird usw. 

Wenn es keine rationale Zahl 

der verlangten BeschaflFenheit gibt, oder — wie man sagt — keine 
rationale zweite Wurzel aus a, so läfst sich das angegebene Verfahren 
unbegrenzt fortsetzen und die successive gewonnenen rationalen Gröfsen 

Pi = «I > i>2 = «I + «2> • • • JP» == «1 + «2 H !-««•>;•• 

haben die Eigenschaft , die von p geforderte Beschaffenheit immer ge- 
nauer und genauer zu erfüllen, indem die Differenzen 

a — i?,^ a — i).^S . . . a — p«^, . . . 

immer kleiner und kleiner werden. Zu einer beliebig kleinen positiven 
Gröfse d kann man aber ein m so bestimmen, dafs die Differenz jedes 
auf Pfn folgenden Gliedes Pm^fi der unbegrenzt fortsetzbaren Reihe 

Pi 9 P2} ' * • Pn • • • 

und pm selber kleiner wird als d\ 

Wir betrachten allgemeiner eine unendliche Menge rationaler 
Gröfsen 

1 ' 2 } * ' * ^ y ' ' ' 

und setzen fest, dafs zu jeder beh'ebig klein gewählten positiven (ratio- 
nalen) Gröfse 8 nur eine endliche Anzahl (m — 1) von Gliedern der 
Folge (flf,, a.2, (^h'") gehöre, derart dafs die übrigen Glieder paar- 
weise eine dem absoluten Betrage nach kleinere Differenz besitzen, als 
S anzeigt. Eine solche Reihe von Gröfsen mit der Eigenschaft 

I I ^ A^ (n>m \ 

|a„+.-a.|<* ^-1,2,...; 

heifst eine Fundamentalreihe und speciell eine Ekfnentarreihe , wenn 
die absoluten Beträge der Gröfsen a» mit wachsendem Index n unter 
jede noch so kleine positive Gröfse herabsinken.*) 

Aus diesen Definitionen geht hervor, dafs die absoluten Beträge 
der Glieder einer Fundamentalreihe stets kleiner bleiben als eine end- 
liche Gröfse und gröfser als eine von Null verschiedene Gröfse. 

Eifw ReiJie endlich bleibender Gröfsen a», deren absolute Beträge 
von einem bestimmten m ab niemals abnehmen, ist eine Fundamental- 
reilw, . 

Wäre nämlich die Eigenschaft 

I dnr^v Cln\ < S 

nicht erfüllt, so müfsten die absoluten Beträge | a» | mit wachsendem 
*) Vergl. HeiDe's Abhandlung in Greuels J. Bd. 74. 
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V giöfer werden als jede angebbare GrÖlse, und das widerspricht der 
Voraussetzung. 

Derselbe Satz gilt auch für Reiben i 
Isolutfl Beträge von einem bestimmten >» « 

Zugleich mit zwei Keiheii 



mdlicher Gröl'sen, deren ab- 
ab niemals zunehmen. 



Bmd auch die folgenden 

, + ',. 






«. + K, 



Fundamentalreihen, denn es iflt 
|(o^,-t.+.)-(o. -l..)| 



(«,+, — a.) 



-t. 



».) + {i«-, - t.)l 
-(i'.H-.-i.)l 
».)-o.(i«.,-i,)l 



, und die rechten Seiten dieser Gleichungen sind beliebig klein zn 
imacben. Bios in der vierten Beihe dSrt'en die Grörsen h, keine Ele- 
taentarreihe bilden. 

Zwei Futiäamentolreihen lieifsen gleich , wenn die zugehörige Reihe 
a^ — b,, Oj — &,,... a, — lu, . .. 
eine Elementarreihe ist. 

Darnach sind alle Elementarreihen gleich und niemals kann eine 
£lementarreihe einer Fundamentalreihe gleich sein, weil die aus beiden 
t entetebende Reihe mit dem allgemeinen Gliede o* — &. keine Elemen- 
iarreihe sein kann. 

Jeder Fundamenlulreihe ordne man eine durch sie mi (Jcßnirende 
k OrÖfse XU, d. b. man denke durch die Fun damen talreihe ein neues 
I Ding gesetzt, und suche auf Grund von Definitionen den Vergleich 
desselben mit den rationalen Zahlengröfsen zu bewerkstelligen. 

Wir nennen dieses neue Object jetzt schon Grofee und deäniren 
hierauf: 
I Die gleichen FuwJamentalrdhen sugeordnelen Gröfsen Imfse» 

■ gleich. Zu Fundamentalreihen, deren Glieder a* alle gleich a sind, 
P- ordne man a selbst zu. 
Darnach gehört zu jeder Eleoieutarreihe die Grölse Null, denn die 
den Elementarreiben zugeordneten ürölsen sind einander gleich und 
der besonderen Klementarreihe (0,0,..,) ist die Null zuzuordnen. 
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Unter dem absoluten Betrage der der Fundamentalreihe (a,, 
a.; . . .) zugeordneten Gröfse versteht man die zu der neuen Funda- 
mentalreihe (|aj, lajl;...) gehörige Gröfse. 

Der absolute Betrag der einer Reihe (a, ^aj...) zugeordneten 
Gröfse a heifst grofser oder kleiner als der absolute Betrag der einer 
zweiten Reihe (h^y &2>-*0 zugehörigen Gröfse h, jenachdem die 
Differenzen | a« | — \bn\ von einem bestimmten n ab stets positiv 
oder negativ bleiben. 

Läfst man in einer Fundamentahreihe (a, ^aj,...) eine beliebige aber 

endliche Anzahl von Gliedern fort^ so ist die der neuen Reihe 

ff f 

I y ^hi f * * * a>ft • • • 

zugeordnete Grö&e gleich der der ersten zugehörigen Gröfse, denn 

^1 — ^i } ^2 — «2 ; • • • • ^w — ^n' • • • 
ist eine Elementarreihe. 

Man kann jetzt sagen, dafs die einer Fundamentalreihe zugehö- 
rige Gröfse a ist, wenn die Terme von einem bestimmten endlichen 
ab gleich a sind. 

Nach diesen Definitionen, durch welche der Begriff der neuen 
Grölse fixirt ist, fragt es sich, ob und wie man für dieselben die 
arithmetischen Grundoperationen zu definiren hat, damit unsere früher 
gestellten Forderungen auch hier erfüllt werden. 

Mau definire die Rechnungsoperationen durch die Fundamental- 
reihen; und zwar verstehe man unter den Gröfsen 

a + ft, a — 6, aby ^ , 

wo a und b die den Reihen («i , «2 • • •) resp. (6,, 6.^ . . .) zugeordneten 
Gröfsen bedeuten, diejenigen, welche der fleihe nach zu den neuen 
Fundamentalreihen 

K + &1> «2 + ^2^ • • ')y («1 — ^l> «2 — *2^ • • •) 

(«j 0, , ^2 ^2 ; * * ' ) ) \i » iL '' ' ' ') 
gehören. 

Dann haben die Gleichungen 

a ^ b = c, a — b = c, ab => c, -== c 

die bestimmte Bedeutung: die Fundamentalreihen, zu welchen die 
Gröfsen auf beiden Seiten gehören, sind gleich. 

Man beweist leicht die Giltigkeit der arithmetischen Grundgesetze 
und ebenso die Richtigkeit der aus den letzten Gleichungen entstehen- 
den Beziehungen: 

a = c — 6, a ^^^ c -j- bt a= .-, a = bc. 
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Weiingteich wir bereite /.u beurtlieilen im Stande siuii, ob eiue 

I rationale Zabletigrüfse gleich, gr&lser oder kleiner ist als die eiiier 

1 Pandanientalreihe (n,, a^, ...) zugeordnete Gröfse, mflaaen wir das 

Verhalten der neuen (iröfaeii zu den rationalen noch genauer unter- 

I suchen. 

Wenn mau zu einer unendlichen Menge rationaler ZahlengrÖl'aen 
flj, . . . eine rationale Zablengröfse a go angeben kann, dafs der 
f absolute Betrag ja — a„\ mit wachsendem n kleiner wird als jede 
noch so kleine positive Gröfae d, dann heifst a der limes oder die 
Grense der Gröfsen a,. 

Besitzen darnach die tilieder einer Fun da mental reihe eine ratio- 
^Hale Grenze a, so iät a die der Reihe zugeordnete Gröt'se a, denn 



iist zufolge der Definition der Grenze eine Elementarreihe. Jetzt ist 
a — 0^0, a = a oder lim (j, =. o, 

Iwenn die Grenze der GrÖfsen a, bei wachsendem v mit lim a, be- 
zeichnet wird, und xi das Zeichen dafür ist, dafs v unbeschränkt in's 
|XJnendliebe wachsen soll. — 

Wir finden also, die Greuze lim a, existirt und iat gleich a. 

Um dieaea Satz verallgemeinern zu können, schicken wir wieder 
leine Definition voraua, 

Mao sagt, die Glieder einer unendlichen Menge von Gröl'seu 



> der Reihe nach deu Fundamentalreiheii 

{n,"", «,'", ... al;'...} (rt= 1, 2...) 
Isugeordnet sein mögen, sinken mit wachsendem v unter jeden angeb- 
l>baren Wertb herab, wenn zu einer beliebig kleinen von Null ver- 
Lschiedeueu positiven GrÖi'ae d stets ein i/ «=■ »( so bestimmt werden 
fkam., dar. |„__^j "• 

für jedes v kleiner wird als S, sobald ji > m iat. 

Hier kann die Gröl'se Ö eine rationale Gröfse sein, oder zu einer 

Fundamentalreihe (d, , ä^, . . -äf, . . .) gehören. Uie Fund amental reihen 

eugeordneteii Gröfsen umfassen die rationaleu, und wenn dann die 

Griilsenmeuge (a, ,a, ,...) für alle rationalen S die genannte Eigen- 

L Schaft besitzt, besteht sie auch filr Gröfsen S, welche den aus den 

^rationalen Gröfsen J„ gebildeten Kundamentalreihen zugeordnet sind. 

Wla derThat: ea gibt eine positive ratiuuale Zahleugröfse (/, die kleiuer 

ist als die Gröfsen ^»4,, wenn nur n hinlänglich grofa gewählt ist, 

denn die d^ sinken nicht unter jeden Werth herab. Werden nun die 

Gröfsen |a«+,! und [«'"+'''[ kleiuer als d, so bleiben 



38 Erstes Capitel. 



d — I a<»+''> I und d^ — 1 a<*+*) 1 

gleichzeitig positiv, w. z. b. w. 

Ist jetzt a die einer Fundamentalreihe zugeordnete Grofse und 
sinken die absoluten Beträge der Grofsenmenge 

a — a, , a — a2;...a — o»... 

unter jede noch so kleine positive Grofse d, so heifst a wieder die 
Grenze der a,. 

Daraus folgt ^ dafs a gerade die Grenze der Terme jener Reihe 
(a, , «2, ... a»...) ist, welcher a zugehört^ denn 

OL — a^j cc — a2 , ... cc — «n • • • 
sinken für hinlänglich grofse n unter jeden Werth ö herab. Lim a^ 
existirt und ist gleich a. — *"** 

Bei einem Rückblick bemerken wir nun, dafs uns bei der Ein- 
führung der den Fundamentalreihen zugeordneten Gröfsen a ganz die- 
selben Aufgaben begegnen wie bei den gebrochenen und negativen 
Gröfsen. In Folge neuer Aufforderungen werden neue Gröfsen definirt 
und deren Eigenschaften untersucht und endlich deren Bechnungs- 
regeln ermittelt. Hier ist 

lim a^ = a 

f =100 

die besondere Rechnungsregel, wie z. B. (— 1) ( — 1) = 1 eine war. 

In dem vorigen Paragraphen nahmen wir die aus einer unend- 
lichen Menge endlicher rationaler Zahlengröfsen (unter denen keine 
unendlich oft vorkommt) zusammengesetzten Gröfsen auf, setzten aber 
fest, dafs sie nicht jede rationale Grofse als Bestandtheil enthalten, 
dann konnten wir diese Gröfsen mit den rationalen und untereinander 
vergleichen, konnten für dieselben die Addition und Multiplication den 
Forderungen gemäfs definiren, und nachdem so — wie Georg Can- 
tor sagt — ;,die neue Grofse vermöge der ihr durch die Definitionen 
gegebenen Beschaffenheit eine bestimmte Realität in unserem Geiste 
erhalten" halt«, liefs sich dieselbe als Summe unendlich vieler Gröfsen 
in die Rechnung einführen, denn diese Summe war dadurch zu de- 
finiren, dafs man sie der neuen Grofse gleich setzt. 

Die durch die Fundamentalreihen gewontienen Zahlengröfsen sind 
keine anderen als die durch die Zusammensetzung unendlich vieler be- 
stimmter rationaler Gröfsen deßnirten Gröfsen, 

Da nämlich in der unendlichen Reihe 

«I + ^2 + • • • + öt» + • • • 
kein Element — unendlich oft vorkommen darf, so können die abso- 

luten Beträge der Terme a» nicht beständig wachsen, sondern sie 
müssen von einem bestimmten ab beständig abnehmen. Es gibt also 
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aater den Grofsea |a,| unendtich viele, die kleiner sind als eiue be- 
liebig kleine Grörse 6. — Weil ferner der absolute Betrag der 8umme 
V, jeder beliebigeii aber endlichen Anzahl von GHederu kleiner bleiben 
^Pnuls aU eine augebbare GrÖl'se g, ao kann man nach Aunabme eiuer 
H beliebig kleinen Grür^^e ä stets eine ganze Zahl » deiiirt augtibeu, daf's 
der absolute Betrag 

;a„4i+ o»f+»H 1- a«+^| 

fßf jedes II kleiner wird als ff, sobald nur »» I> n ist. 
Darum ist die Reihe der GrBfseu 
S| ^ a, , jSj ^ flj, , . , Ä, ^ o, + Ca + ■ • * + "nj ■ ■ ■ 
■ dne Pundamentalreilie und die derselben zugeordnete GrÖfae 5' ist ge- 
f mde die tiumme der Reihe 

«,+«-, + ■■■ + «»- + ■■-, 
L denn es gilt S = lim S, , uud lim S, ist diejenige Gröl'se, nach welcher 

fSf, Sj, ... S, ... con?ergiren, d. h. die Summe der Reihe. 

intsteht nun noch diu Frage, ob mit Uill'e der rationalen und 
I- irrationalen Zahleogrölseu a und l aucli andere UrÖfseu zu deäniren 
l«iiid, indem man den Fundamen talreihen aus rationalen und irratio- 
[Asien ürofsen neue GrÖJ'sen c zuordnet und ob derselbe Fortgang fer- 
itian zn neuen Grörsen führt oder nicht. 
Mao sieht leicht, dais man einer Reihe 

(-1, t,, ... br ... 

stets eine Fundamentalreihe aus rationalen Zablengrüfseu a so zuord- 
nen kann, dafs 

bj — «i , bj — a^, .... b, — a, ... 
eine Elementarreihe wird, darum ist die der ersten Reihe zugeordnete 
ärölse b gleich der zu der zweiten Reibe zugeordneten irrationalen 
Lprölse a; mau erhält also keine neuen Grölsen c. 

Indel's aber das Gebiet der rationalen Gröfsen a und das durch 
|i« Fnndamentalreibeu dieser delinirte Gebiet von Gröfsen 6 in der- 
rtiger Beziehung steht, dafa jedes n unter den b vorkommt und nicht 
[jedes b in dem Gebiete « enthalten ist, wird nicht allein jedes b unter 
ndern auch jedes c unter den b vorkommen. — 
Trotz dieser gegenseitigen Deckung der Zahlengebiete b und c 
icht man von Zatüengrafsen c sweiter Ordnung gegenüber den dem 
P.0ebiete angebörigen (rationalen und irrationalen) Gröfsen der ersten 
tOrdnnng, dann von Gröfsen dritter und n'" Ordnung, wenn sie aus 
i Gröfsen der ersten zwei oder (n — l) Gebiete gebildet sind, ob- 
igleich nirgends mehr neue Gröfsen durch Fundamentalreihen hervor- 
, die nicht in dem Gebiete h enthalten wären, — 
Diese Bemerkung werden wir später verwerthen. — 
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Jetzt gehen wir auf die Bestimmuug der Zahlengröl'äe zurück, 
welche mit sich seibat multiplicirt: eine positive rationale Zablengröl'se 
a ergeben sollte, die wir mit (/« bezeichnen. Da daa oben angedeu- 
tete Verfahren zu der ßestitnmung von x eine Folge von rationalen 
tjröfseu lieferte, welche die Eigenschaft von r immer näher und nüher 
erfüllte, die Folge aber eine Fun d amen talreihe war, so ist x die 
Grenze ihrer Glieder und eine rationale oder irrationale Zahlengrofae. 
Neben x = ^a hat die entgegengesetzte Zahleugröfae — }/a dieselbe 
Eigenschaft wie j/a , d. h. es ist 

(-/„) (~fa)-a. - 

Öeibstverständlieh existirt auch x = + }/u, wenn a eine irrationale 
positive Zahleugrol'se ist. 

Der Bestimmung der zweiten Wurzel aus einer positiven Zahlen- 
gri>rse entnehmen wir die Bemerkung, dal'a wir bei der Berechnuug J 
einer GrÖlse von verlangter Eigenschaft die Aufmerksamkeit auf die I 
Entdeckung eines Verfahrens zu richten haben, durch welches eine j 
Grolsenreihe bestimmt wird, welche eine Fundamental reihe constituirt, | 
deren Glieder die Eigenschaft der gesuchten Gröfoe mit immer grö- 
fserer Annäherung erfüllen. 

Die Grenze der Fundamental reihe ist die gesuchte Gröl'se. 



§ 8. Aus mebreren Hauptainheiten zusammengesetEte Gröfsen. 

Mit der Bildung der rationalen und irrationalen Zaiilen gröfsen 
haben wir einen gewissen Abschlufa erreicht, indem die Wiederholung 
der vier Uei'hnungsarten der Addition, Multiplication und den inversen 
Operationen der Subtraction und Division mit den gefundenen Gröfseri 
keine neuen Zahleugröfsen erzeugt. (Die Fruducte unendlich vieler 
Factoren werden wir später betrachten.) Wir finden aber in vielen 
Aufgaben die Aufforderung zur Gründung neuer Zahlengröfseu , wenn 
sie in den bisherigen Gröfsen noch nicht lösbar sind, wie a. ß, in der 
Aufgabe, x unter der Bedingung b — (-^) >0 so zu bestimmen, dafa 
die Gleichung x^ -{- ax -\- h = besteht. 

Anstatt die Einführung neuer Gröfsen an eine besondere Aufgabe 
zu knü|ifen und darnach zu zeigen, warum wir mit dem gewonnenen 
System von Gröfsen daa Gebiet derjenigen Zahleugröfsen abzuschliefaen 
haben, welche unsere stets eingeführte F"'orderung erfüllen, dal's sich 
nämlich für die neuen Gröfsen die arithmetischen Grundoperationen 
den Verkuüpfungsregelu ganzer Zahlen entsprechend deäniren lassen, 
wollen wir die direct auf den Abschlufs gerichtete letzte denkbare 
Verallgemeinerung bei der Bildung neuer GrÖl'sen vornehmen, indem 
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wir auch noch aus mehreren Grund elementen und den 
zusammengesetzte Grültien einfUhreu. 

Setzen wir in den aus der poaitiveü und negativ 
deren Bruchtheilen gebildeten /ahlengröl'sen 
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) m, eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet, au Stelle des 
Brundelementes 1 das unbestimmte e, so sind die ans diesem Elemente 
ffgebildeteu ZahleugrÖl'seu der bisherigen Art durch 
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repräsentirt, Wir nennen sie Zahlen griU'sen mit einem Hauptelfment 
ider einer Haupteinhät e. 

Indem wir Zahlen gröfäeu, die aus zwei entgegengesetzten Grund- 
ll-^lemeuten t und e' und deren Theileu r, und e'^ gebildet sind, stets 
t umformen können, dals sie die genannte Gestalt erbalten, fragen 
ob es aus mehreren Uaupteleuienten e, , i\, . . . e^ zusiimmeu- 
tete Gröfsen 

pbt, für die sich die Gruudoperattuneii so definiren lassen, dafs zu- 
dcb mit a und 6 auch a -\-h, a — h, ab, -^ Gröfsen der Gesamnit- 
Eheit der aus denselben n Üauptelementen gebildeten Gröfaen sind und 
B'daTs die für die Zahlengröl'sen aus einer Haupteiuheit bestehenden 
|. arithioetischen Gesetze ihre Giltigkeit behaiten. 

Aus den Gesetzen der Kechnuug.soperationen ganzer Zahlen ist 
um abzuleiten, wie sich das Hecbnuags verfahren der neuen com- 
Iplexen Grölsen gestaltet. 

Zwei eomplexe GröJ'sen 



-2".».. 



»wo die griechiacben Buchstaben Zahlen gröl'sen aus einer Haupteinheit 
[bezeichnen sollen,' sind gleich, wenn sie dieselben Einheiten und deren 
Reiche Brncbtheile in gleicher Anzahl enthalten, wenn also die n 
fißletcbangen 

besteben. 

Die in den Gleichungen 
a-5f-b = h-^a, {a -\- b) -\- c = {a -\- c) -\- h , {a ~ h) ■\- b = a 
ausgei« pro ebenen Gesetze verlangen, dafa man die Summe a ■{■ h und 
die Differenz a — b durch die Formeln deiinirt: 
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n n 

a + b = ^(gy + ßt)er , a — b =^{ccv — ßv) «»• 
»=i »=1 

Es soll auch ab eine aus den Einheiten (^i, ej . . . c«) gebildete com- 
plexe Gröfse c sein: 

n 

C = ^yrC^ j 
♦ =1 

und zwar soll sie dadurch abgeleitet werden ; dais man die Gesetze 
der Multiplication ganzer Zahlen auf a und b anwendet. 
Daraus folgt 

n n _ _ 

ah = ^^{a^e^) (6,e,) <= ^^{a^br) (e^c), 

und indem das Product zweier Einheiten ^^6, ebenfalls eine complexe 
Grofse der Form 



>r7 ß) 



sein soll, ergibt sich 



1=1 



ab = ^{afib^Sf,^) eiy 



wo unter ^ das Zeichen ^ ^ ^^ , also eine dreifache Summe 

zu verstehen ist. 

Da die Gleichungen 

e^e^ = e^€f, , {ßf^ev) ex = (e,, ex) e^ (fi, v, A = 1, 2 . . . n) 

bestehen ,' sind die Gröfsen f^, an Bedingungsgleichungen gebunden, 

und zwar führen die ersten Gleichungen zu den Bedingungen 

ß) ß) 

^ti% »' '^^ ^»'» /* » 

die zweiten auf die Gleichungen 

>r7 ß) ß') >r7 U) ß') 

Im Falle n=2 lauten diese Gleichungen mit Rücksicht auf die ersten: 

^(2) (1) __ (3) (1) _ Q 

Den angegebenen Bedingungsgleichungen kann man aber bei jedem 
n'!^2 noch durch unendlich viele Werthsysteme für e^l genügen. 
In dem Falle n = 2 setze man nur 
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hon folgt: 

e, e, ■=» (jTfl -f- i''^)^! + Tc, 

lud bier kaDD man «, x', e, p, x irgend welche Werthe beilegen, 
' dflrfen n und n' nicht gleichzeitig Null sein, saunt wären alle 
Öröfsen f^r und die Producte e„c, und ah Null. 

Wenn mau aber ein Wt-rthesystera tixirt, dann ist auch das Pro- 
hict ab unzneideutig definirt, d.h. es ist ein Multiplicationsverfahren 
^setst und zwar so, daTs die Multiplicatiousgesetze 

ab = ba, {ab)C'= {ac)h, {a -\- h) c =• ac -\~ bc 

Soll endlich noch a durch h dividirt werden, »o bat man eiue 
"öfse " 



idnrch zu bilden, dafs man j-,, y, , . . . y„ 
Mer den n äquivaleuteu Gleichungeu: 



i der Gleichung ch ^ a 

\,2->' + n2''''.h + ■■■ + r.2''-f>' - "' ('- 1.2 ■ . ■») 

BBtimmt, in denen die GrölBen ff,i nur mit den früheren Bedlngungs- 
[^eichungeu verträgliche Werthe annehmen. 

Die Behandlung eines Systems linearer Uleichungen Betten wir 
pier als bekannt voraus, da die Lösung solcher Gleichuugeu, d. h. die 
Bstimmung der zu suchenden tiröisen y, , Yj- • ■y« ohne weitere De- 
Initiouen ausführbar ist. — 

Hat die Determinante zl des Gleichungssystema einen von Null 
rschiedenen Wertb, ao lassen sich die Grölaen y, eindeutig bestim- 
^ec, und die Division ist möglich. 

Isi hingegen ^ = (), so ist die Division nur ausführbar, wenn 
Edie » Gleichuugeu derart zusammenhängen , dafs sie auf (« ^ 1) zu- 
(.«flckkommen , d.h. wenn zwischen den Grül'sen «,, cc, ,...ß„ eiue be- 
mmte Beziehung besteht. Doch dann giht es unendlich viele Werthe 
r die Grölaen y, und der Quotient -^ hat unendlich viele Werthe. 
Dm diesen Fall auszuschliei'den, müssen wir festsetzen, dafs die 
mioatite J nicht für beliebige Werthe von ß,, /S,,...^. (oder 
mtäscb) verschwindet. Doch wenn selbst die Grölaen t^^', solche 
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Werthe haben, dafs z/ nicht für ein beliebiges Werthesystem 
(ßij ß2t'''ßn) Null wird, kann es trotzdem specielle Werthesysteme 
und specielle Gröfsen h geben, für die zf verschwindet. Wählt man 

aber die Gröfsen e^il allen genannten Bedingungen gemäfs, setzt a = 
oder «,== «2 = •-. = «„ = und bestimmt hierauf die Gröfsen /3, , 
ß2}'''ßn^ derart, dafs z/ = ist, so kann man für die Gröfsen y^ 
unendlich viele Werthe angeben, welche den Gleichungen 

n n 

2( y* 2!'^'' ^ J = ^ (^ = 1, 2, . . . «) 

genügen, und zu jedem Werthesystem gehört dann eine Gröfse c der 
BeschaflFenheit, dafs das Product unseres speciellen b und c Null ist, 
ohne dafe ein Factor verschwindet. 

Deshalb heifst eine solche specielle Gröfse h ein Tlieiler der Null. 

In der Theorie der Zahlengröfsen aus einer Haupteinheit konnte 

man nur der Null unendlich viele Gröfsen y gleicher Art zuordnen, 

so dafs 

0.y = i) 

ist, es war also nur die Null ein Theiler der Null, oder ein Product 
konnte nicht verschwinden, wenn nicht einer der Factoren Null war. 
Will man diesen Satz in der Theorie der aus mehreren Haupt- 
einheiten zusammengesetzten Gröfsen erhalten sehen, so mufs man 

offenbar den Gröfsen fjTi noch derartige Beschränkungen auferlegen, 
dafs d nur für ß^ = ß^ = . . . «= ^^ = verschwindet. Wir thun 
dies in dem Falle zweier Einheiten e, und Cj. — Da lauten die Be- 
stimmungsgleichungen fiir die Gröfsen y^ und y2 mit Rücksicht auf 

die bei der Multiplication eingeführten Bedingungen für die Gröfsen «J^,: 

y, [{7tö + nt)ß^ + jiQß^] + y, [:tQß^ + jr>/J,] = a^ 
r\ i^'^ßi + ^'-P/^j] + r^ [^''^ßx + {^Q - ^'<^)ß2] = «2- 
Die Determinante dieses Gleichungssystems wird 

und die Auflösungen heifsen: 

yi = -j {[^'^ß\ + {^9 — ^'^) ß2] «1 — [^9ßx + ^'9ß2] «2} 

Da nun z/ nicht identisch oder für jedes beliebige Werthepaar {ß^jß^ 
Null sein soll, darf der von /3, und ß^ freie Factor 

nicht verschwinden. Mit dieser Bedingung ist das identische Ver- 
schwinden unserer Determinante ausgeschlossen, denn offenbar kann 
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t «weite Factor voa ^ nur dann für jedes Werthepaar (ßxfßj) Null 

n, wenn z, o und g gleichzeitig Null geaetz-t werden, und dann ist 

ja Bueb d := l). Immerhiti kann man aber ß, und ß.^ noch so 
wäblen , Uals 

fl Bomit ^ Null wird. Dazu hat mau nur den Quotienten ^' ent- 
Bchend der Gleichung 
'(?-;)■- »(^;)---o 
bostimnien. Eine solche Gleichung läl'st aber für ~ kerne Lösungen 

' üi ZahlengrÖl'sen aus einer Haupteinbeit zu, Bobuld [^ J + pr nega- 
tiv ist. Setzen wir demnach fest, daCs ff, q, t gerade dib Bedingung 

rfQlle, womit bestimmt wird, dala weder p noch t verschwindet und 
ie eine dieser Grölsen positiv ist, wenn die andere negativ ist, und 
endlich d nicht verBchwindet, so bleibt als einziges Wertbepaar, für 
welches die Determinante ^ Null wird, ß^ = ß^ = übrig. 

Entsprechend den nach diesen Bedingungen uuch möglichen 
Werthesy Sternen für die Gröl'seu n, ä', p, tj, t erhält man zu jedem 
einmal tsirten System eine bestimmte Definition von ab und -, so 
dafs die Multiplicatiunsgesetze, ferner das Gesetz - ■ b >s a gilt und 
endlich auch der Satz besteht: ein Product ist nur dann Null, wenn 
einer der Faetoreu verschwindet. 

Es bandelt sich nunmehr darum, durch besondere Wahl der noch 
willkürlichen Grül'sen ein möglichst eiufuches MultipUcatiüus- und Di- 
visions verfahren complexer Gröfsen keuuen zu lernen. Zu diesem 
Zwecke fiüirou wir als eine llaupteiuheit diejenige Grölse (/„ ein, welche 
die Eigenschaft hat, dals für jeden Werth von b 

90^ = 1^90='^ 
Es gibt eine solche Gröfse^g, denn ist b eine Grölse derart, dafs 
^0 ist, so wird ~r- eine Gröfse g„, mit der multiplicirt jede au- 
i Oräfse unverändert bleibt. Sie bat aber auch für jeden Wertli 
I b denselben Werth, denn -.- und -rr sind gleich, weil diese 
Itfsen mit b multiplicirt b unverändert lassen. 
Ist ferner 

md eine andere Gröfse, für die jJ auch nicht verschwindet, und 
i {, uod i-i so gewählt, dal's man aus den Gleichungen 
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und 

9 9 = 9^ = 'nxe\ +^2^2 
e^ und 62 ^^ bestimmter Weise entnehmen kann: 

und bildet man 

^ = £l«l +&2«2 

oder nach Substitution von c^ und 62 die Gleichung 

fl^ + «i5'' + *25' = 0, 
die bei der Division durch g die Form erhält: 

9'^ + h9 + «25^0=0, 
so ergibt sich für die aus den Einheiten e^ und e^ zusammengesetzten 
Gröfsen, welche wir jetzt in der Form 

So^o + 1x9 
schreiben, das in der Gleichung 

a.h = («0^0 + ^\9) (ßo9o + ßt9) = ^ßo9o + (aoßi + ^\ßo)9+^ißi9'^ 

= K/^ü - ^ißih)9o + K/^i + «i/Jo — ^iß\^i)9 
ausgesprochene Multiplicationsverfahren. 

Die Gröfse g^ finden wir dadurch, dafs wir in den allgemeinen 
Ausdrücken für y^ und y^ 

^i=ßl, «2 = /'2 

setzen. Es wird 

und 

90 = 7x^1 +^2^2 = -^(^'^i— ^«2)- 

Um auch g passend zu wählen, beachten wir, dafs zwischen den Haupt- 
einheiten 6] und €2 die folgende mit Hilfe der Ausdrücke für e^e^y 
6,62, ^2^2 laicht zu verificirende Gleichung 

Q^e^e^ — Q6e^e2 — ^^^2^2 = 
besteht. Setzt man hier qc^ = ge^^ so folgt 

^2^{9'^ — ^9 — Q^) = ^' 
Suchen wir die in 

9 = l\^\+U^'i 

vorkommenden Gröfsen g, , ^21 indem wir den Quotienten --* bilden, 

also in den allgemeinen Ausdrücken für y^ und y^ 

«! = (>, «2 = 0, /5i=0, ß2 = l 
setzen, so wird 

9 = — *- -«'i + ircj 
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nd jetzt ist leicht ersichtlich zu machen, (\a\s nicht e..^ = (I, sondern 
(f ^ ag — prjo = 

An Stelle von g„ und g setzen wir noch andere Uaupteiuheiten e 
1 ), zwischen denen die einfachere Gleichung 
i^ + e,s ^ ,) 
Mündet. 

Bildet man aus der Gleichung zwischen g und g,, die tblgeuden: 

f — f99a - 9^9o' = ^>, (o ^ V i/ J -^ ((!)' + e') =0, 
zeichnet die positive Gröl'se — ((.T/ "i" P'') ""'^ ''*^j ^^ stehen die 

i der verlangten Beziehung — und ebenso e = g^ und 

Weil e ■"(/,, eine G ruf se ist, mit der multiplicirt jede Gml'se un- 
Lndert bleibt, setzen wir e = l und linden 

= 1, i'=-\, P=~i, i*=\, i'^+' = i'. (v = n,i,2,3.) 
Bier i selbst kann man die positive oder negative zweite Wurzel aus 
'1 verstehen. Kommen wir flberein, y — l mit i zu bezeichnen, so 
; das früher genannte Multiplicationsverfabren fiJr die aus den be- 
tlderen Einheiten 1 und 1 = y — 1 zusammengesetzten Grölsen der 

I, +!>'■ 
r Gleichung: 

ai- («, + «.i) Wi+ßA - l-J, - o,ft) + Kft - «,(),).■ 

1 das Division sverfahren in der Gleichung 



', + ".'• 



<',J,±«th 



'iCl T «ICl I "»PI — °lHl 

ß.»+e.' T" ß,'4-a.» 



.*+P, 



.PLrr_«ii«_ 



ß,'+P.* 



^sprochen. 

Die GrÖfsen a ^ a,~\-rt^i nennt mau im engeren Kinne conipleze 

sen, 1 und i sind ihre Haupteinheiten, — 1 und — i die 

tgegengesetzten (negativen) Hauptelemente. Die aus der Einheit 1 

1 Bruchtbeilen gebildeten Zahlengrölsen r hetfsen reell, 1 die 

t Einheit, und die aus diesen entstehenden GrÖfsen ai imaginär 

i die imaginäre Einheit. Darnach hat dio complese GriSfse a 

;, + «ji einen reellen und einen imaginären Theil. 

' Zablengröfseu werden wir in die Rechnung aufnehmen, 
, sie erfüllen alle gestellten Forderungen. Man mufa aber jetzt 
n, ob man nicht auch Gröi'seu, die aus mehr als zwei Hauptein- 



echend cod^H 
wenn niait^| 
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heiten zusammengesetzt Bind, unseren Forderungen entsprechend 
struiren kann. Diese Frage iat eutschieden zu verneineu 
die Theiler der Null aufser der Null selbst nicht zuläM, indem die 
aus einer Haupteinheit gebildeten Gröfsen *,,,', nicht derart zu be- 
schränken sind, dal's die nicht identisch verschwindende Üeterminante 
^ nur für das Wertfaesystem 

,3. = (i, = ■ ■ ■ = ^, = (n > 2} 
den Werth Null annimmt. 

Von dem Nachweis dieser Behauptung müsaen wir hier abseht 
da uns diu iiöthigeu Hilismittel fehlen, uud ebensowenig können wir 
an dieser l:^telle auf die Untersuchungen des Herrn WeierstrarB ein- 
geben, die zu dem Resultate führen, dais selbst die üesammtheit dar 
aus M Haupteiaheiten zusammengesetzten Gröfsen nicht mehr bietet 
als das oben definirte Gebiet von GrÖfsen mit den Haupteinheiten C| 
und c, oder g^ und g oder 1 und t, wenn mau darin die Theiler dec 
Null in naturgemäfser Verallgemeinerung des Falles, dal's fUr M -= 
und n^2 Null ein Theiler der Null ist, zulaist, indem nämlich statt 
der ursprüuglicbeu « Haupteinheiten (e, , e^, . . . e,) n andere {e,', e^' 
. . . r„') eingefülirt werden können derart, dafs das Gebiet von Gröl'aett 

6,«,' + £je;+- ■■ + !«£; 
in Tbeilgebiete mit einer oder zwei Einheiten zerfdllt, in denen das 
Multiplications - und Divisions verfahren nach denjenigen Uegeln ge- 
staltet ist, welche für die Grölseu a respective a, -|- etj« aufgestellt 
worden, wonach es dann „Überflüssig" erscheint, eine Arithmetik com- 
plexer Gröfsen mit mehr ala zwei Haupteinheiteu zu begrUndi 

Damit ist der Aufbau des Systems von Zahlengröl'sen beendet, 
welche wir in der Rechnung benutzen werdeu. Ob unsere Gröfsen aber 
ausreichen werden, d.h. ob jeder durch die Elementar Operationen de-" 
fiuirte Zusammenhang zwischen gegebenen Uröfsen unserer Art un4 
zu suchenden Grölsen durch Gröfsen aus unserem Gebiete zu lösen 
sein wird, mufs die fernere Untersuchung lehren. Wir können nicht 
wissen, ob gewisse Aufgaben nicht GrÖfaen erfordern werden, die ai 
anderer Basis als auf Grund der Permanenz der arithmetischen tiesetse 
aufgebaut sind, denn es ist z.B. erlaubt, GrÜfseu einzuführen, welch« 
nicht alten Hechnungsgesetzeu ganzer Zahlen gehorchen (wie die Quor. 
ternionen) und andererseita besteht noch die Möglichkeit, daCs es nebeaJ 
der Addition, Mnltiplication, ' Subtraction und Division weitere Eli 
mentaroperatiouen gibt. Man kann nicht beweisen, dafa es keinv 
anderen mehr gibt, und darum sind die Untersuchungen über dii 
Zahleugröfsen nur insoweit abgeschlossen, als sie auf die nun genug- 
sam hervorgehobenen Anlbrderungeu gegründet sind. 



r 
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Orapbisshe Darstellung der Zablengrofeen. 
Wenn wir aa dem Begriff der Zahl nur durch Betrachtung realer 
Objecte mit gemeinsamen Merkmalen gelangen kounteu, liegt es nun 
nahe zu fragen, ob wir nicht von den ratioualeu und irrationalen und 
den complexen ZahlengTöfsen ein Abbild schaffen können, an dem uns 
das formale Denken zuveraichtlich erleichtert wird, da unser Denken 
ohnehin iu letzter Instanz au Dinge der Sinuenwelt anknüpft und auf 
Erfahrungen Über Vorgänge an Dingen der Sinncnwelt gestützt iet. 

Auf einer geraden Linie lassen sich die Punkte dadurch begriff- 
lich fixiren, dafs man nach Annahme einer Mafseinheit ihre Entfer- 
nungen von einem festen Punkte der geraden Linie in dieser Mafs- 
einheit angibt. Diesem Punkte ordnen wir die Zahl Null zu und 
fassen ihn als „Träger-' der Null auf. Tragen wir von aus die be- 
stimmte Strecke, welche als Mafseinheit fixirt iflt, ein, zwei, «mal auf 
den beiden Tbeileu der geraden Linie auf, so sollen die Endpunkte 
dieser Vielfachen der Mafseinheit Träger der Zahlen -)-l, +2, . . .-)-w. . . 
nap, — 1, — 2,... — H... sein, je nachdem wir uns in dem vor- 
her fisirt gedachten positiven oder negativen Theile der Linie befinden. 
Die gleich grofseu Strecken zwischen zwei aufeinander folgenden 
Punkten, die die Träger von -|- a oder — a und + (d + 1) sind, 
theile man in n gleiche Theile und fasse den uittin Tbeilungapunkt, 
deu man bei dem Fortschreiten von dem näher liegenden Punkte 
Teicht, als Träger von 

So wird die Entfernung durch eine rationale Zablengr5{se 

venu sie in rationalem Verhältnis zur^ Mafseinheit steht; wenn 

r dieses Verbal tu is irrational ist, wird mau eine unendliche Anzahl 

Hionaler Elemente a, , a,,...a«... so angeben können, dafs die 

n Summen 

,, öl + a,, ... o, +ß, H ha-,--- («) 

gehörigen Punkte dem durch uiue Zahlengröfse zu fixirenden Punkte 
t wachsendem n beliebig nahe kommen, und man sagt: Die Ent^ 
Riong des Punktes ist a, wenn a die der unendlichen Reihe 
li -{- (ij -(- • ■ •] oder wenn a die der Fundameutalreihe (a) zugehörige 
^leugr^fse ist. 

Nach diesen Festsetzungen leuchtet ein, dafs zwei Entfernungen 
eich oder verschieden sind, wenn die dieselben fixirtnden Zahk-u- 
nfsen gleich oder verschieden sind. 

So dienen die reellen Zahlengröfsen zur Bestimmung der Lage 

i Punktes, und da umgekehrt jeder Zahlengröfse ein bestimmter 

Kikt der geraden Linie zuzuordnen ist (ein Satz, den Üantor mit 
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voUem Recht als Asiom bezeichnet), so haben die reellen Zafalengröfsen 
in der That ein Abbild aut' der geradeu Linie. 

Es fallt nun anch nicht schwer, ein Abbild der complexen Zahlen- 
gröfsen zu schaffen. 

Legen wir durch einen festen Punkt zwei einander senkrecht j 
schneidende gerade Linien, die eine etwa horizontal, dann liegt jeder | 
Punkt der durch die beiden Linien bestimmten Ebene auf einer oder | 
keiner der Geraden oder Axen, nur liegt auf beiden. 

Die Punkte der Äsen fixiren wir in der früheren Weise durch die ] 
fhitferuuugen von und zwar mit dem positiven oder negativen Zei- 
chen, je nachdem der Punkt der horizontalen Axe rechts oder links 1 
von 0, und der der verticalen Axe ober- oder unterhalb der horison- | 
talen Axe liegt. 

Ein Punkt Ä der genannten Ebene, der aufserhalb der Äsen liegt, 
ist fixirt, wenn man seine senkrechten Abstände von den Axen oder 
die gleichgrofseu EatfemuDgeu der Fufspunkte P, und P^ der von 
dem Punkte A auf die Axen gelallten Lothe von kennt, oder wenn 
man die Lauge des von A auf die horizontale Axe gefällten Lotbes 
und die Entfernung des zugehörigen t'ulapunktes P, von angeben 
kann. Diese Entfeniung heilst die Abscisse und jenes Loth die Or- 
dinate des Punktes A. Die Abscisse ist positiv, wenn A rechts von 
der verticalen Axe liegt, und negativ im entgegengesetzten Falle. Die 
Ordinate wird positiv oder negativ genannt, je nachdem A ober- oder 
unterhalb der horizontalen Axe gelegen ist. 

Jeder Punkt der Ebene ist nach diesen Festsetzungen durch seine 
Coordiuaten, die Abscisse und Ordinate bestimmt; zu einem Paar von 
Zahlengröfsen , von denen die erste die Abscisse, die zweite die Ordi- 
nate ausdrücken soll, gehört aber auch ein bestimmter Punkt. Wenn 
wir darum in der complexen Zahlengrbfse c, -f «jt die reelle Zahlen- 
grölse a^ als Abscisse und die zweite reelle ZahleiigrÖl'se a^ als Ordi- 
nate eines Punktes ansehen, so gehört zu jeder Zalilengröfse a,-|- Oji 
ein bestimmter Punkt und umgekehrt zu jedem Punkt auch eine 
Zahlengröfse. 

Die reellen Zahlengrölsen finden ihre Träger auf der horizontalen, 
die rein imaginären auf der verticalen Axe, insbesondere sind die deh 
vier Zahleugröfsen l, —1, *, — » zugehörigen Punkte die in der 
Entfernung Eins auf dem positiven resp. negativen Theile der „Aoce 
iJer reellen oder rein Imiifitnären ZahlengrÖfsen" befindlichen l'unkte. 

Die Entfernung des der Zahlengröfse a, -|- Oj i = a zugehörigen 
Punktes A von dem Anfangspunkte der Coordinaten d. i. dem Punkte 
ist nach dem Pythagoreischen Lehrsatze durch den positiven Werth 
der zweiten Wurzel aus der Summe der zweiten Potenzen a,* und «,' 
gemessen. Man nennt diese Grölae 
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^^no ahsottUea Setrag von a und bezeichnet diesen wie früher mit 
\a\ oder |a, + «,t). 
Diese Definition des absoluten Betrages stimmt mit der früheren Uber- 
, wenn a, ^ und o eine reelle Gröfae wird. 
Die Betrachtung der gegenseitigen Lage der den GrÖlsen 
0, a, b, a + 6 



igehBrigen Punkte 

U, 2 

rt, dai'a die Entfemuugen 

OA, OB, 

Beb die üröfsen 

»I, |i|. 



B, 



AC. OC 



|» + 6| 
tneesen werden, und weil eine Seite eines Dreiecks nicht gröfser 
I kann als die i^umme und nicht kleiner ist als die Ditlereui!; der 
■Öden andern, so folgen die Ungleichungen 

\\a\-\i\\<.\cL + i\^\a\+\b\. 
Ua ferner der absolute Betrag der Differenz zweier Urölseii a und 
fi durch die Entfernung der Träger derselben repräsentirt ist — wor- 
nacli die der Bedingung \x — tt\ ^ r genügenden Zahlengrolsen x in 
den Punkten eine» Kreiaea um a mit dem Radius r ihre Träger be- 
sitzen — ist die Entfernung der Punkte A und li durch |a — b\ ge- 
meaaen und auf Grund des oben genannten Hatzea eutjitehen die Un- 
gleichungen : 

\a\ + \b\^\a-h\>\\a\-\h[\. 
ffir beweisen die in den aufgestellten Ungleichungen iiusgesprocbenen 
SätEe in zweiter Linie durch Vergleich der absoluten Beträge von 
a + 6| nnd \a — h\ mit den Gröfsen |n|-i-jt| und ja| — |i|, weil wir 
die bei dem Beweise verwendeten geometrischen Beziehungen gewifs 
durch arithmetische Relationen ersetzen können und auch ersetzen 
mllsaen, wenn wir den Beweis als arithmetisch bindend erkennen wollen. 



Es sei 

kis ist 
+ 6|.|o + 

Ll«1 + l»l]' 
Da ab«r 



1 + ° 



■(i, + f 



a + !.-», + |), + .■(», + II,), 
+ 6|.|0 + i| - |a + 6i' - («, + f,f + («, + ß,f 



i.«J,-',ß,f>,0 



' ■ Vß? + §,'■ 
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» 

und somit 
isij wird 

2 (a, ^, + «j/Jj) ^ 2 ^VTV • J^^H^l? 
und endlich 

l« + 6P<[l«l + |6|J 
oder 

d. h. der ahsoltUe Betrag einer Summe ist nicht gröfser als die Summe 
der absoluten Beträge der Summanden.*) 

Mit Hilfe derselben Schlüsse folgt ferner, dafs der absolute Be- 
trag einer Summe nicht kleiner ist als der absolute Betrag der Diffe- 
renz der absoluten Beträge der Summanden, dafs ferner der absolute 
Betrag einer Differenz nicht kleiner ist als der absolute Betrag der 
Differenz des absoluten Betrages von Minuend und Subtrahend, aber 
auch nicht gröfser als die Summe der absoluten Beträge von Minuend 
und Subtrahend. 

Der absolute Setrag eines Productes ist gleich dem Produkte der 

absoluten Beträge der Factoren. 

Indem 

ab == (a,/J, - a^/Jj) + {a^ß^ + a^/^i) i 
ist, wird 



und diese Gröfse ist wirklich |a|.{&|. 

Der absolute Betrag eines Quotienten ist gleich dem Quotienten der 
absoluten Beträge des Dividends und Divisors. 

Da der Quotient 

b p,« + fc« "t- p,« + ft« 

ist, wird 



a 
b 



r ~ (ßi* + ßi*y ' ■ ■ '^ r ßx' + fc« 



und jetzt ist der Satz bewiesen; denn die Wurzel aus einem Quotienten 
ist gleich dem Quotienten der Wurzel aus Dividend und Divisor. 



*) Der bei diesem Beweise benützte Satz: Die zweite Wurzel aus einem 
Producte ist gleich dem Froduct der Wurzeln aus den Pactoreu, folgt aus der 
Definition der Wurzel Vm.n als deijenigen Gröfse, welche mit sich selbst multi- 
plicirt mn gibt und der Definition des Productes zweier Gröfsen Vm und Vn. 
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§ Ut. Summen useudlioh rieler complexer Gröfeen. 
Die Summen imendlich vieler rationaler Zahlengrörsen sind bereits 
unterancht, es bleibt uns noch Übrig, die Summen unendlich vieler 
complexer ZaMeugrÖfsen 

fl, = «; + o;'» (v = 1 , 2, 3 . . .) 
lu betrachten. 

Wir wissen bereits, was man unter einer solchen Summe zu ver- 
ihen und wann sie eine Bedeutung für itus hat, denn die früheren 
lEnitionen aagen ja aus, dafs die Summe diejenige GrÖfse ist, deren 
tetter und imaginärer Theil 

(«i' + < + «,■+■■■) «»p. («," + -," + «," H )•■ 

I und es müssen die Summen 



r sich endlich sein, damit ^^a, endlich ist. — Gibt es unter den 

röfsen «' positive und negative {ß' und y'), ebenso unter den Grörsen 
" entgegengesetzt bezeichnete ß" und y ", so müssen die Summen 

2k, 2i>-- -2r-' -2'- 

IQter endliche positive Gröfsen sein. 

Hier handelt es sich darum, neue Kriterien für das KndUchsein 
■ Summe unendlich vieler complexer Gröraen aufzustellen. Wir 
ibeti voraus, dals die Summen 

i'i<i-2'^;'+i:(-''-) 

f sadlicb sind , dann ist 

I man sieht, dafs die Summe der absoluten Betrüge einer unend- 
then Reihe 

«1 + «I + 03 H 

IDthwendig eudlitb sein mufa, wenn die Reihe eine endliche Summe 
piben soll. 

Hat umgekehrt die Reihe ^.{Orl eine endliche Summe, so sind 
1 der Uugieichungen 

ia.i-»/S5T«;-'>i«;i 
I0.I ->/.;' + .;■' äi«! 
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die Summen der Reihen /,|ay|, /,|ay| und ^cc^ endlich. Wir 
haben also den Satz: 

Die nothwendige und hinreicliende Bedingung dafür j dafs die 
Summe unendlich vieler complexer Gröfsen endlich isty besteJU in 
dem Endlichsein der Sumtne der absoluten Beträge dieser Gröfsen. 
Ferner erkennt man als eine nothwendige und hinreichende Bedingung 
für das Endlichsein der Summe der unendlichen Reihe die folgende: 
Es mufs der absolute Betrag der Summe von beliebig aber flicht 
unendlich vielen willkürlich gewählten Gliedem der Beilie kleiner 
bleiben als eine endliche positive Gröfse g. 
Angenommen die Summe der unendlich vielen Gröfsen a, sei end- 
lich, dann ist auch die Summe der Reihe ^|a,| endlich und darum 

existirt eine positive endliche Gröfse g, die gröfser ist als die Summe 
irgend einer endlichen Anzahl von Gliedern |a,|. Ist aber für irgend 
einen Werth von n 

n 

so wird umsomehr 

n 

und die genannte Bedingung ergibt sich als noth wendig. Sie ist aber 
auch hinreichend, denn aus der Voraussetzung 

n 
v = l 

folgt jetzt 

n n n n 

In der That nehmen wir diejenigen Gröfsen a^ aus der Summe ^.a, 

heraus, in welchen z. B. der reelle Theil positiv ist, und nennen wir 
sie /Si -|- «y i, 80 wird 

« n n 

9>\2^r + i2''r\>^ß'. 

^=1 »=1 ir=l 

usw. 

Ein weiteres Theorem ist das nachstehende: 
Haben die unendlich vielen Zahlengröfsen 

a^ = a^ -{- a^i (v =» 1, 2 . . . ) 

eine unendliche Summe S, so kann man nach Wahl einer beliebig 
kleinen positiven Gröfse 8 stets ein n finden deraH, dafs der abso- 
lute Betrag von 
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On+i + «m+i + • ■ ■ + Om+(U ' 



■% 



für jedes [i kleitwr mrd als d, sobald nur m^n ist. 
Da diese Bebau|)tuug fQr die Reihe der abeoluten Beträge 

l«,l + |fl,l + ---4-|ß.H---- 

ntrifft nud die Sunune von ubttolutea Beträgeu \at\ uicbt kleiner ist 
I der absolute Betrag der Summe der Gröfsen a,. so ist das Tlteo- 
I richtig. 



tcb der endlichen Gröl'se 



Die Summen 8, = ^ a, convergira 
S, denn es ist 

nd darum sagt man: die unendliche Reihe ^a, cotivergirt. 

Wie die Rechuungaoperationen mit Reihen comptexer Grol'seii 
isgefQbrt werden, bedarf keiner Erläuterung mehr. 

Die iu Rede stehenden Reihen, in welchen die Reiben der poei- 
iren und negativen Glieder ^k', und /^«i' für sich endliche Stuu- 
jDen liaben, nennt man ui^edingt convergent, womit augezeigt sein 
lOlli dai'a die Convergeni^ nach S unabhängig von der Anordnung der 
Terme 0, eintritt. Nun sprechen wir den ersten der obigen Sätze 
(blgendermafsen aus: 

Convergirt eine Reihe unendlich vieler complexer Grofseu un- 
bedingt, so convergirt auch die Reihe der absoluten Beträge der 
Gröfsen, und umgekehrt muTs eine Reihe unbedingt couvei^ent 
sein, wenn die Reihe der absoluten Beträge — oder wie man 
sagt — wenn die Reihe absolut convergirt. 
leihen, deren Summe S von der Anordnung ihrer Glieder abhängig 
It, heilsen bedingt convergenl, und Reihen, deren Summe bei jeder 
jiordnung der Terme unendlich sind, divergent. Die bedingt conver- 
loten Reiben nehmen wir nicht in die Rechnung auf, da ihnen der 
Xtaiakter von Summen abgeht. 



§ 11. Froducte uDendlicli vieler FRctoren.*) 

In diesem Capitel haben wir noch das Prodnct unendlich vieler 

ibleugrörseii c, ku definiren. Den frühereu Betrachtimgen gemäfs 

mfs die Defiuition derart gewählt werden, dals das unendliche Pro- 

den Fall eines endlichen Productes f, Cj . . . c„ umfalst und für 



•) Siehe Wei< 
ytUg-Lefflecii 



rstrafa io Crelle'a Joiiruol Bd. 51, Pioclierle I. 
Acta machematiua Bd. i. 
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dasselbe die Multiplieationsgesetze gelten. Ferner darf es nicht un- 
endlich sein , wenn die durch Muitiplication bestimmter Gröfsen e^ , 
^2,63... begrifflich festgestellte Gröfse für uns eine Bedeutung 
haben soll. 

Bringt man die Gröfsen c^ auf ditf Form 1 + «»> bildet dann 

A = (1 + «1) (1 + «2) = 1 + «1 + «2 + «1 «2 
P3 = (1 + «1) (1 + «2) (1 + «3) 

=» l + a, + «2 + «I «•» + «3 + öi«3 + «2Ö3 + Oia-2Ö3 

P»=(l +a,)(l+a2)---(l + ^n) 

= l + «1 + «2 + a, «2 + «3 + • • • + «« + «1 a» + «2«» + • • • 

+ a, «2 • • • «», 
so läfst sich Pn als Summe der folgenden (n + 1) Gröfsen ^^ dar- 
stellen : 

5^0 = 1 

9i =«1 

?2 = «2 + «i «2 = (1 + «1) 0^2 

</s = «3 + ötl«! + «2% + «1«2«3 = (1 + «1) (1 + «2) «3 

0^4 = ^4 + ^1^4 + ^2<^4+^l«2«4+«3<^4+ölöt3a4 + rt2^3a4 + ai02«3«4 

= {l + a,)(l + a,){\+a,)a, 

m 

gn = ein + «I fln + 02^^« + «i «2^« + ^3«» + • • • + «1 «2 * ' " ^«-> ^»« 

= (l + a0(l + a2)---a + «n-i)a.. 

2)a5 Produci der unendlich vielen Fadoren c^ = 1 + a^ wird! Jc^^r^ 
als Summe der unendlich vielen Summanden g^ definirtj deren Bildungs- 
gesetz die obigen Gleichungen klar erkennen lassen. 

Diese Definition ist erlaubt, weil das Product einer endlichen An- 
zahl von Gröfsen mit eingeschlossen ist. 

Wir fragen y wann das unendliche Product 

(1 + aO (1 + «2) . . • (1 + a.) • . . , 

welches mit 

00 

(1 + o») 



Ü' 



bezeichnet wird, endlich ist. 

Offenbar dann, wenn ein Factor (1 -f- a^) Null ist. Wir denken 
aber diese Factoren abgesondert und uiitersuchen das Product unend- 
lich vieler nicht verschwindender Factoren. 

Soll ein solches Product unabhängig von der Anordnung der 



\ 
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Factoren enülicli sein oiiil dai^ ist ja ubeu verlaugt worden , so miii's 
die uneudlicbe Reibe 

ffi> + ifi+32-\ \-if'-\ 

uubedingt convergiren; dann aber convei^irt diese Reihe uothweudig 
absolut. 

(Bezeichnet mau den absoluten Betrag von a, hier mit «, und setzt 
y, = a, -)-«,«, -f- a, a^ -f 01,0;^«,+ a^a, -\ 1- «i«, • ■ ■ w,, 
wird y» ^ \ff,\, und setzt man voraus, dafs die Reihe positiver 
ifcen 
1 + >■■ + y, + ■ ■ ■ + y. + - ■ ■ 
Tergirt, so convergirt die Reihe der tf, absolut. Damit aber von 
einer eudlicheii Summe der Reihe 1 4" ^i + y^ + " ■ ■ ^'^ Rede sein 
kann, mals nothwendig die Reihe der absoluten Betrüge der GrfilBeii 
a. eudlich sein, enthält ja doch y, die Gröfae |a,| = «y, und diese 
Bedingung iat offenbar auch für die imbedingte Convergenz der Reihe 
der g nothwendig. 

Wir nehmen also an, dafa die Reihe 

«,+«-. + -■■ + «.+ ■■■ (A) 

e endliche Summe S besitze, und setzen fest, daj's S kleiuer sei als 

AndernfaUs kann man durch Absouderuug einer blos endlichen 

^Dzahl von Gliedern a^ eine Reibe bilden, in welcher diese Forderung 

IDIIt ist, und in dem von der Anordnung der Factoren uii abhängigen 

leudlicheo Producte kann mau die den Gliedern r^ entsprechenden 

•ttoren (1 + n^,) abtrennen, deren Product für sieh endlich ist. Es 

leibt dann ein unendliches Product zur Untersuchung übrig, dessen 

■ordnete Reihe (Ä) eine endliche Summe S < I besitzt. Die posi- 

1 GrSfsen tt, sind jetzt kleiner als Kins, folglich wird 

' + "'<rir 



(i + .,) (1 + .,) . . . (1 + «.)< „-^^ij^-in--«-,,., ■ 

eil auch 

|(i - „.) (1 -«,)... (1 - ».)> 1 -(„, + „, + ... + „.), 

i dae Product 

(1 + «,) (1 + «,) ..(! + «.)< ,_,„^^^'^ 



■ + «.) 



] atnsomehr 

(i + «,)(i + «,)---Ci + «.)<r 

1 ist das unendliche Product / /(l + «») endlich, wenn die un- 
iJie Reihe 



j 
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OD 

1 -j- ^ ^ \U,y -f- Ct| OLy -(- ÄjÄy "4- • • • -f- ÄJ «2 • • • Ofy) 
•»=1 

conyergirt; da aber die Summe der ersten n -f- 1 Glieder 

1 + yi + ^2 H f- y» = (1 + «i) (1 + «2) • • • (1 + «») 

kleiner ist als die endliche Zahlengröfse ^ZTr 9 ^^ ^^^^ ^ ^^^> ^^ ^^ 

00 

das unendliche Product / /(l + «^y)» welches durch die Summe der 
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unendlichen Reihen 1 + ^Vv definirt ist, und umsomehr der absolute 

Betrag yon 

^gy oder JT( 1 + a^ ) 

endlich. 

Wir erhalten somit den Satz: Die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür ^ dafs nie ein von der Anordnung der Factoren undb- 



OD 



hängiges ProdfM:t I l{l + a^) endlich ist, besteht in der Convergenz 

•»=1 

der unendlichen Reilie 

|öil + l«2l H h k^l H 

Man sagt, die Producte P, , ^2^-"^^ convergiren nach einem 
bestimmten Werthe P, wenn nach Wahl einer beliebig kleinen posi- 
tiven Grofse ö stets ein n so bestimmt werden kann, dafs ffir jedes 

^^^ |P — P,|<*. 

Darnach behaupten wir, dafs in dem von der Anordnung der 

OD 

Factoren unabhängigen Producte / / ( 1 + Or) , welches mit P be- 

•»=1 
zeichnet sei, die Producte 

P, = (l + a,)(l + a,)...(l + o») 
mit wachsendem n nach dem unendlichen Producte P conyergiren. 

Bildet man den absoluten Betrag des Quotienten ^ , d. i. 

1(1 + a„^i)(l + an+2) • • 
und bezeichnet 



^n 



OD 



/7a + « 



^) = (1 + ö»+l) (1 + «n+2) . . . 



mit 1 + £n, wo 
80 wird 

^ <; 1 + \Bn\ < (l + «„+x) (1 + «,+a) 
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Nennt man die Summe der Gröfsen 

Sn, 80 wird für hinlänglich grofse n Sn kleiner als 1 und kleiner als 
eine beliebig kleine vorgelegte Groise. Dann ist 



^ + \^n\<~ 



s. 



und 



^T^. 



Bringt man endlich ^ auf die Form 1 + «, wo c beliebig 
klein ist, und setzt 

SO wird 



oder 



— 1 < 



— 1 



<p>^ 



p-p.i<d, 

und der Beweis ist erbracht. 

QO 

Man sagt wieder, das unendliche Product / / (l + »r) convergirt, 



»=1 



wenn nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Gröfse d stets 
eine solche ganze Zahl n angebbar ist, dafs der absolute Betrag 

JJCl + a,) - 1 

v=tn 

oder dafs für jeden Werth von* /i der Betrag 



n 



(1 + «,) - 1 



v=:fM 



kleiner ist als d, sobald nur w>w ist. Die endliche Gröfsey nach 
welcher die Producte P« convergiren, ist der Werth der unendlichen 
Produdes. 

Ein unendliches Product heifst absolut convergent, wenn auch noch 
J /(l + ^v) convergirt. In diesem Falle ist wegen der Ungleichung 

(1 + «m + l) (l + am-fa) • • • O+^m+A*)— 1 > «m+l + am+sH |-»m+/u 

die unendliche Reihe 

^1 "h ^2 "h " * * "f" ^» "l~ • * ' 
absolut conyergeni 

Sind die Gröfsen a^, a^^... alle kleiner als Eins und hat ihre 
Summe einen endlichen Werth, so ist nicht allein / /(l ~j~ ^y)> ^^^~ 
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dern auch das bestandig abnehmende Product / /(l — a,) conyergent 
ohne Null zu werden , denn es ist 

TZ^ "^ i / (^ —«'') > 1 — («m+l + Om+S H h «»•+/-) 

rrrin+l 



m 



und wenn m so grofs gewählt ist, dafs die Summe in den Klammern 
kleiner ist als d, wird 

Pm+fi > Pm (1 — tf). 
Zeigt man umgekehrt in einem besonderen Falle zunächst die üonver- 
genz der Producte P» nach einer von Null verschiedenen Gröfse, so 
folgt, dafs die Reihe der «(, «j« • • • ^^^^ endliche Summe besitzt. Die 

Convergenz von / / (1 — «y) zieht nämlich diejenige von / / (1 + «r) 

nach sich, indem 

1 —d < (1 — a^+i) (1 — a„+si) • • • (1 — a«+^) 

und somit 

1 <(l + am+i) (! + ««+«) • • • 0+^m+M)<Y—i 

wird, wo die rechte Seite bei hinlänglich grofsen m und beliebig 
kleinen d von 1 um beliebig wenig abweicht. Z. B. das Product 



OD 



ist convergent, denn die Producte 

T7"A_1\ 1.2 2.4 (n--l)(n+l)^ 1.2...(n— 2) 3.4. ..(n+1) 

1 1\ »V 2.2'3.3*'" «.n 1.2...n ' 2.3. .n 

»•=2 

= ** + ^ = i 4- J- 
"^ 2n '^ -2 "•" 2n 

convergiren mit wachsendem n nach y , und darum ist auch die Summe 
der unendlichen Reihe 

"2«- + -3«- H ^1^ "^ 

und umsomehr 

-^+-^ + --- + -^^+--- ('»>2) 
endlich. 

Bei der Auswerthung eines absolut convergenten Productes kann 
man die Factoren beliebig in Gruppen zusammenfassen, und anderer- 
seits läfst sich das Product 2 2(1 + «») in ein convergentes unend- 
liches Product verwandeln, dessen Factoren selbst unendliche Pro- 
ducte sind. 

Es sei etwa 
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i + s, . 

1+6,. 



:(l + a,)(l + o,-). 
^ (1 + »,) (1 + «,•) . 



9 die Gröl'seu (7[ , a,'..., aj, a^' . . . Gröfsen a, sind, dann wird 
*i — «t + Oi' + Oiöi'H 



i sieht, dalB die das Product I /(l + ''») definirende Somme 
biiie anderen Glieder euthält ab die •Summe, durch welche das Fro- 
net / 1(1 -\- a,) bestimmt ist. Doch diese eudlicheu Summen sind 
I der Anordnung der Summanden nnabliTingig und einander gleich. 
Mit Prudutteu der hier betracliteten Art rechnet mau wie mit den 
Iberen Zahleugrölsen. 
um ?.. B. das Product 

J7(l+«.)-J' oml fji' + '•)-« 
B bilden, bat mau das Product 

fjll + «,) (1 + h.) - 7/(1 + a. + b. + c,b.) 
lamme nzu setzen. Es ist endlich und hat den Werth P<J, denn 
BUS ist 

2l«. + !'■ + «.1:1 <2\\i;\ + \l:\ + l«.J.I j 

t ^|o,| und ^\i',\ endlich und zweitens gibt der Vergleich der 
B nene Product detinirenden Summe mit dem Producte der Ueibeii 

2»- - 1 + «1 +5" + <•■' (1 + o,) . . ■ + ».- .)o. 

2». - I + ', + J,\l + »,) (1 + i,) . . . (1 + S,-,16. , 
s die xwPite Behauptung richtig ist. 
Enthält das etuilicke Product / /(l -|- Of) = P keinen verscbwin- 
I Factor, so ist das Product [ I\, • ) ebenfaUs endlich titid be- 



t den Werth 
Setzt man 



I zeigt, dafs 



n(r+v,)=nc-,:o 
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zugleich mit^^|ay| endlich ist, so hat das neue Product gewi(s einen 
endlichen Werth^ und zwar folgt aus 



I7(i^) - i 



Die genannte Summe ist wirklich endlich , denn bezeichnet a einen 
positiven Werth, der kleiner ist als jeder der von Null verschiedenen 
Werthe |1 -f- a,|; so gilt die Ungleichung 

2|.iVl<i2i«.i. 

in der die rechte Seite kleiner ist als eine noch angebbare GrSfse g. 
Man kann an diesen Satz die Bemerkung knüpfen: Ein absohU 

convergentes Product l li}^ -¥ ^p) ^oww nicM verscf^unnden, wenn nicht 

einer der Fadoren (1 -j- ^) ^^ *^^- — 
Der Quotient zweier endlichen Producte 

mit den Werthen P und Q, deren zweites keinen verschwindenden 
Factor hat, ist ,, , 

nc::;) 

und hat den Werth -^ , denn es ist 

i7GS)-/7"+-)-rr(r^^)-i- 

Wenn die einem Producte / /(l + «») zugeordnete Reihe 

flj -j- flTj -j- • • • -f- «r -f- • • • 

nur bedingt convergirt, kann man die früheren Schlüsse über die 
Gonvergenz des Productes nicht mehr ziehen. Das Product kann wohl 
mit der Reihe zugleich endlich sein, aber nicht bei jeder Factoren- 
folge y es ist nur bedingt convergent. 
Z. B. ist das Product 



00 



n(' +(-')•-;) 



bedingt convergent; denn die Reihe 

i__i,i 1 ,1 

2 S ' 4 2v— 1 ' 2v 

convergirt nur bei bestimmter Summationsfolge. Indefs 
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(-9+(i-|) + - - + (17^-. ;) + ••■ 

oder 

1.2 '3. 4~ ~ (2» — 1)2» ~ 

conrergirt and mithin 

(i+^)o-,y('-iy- 

endlich ist, wird 

i + \ + --- + ^ + --- 

und 

unendlich, nnd von den Producten 

J70+J) .„a J7(i-,.y 

divergirt das erste nach Unendlich, das zweite nach Null, ohne dafs 
ein Factor verschwindet. 

Die von der Anordnung der Factoren abhängigen unendlichen 
Prodnete haben nicht den Charakter der Producte, darum führen wir 
sie ebensowenig wie die bedingt convergeuten unendlichen Reihen in 
die Rechnung ein. 



Zweites Capitel. 
I. Abschnitt. 

Veränderliche tirSfsen, GrSfsenmengen. 

§ 12. Definition der algebraischen rationalen ganzen und 

gebrochenen Ausdrücke. 

Mit den in dem vorigen Capitel gewouiieuen Zahlengröfsen haben 
wir zu operiren. 

Ist eine endliche Anzahl reeller oder complexer Zahlengröfsen 
a^, a^ ' • . CLn vorgelegt und verknüpft man dieselben eine endliche An- 
zahl Male durch die vier Rechnungsoperationen, wobei die Division 
der Beschränkung unterliegt^ dafs der Divisor nicht Null sein darf, so 
erhält man Ausdrücke^ deren Untersuchung den Gegenstand der Algebra 
bildet. Schliefsen wir die Division zunächst ganz aus, so liefert die 
Anwendung der drei übrigen Elementaroperationen Ausdrücke der Form: 

+ Aka^"^' a^ . . . a»"*« , 

wo einige der (positiven) ganzen Zahlen ♦»,<*> . . . Wn^*^ auch den Werth 
Null haben können^ in welchem Falle aj^ =^1 zu setzen ist, und wo 
die positiven und negativen ganzzahligen Gröfsen An Coefficienten ge- 
nannt werden. 

Solche „algebraisclie, rationale undganse^ Ausdrücke haben offenbar 
die Eigenschaft, untereinander durch die ersten drei Rechnungsarten 
verbunden, wieder Ausdrücke derselben Art zu geben. 

Wendet man bei der Verknüpfung der Elemente a, auch die Di: 
visiou an, so entstehen Quotienten ganzer Ausdrücke. Indem man 
ferner die durch Addition, Multiplication und Subtraction verbundenen 
Quotienten auf gemeinsame Nenner bringt, wird der allgemeinste 
algebraische, rationale und gebrochene Ausdruck unter der Form des 
Quotienten zweier ganzen Ausdrücke erscheinen. 

Bei der Bildung genannter Ausdrücke wollen wir festsetzen, dals 
einige Elemente a, einmal fixirte Werthe unveränderlich beibehalten, 
andere Elemente nach und nach andere Werthe aus unserem Grofsen- 



<> 
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System annehmeu. Die erateren GröfseD heii^eo unveränderliche oder 
COnstanle, die letzteren veränderlicjic oder variable. 

Der algebraisciie Ausdruck ändert seiueu Werth, wenn man den 
Variabein verschiedene Werthe beilegt. Diese Abhängigkeit des Werthea 
eines Auadruckes vun den Werthen derVariabelu spricht man dadurch 
aus, dafs man den Ausdruck eine Function der Variabel» nennt und 
zwar eine algebraische rationale ganze oder gebrochene Function, je 
nachdem die variabeln Gröfsen hei der Divisiun nicht in Verwendung 
kamen oder aber auch bei dieser Recbnungsoperation zugelassen wurden. 

Die algebraische rationale ganze Function ist eine Summe einer 
endlichen Anzahl von Gliedern der Form: 



wo die Constanten Coefficieoten ^„,, . . .t^ beliebige Zablengrülseu und 
die X,, x^ . . . Xn die Variabein bedeuten. 

Zwei Glieder der ganzen Function, in welchen die Exponenten 
der Variahein der Reihe nach übereiostimmeii, kann man zu einem 
Oliede vereinigen. Sind die Exj>oneuten einmal alle gleich Null, so 
liat die ganze Function ein von di-n Variabein freies, constautes Glied 
-^Bt tt ■ - ■ u ■ I^S'ü" "^er Exponent v,, (ft = 1, 2 . . m) alle Werthe von 
O bis n>^ durchlaufen, so schreibt man diu ganze Function in Form 
der fflfachen Summe: 

.||---|;^- •■-■«"•-.-■■->. 

oder einfacher: 

■ IN, . m, . . ™.^ 

P .,..,^..=. 

Und hierin können einige der Coeffidenteu A^;,,- . . . v wieder Null 
^ein. Die algebraische rationale gebrochene Function ist der Quotient 
solcher Summen. 

§ 13. UnbeBohränkt veränderliche a-rörsen. 

Bevor wir an die Untersuchung der eingeführten Functionen gehen 
kotuieu, mßasen wir eine Reihe von Definitionen vorausschicken. 

Wir sagten, eine Grölse heilst veränderlich, wenn sie verschiedene 
Werthe annehmen kann. Diese Veränderlichkeil ist ganz unbestimmt, 
Und im Allgemeinen wird eine solche GröTse nicht zu verwerthen sein. 
Wir führen darum die unbesciirünkt veränderliche Gröfse ein und ver- 
liehen darunter eine Gröfse, die jeden Werth unseres Gröfsen- oder 
^ahUtJsystems annehmen kann und auch grölser werden darf, als jede 
vorgegebene Gröl'se. 

BleiinKim, PnncliDiK^utliFOrl«. 5 
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Eine solche Variable x hat folgende Eigenschaft: 

Ist Xq ein bestimmter endlicher Werth und r eine gegebene posi- 
tive (reelle) Gröfse, so gehört die Gesaramtheit von Zahlengrö&en x, 
für welche der absolute Betrag \x — :z;q j kleiner ist als r, ebenfalls zu 
den Werthen der Yariabeln. 

Wird eine Variable als eine Grolle x definirt, welche alle Werthe 
annimmt, für die \x — Xq\ kleiner ist als eine beliebig kleine posi- 
tive Grofse d, — wo iCo einen ersten Werth bezeichnet — so nennt 
man sie stetig veränderlich. Die unbeschränkt variable Grofse ist also 
stetig veränderlich. 

Die Gesammtheit der Werthe x, welche die Bedingung 

I ^ — ^0 I < ^ 
erfüllen, bezeichnet man als Umgebung von Xq. Der Ursprung dieser 
Bezeichnung ist durch die geometrische Repräsentation der Variabein- 
werthe erklärt. Die Träger dieser Werthe sind die Punkte der ZaJUen^ 
ebene, der Träger des Werthes Xq ist ein bestimmter Punkt oder eine 
Stelle, und die der genannten Bedingung unterworfenen x Werthe 
liegen innerhalb des um die Stelle Xq mit dem Radius x beschriebenen 
Kreises. Nach der Grofse r heifst die Umgebung von Xq diejenige mit 
defH Radius r, oder die Umgebung r der Stelle x^. 

Es seien n von einander unabhängige unbeschi^nkt veränderliche 
Gröfsen x^, x^ . . , Xn vorgelegt. 

Ein specielles Werthesystem (a,, Oj . . . cu) oder, wie vrir kürzer 
anzeigen wollen, ein Werthesystem (a) heifse eine Stelle oder ein 
Punkt aus der Gesammtheit der Werthesysteme (x). 

Die Gesammtheit derjenigen W^erthesyst^me (x), welche die Be- 
dingungen 

erfüllen > heifse die Umgebung d der Stelle (a); allgemeiner definirt 
mau durch die Gesammtheit der den verschiedenen Bedingungen 

l«i — «1 1 < *i> i a?, — «2 1 < *, . . . I X« — o, I < *, 
genügenden Werthesysteme die Umgebung (d, , d^ . . . d») oder (d) der 
Stelle ((i). 

Sind die Varinbeln wiederum so definirt, dafs die Gesammtheit 
der den Ungleichungen | x» — (it ! < d» ^r ■* 1 , 2 . . . n) mit beliebig 
kleinen Grofseu d» geuüsrenden Werthesystemeu auch den Variabel- 
wertlien angehören, so heifsen sie stetig vexänderlich. 

Wir sagen: Die Gesammtheit der reellen Werthe, welche eine on- 
beschrnnkte Variable aunohuien kann, consütuirt eine einfach unend- 
liche Mannichfaltigkoit oder eine Maunichfaltigkeit einer Dimension. 

Die Gi^sammtheit der riH'llon Werthesysteme, die n Ton einander 
uuabhuugige, uubeschrnukt verauderhche Groisen x^, x^.,,Xu 
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nehmen können, bildet eine nfach uiienJHche Mannichtaltigkeit oder J 
eine Mannichfaltigkett n"' Dimension. 
^B Die Geaammtheit der n unbeschrnnkt veränderliciien GrÖfaen 

■ I,-t, + .-,, (.-1,2...«), 

WO I, nnd ij, reelle Werthe bedeuten oder unbeschränkt reelle Variabein 
sind, coiistituirt eine Man aicii faltigkeit voji 2n Dimensionen und ein 
apecielles ■ Werthesystem (c») ist eine Stelle oder ein Punkt ilieser 
Mannichfaltigkeit. — 

Wir denken nun in der zweifach unendlichen Mannicbfaltigkeit 
eine uneudliche Menge (Ä) von einander verschiedener endlicher Punkte 
gegeben, die durch eine bestimmtt.^ Hegel oder eine gemeinsame Defi- 
nition eharakterisirt seien , wie z. B. dadurch, dafa in a; ^ | -(- *1 ''•^ 
Coordinateu | und r\ rationale Zahleugrülfien seiu solle)]. 

Bierauf defiuiren wir: eitle (wenn auch noch so kleine) Umgebung 
r einer Stelle z-„ der Gesammtheit von Wertheu x gehört der Punkt- 
iHd^e (A) an, wenn nebst x^ jede 8telle dieser Umgebung ein Punkt 
der Menge ist. 

Gibt es keinen Punkt x„ unter den gegebenen, dem eine der 
Menge {A) angehörige Umgebung zuzuordnen ist, so beifst die Punkt- 
meiige discret. 

Angenommen, dafs eine solche Stelle x^ existirt, so kann i 
eine der Bedingung \ x — Xf\ < r genügende Stelle x, herausnehmen, 
EQr die sich offenbar wieder eine der Menge (A) angehörige Umgebung 
r, Snden läfst. Führt mau so fort, sucht stet^ die Umgebuug r« einer 
Stelle X., die der der Menge (J.) angehörigen Umgebung r,_i von 
1,-t entnommen ist, so constituirt die Gesammtheit von Punkten, zu 
deueti man auf diese Weise gelangen kann, in der zweifach unend- 
lichen Mannichfaltigkeit von i Werthen oder in der z-Ebene, wo die 
Variable gedeutet wird, eine Menge (A^) von Steilen, die wir einen 
Bereich nennen. Durch die beschriebene Vermittlung einer endlichen 
Äniahl von Stellen kann man von jeder Stelle x^ des Bereiches (.4,) 
lü jeder anderen x' gelangen, ja noch mehr, mau kann sogar eine 
endliche Anzahl von Stellen .-r, aus {A) zwischen x^ und x' so ein- 
ichalten, dafs die Entfernungen 

\x, — Xt,\, ( z, — iTfl I . . . . ] a,'' — i, I 

Meiner bleiben als eine beliebig kleine Gröfse ä, und die Umgebungen 
der Stellen £„, x,, x^ . . , x„ mit dem Halbmesser ä der Punktmenge 
(-1) angehören. 

Man sagt, die Stellen x,, x.^ . ■ . x„ vermitteln einen eitsammen- 
hmjeruien Übergang oder einen continuirliclien Weg von x^ nach x'. 
Ein Bereich (X,), zwischen dessen Stellen conti nnirliche Wege an 

5* 
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legen sind, heifst ein aus einem zweifach ausgedehnten Stücke be- 
stehendes, zusammenhängendes Continuumj oder Continuum kurzweg.*) 

Ist x' eine Stelle aus (Ä) y der man eine dem Continuum (Ä^) an- 
gehörige Umgebung zuordnen kann, so liegt x' innerhalb {Ay) und 
(-4,) enthalt x\ 

Uibt es unter den Stellen einer noch so kleinen Umgebung von 
X* solche ; die {Ä^ angehören und andere ; die (^,) nicht angehören, 
so liegt x' auf der Begrenzung des Bereiches (-4,). 

Eine Stelle x" liegt endlich aufserhalb (Ay), wenn man ihr eine 
wenn auch noch so kleine Umgebung zuordnen kann, welche keine 
dem Bereiche (^i) angehörige Stellen umfafst. Die dem Continuum 
(Ay) angehörigen Umgebungen eiuer Stelle, die innerhalb {A^) liegen, 
können bis an eine Stelle der Begrenzung hinanreichen, aber niemals 
eine solche Stelle enthalten.**) 

Das Continuum (A^) ist durch einzelne Stellen, durch eine oder 
mehrere Linien oder durch Punkte und Linien begrenzt. 

Die Liuie ist (hier etwas umständlich) als die Gesammtheit einer 
unendlichen Puuktuienge {B) der Beschaffenheit aufzufassen, dafs in 
jeder (selbst beliebig kleineu) Umgebung jeder Stelle von (B) unendlich 
viele andere Stellen dieser Menge, und noch Stellen (a?") und (x') 
liegen, die sich aufserhalb resp. innerhalb des Continuums (A^) be- 
finden. 

Die eine Linie definirende Pimktmenge bildet kein zweifach aos- 
godohntes Ooutinuum mehr, aber nothweudig lassen sich wieder zwischen 
irgend zwei Stellen i^^ und i^' von (B) nach Annahme einer beliebig 
kleinen (aröisc f eine endliche Anzahl neuer Stellen S, , S^'-'^^y 
wolcho der Monge (li) angehören, den Bedingungen 

I 5i — 5o I < *> • • • j 6r - r i < f 

gomrifs oinsolmlion. Darum heifst die Puuktmenge (B) eusammen- 
hätigvnd und andererseits einfach unendlich oder einfach ausgedehnt, 
weil 8)0 in dor zwoidimonsionaleu Mannichfaltigkeit kein Continuum 
hildoi. 

Ks ist möglioh« dala unter den Stellen der ursprünglich gegebenen 
Punkimongo {A) soloh«» oxistiren, die zwar aufserhalb (J[,) liegen, 
donon aber oino dor Menge (A) tuigehorigo Umgebung zuzuordnen ist. 
Dann gibt os niindostons ein zweites Continuum (.-1,\ dessen Begren- 
y.ung ihoihvoiso mit dor dos ersten Continuums zusammenfallen kann. 
So kann man nuoli und nach alle Coutinua aus \^A^ herausnehmen. 

Dio (losununtiioit dor Wort ho oiuor stetig veninderlichen Grofse 
X oonstitnirt gowifs ein Continuum. Indem sich die früheren Betrach- 

•^ WoiovjktmiV, .\bhiuull. autt dor K'vmctiouenlehro S 71. 
••^ M\tt4)|r ^«'t)^'«^ Aitrt lurtth. «a. 4 
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tiuigeu auf den Fall unendlicher Punktnieogeri (A) in der än-dimen- 
sionalen Manoich faltigkeit ausdehueu lassen, gilt die letzte Q<.'hauptuag 
auch für die Gesammtheit der Werthesysteme von n stetigen Veränder- 
lichen. Die der Linie entapreehende Begrenzung des 2Hfacb ausge- 
ilehiiteu Continuums wird aus einer (2n — Ijfach unendlichen Punkt- 
menge zusa mm en gesetzt sein uud ferner werden die Begrenzungen 
durch (3» — vjfach unendliche Punktmengen gebildet sein können, 
indem iii der Punktmenge {Ä) eine Menge von Stellen esistiron kann, 
die niemaltt ein mehr als (2n — i')fach ausgedehntes Coutinnuni zu 
bilden vermögen, in deren Umgebungen aber erstens unendlich viele 
stellen dieser Menge selbst und ferner Stellen liegen, die sich inuer- 
balb oder aufserbalb der der Menge {A) angebürenden (Joutiuua be- 
finden. — 

Gibt es unter den Werthen einer Variabeln x solche, die, ohne 
Null zu sein, dem absoluten Betrage nach kleiner sind als eine be- 
liebig kleine positive üröfse ä, ao sagt man, dafa x unendlich klein 
werdet^ kann.") Ist x eine stetig veränderliche Gröfse und liegt die 
Stelle Null in dem Bereich der GrÖfae oder auf der Begrenzung, ao 
kann x unendlich klein werden und zwar gibt es unendlieh viele Werthe 
X, für die | x | kleiner wird als fl. 

Die Null selbst erscheint liier im Gegensatz ZU den Null werden- 
den oder unendlich klein werdenden GrÖfsen als eine bestimmte Grörse, 
nach welcher die Werthe x convergiren. 

Ein Gröl'sensysteni x, , x^ . . . x» leird ttnenfüich klein, sobald wieder 
die Stelle (0) in dem Bereich der Veränderlichen oder auf der Be- 
gienzung liegt. 

Stehen hierauf zwei oder mehrere Grofsen ;/ und x oder y und 
«I, X; , . i, in einem /usamiuenhange, durch welchen jeder Stelle x 
oder {x) ein oder mehrere (vielleicht unendlich viele) Werthe für y 
lugeordnet werden, uud existirt nach Zunahme einer beliebig kleinen 
positiven Gröfse t eine Umgebung der Stelle oder (0) 
\x\<S; \x,\<d., {r=l,2...n), 
die nur Stellen enthält, denen y Werthe von einem Betrage kleiner 
als { zugeordnet sind, so sagt mau, dafs' die Gröfse y mit den unab- 
hlugigen Variabein unendlich klein oder mit unendlich kleinen Werthen 
ier Variabein unendlich klein wird. 

Wird y — 6 mit x — a oder mit a:, — a* (v = 1 , 2. . .n) unend- 
licl] klein, so gebraucht man die Bezeichnung: y nähert sich der 
Grmie h , indem die Gröfse x oder das Grölaensystem {x^, x-^ . . . x») 
nach der Stelle a oder (a) convergirt, d. h. wenn die Stelle x oder 

•) Wir werden öfter die Worte oisoltder Betrag weglassen, wenn ea sich um 
n Vergleich complexer Gröfäen mit positiven [reellen) Urcrsen handelt. 
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{x) derart nach a oder (a) rückt, dafs die Differenzen x — a oder 
{Xv — fly) unendlich klein werden. 

Die Summe oder das Product y einer endlichen Anzahl stetig Yer- 
änderlicber Gröfen wird mit den Summanden respective mit einem 
Factor unendlich klein; sofern in dem Producte keiner der übrigen 
Factoren eine noch angebbare Gröfse überschreitet. Der Quotient y 
zweier stetig veräuderlicher Grofsen wird gewifs mit dem Dividend nn- 
endlich klein, wenn nur der Divisor nicht auch unendlich klein wird. 

Eine veränderliche Gröfse wird unendlich grofs genannt, wenn ihr 
absoluter Betrag grofser werden kann als jede angebbare positive 
Gröfse. Wie die Null als Grenze unendlich klein werdender Grofsen 
aufzufassen ist, betrachtet man die Grenze der unendlich werdenden 
Grofsen als eine bestimmte Gröfse: Unendlich^ und spricht von ihr als 

dem Werthe des Ausdruckes -, wenn a; = gesetzt wird; diesem 

Werthe oder dieser Gröfse (oo) kommt der Name Unendlichkeitspunkt 
zu, herrührend von der geometrischen Repräsentation, bei der man 
nur einen unendlich fernen Punkt hat, sobald die Ebene als Kugel 
von unendlich grofsem Radius aufgefafst wird. Die Gesammtheit der 

(absolut genommen grofsen) Werthe von o?, für welche — < r, heifst 

die Umgebung r der Stelle (x> . Darnach legt man also dem Ausdruck 

X — cx> die Bedeutung von — , und dem Ausdruck —~ — die Bedeutung 

von - bei. 
a 

Sollte die oben benützte Punkt- oder Werthemenge {A) der zwei- 
fach unendlichen Mannichfaltigkeit Grofsen enthalten, deren absoluter 
Betrag grofser ist als eine angebbare Grösse und gehört jede einer 

Bedingung - < r genügende Stelle der Menge {A) an, so enthalt 

{A) die Umgebung des unendlich fernen Punktes und ein C(mtinuum 
erstreckt sich in das Unendliche. 

§ 14. Häufungsstelle linearer Punktmengen. 

Wir müssen die unendlichen Punktmengen noch näher studiren. 
Wir denken vor Allem in dem Bereich der unbeschränkt reellen Va- 
riabein x\ der durch die Gesammtheit der reellen Werthe unserer 
Variabein x constituirt ist, eine aus einer einheitlichen Definition 
fliefsende Menge voneinander verschiedener Werthe gegeben. Dann 
besteht für jcdo solch lineare unendliche Vunktmenge der wichtige Satz*): 
In dem licrcivh der reellen Variahein gibt es mindestens eine 

•) Siehü Pincherlo 1. c. 
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Stdle der Beschaffenheit, dafs in jeder noch so kleinen Umgebung 
derselben unendlich viele Stellen der PunJctmenge sich befinden. 
Wir setzen voraus, dafs die absoluten Beträge der gegebenen 
Grofsen {x^\ X2 • - » Xp . . ,) endlich seien ; dann können wir auch be- 
stimmen y dafs sie alle positiv seien , denn andernfalls kann man wegen 
der ersten Voraussetzung stets eine positive Gröfse k so angeben, dafs 

yi = a;; + Ä; (1/ = 1, 2. . .) 

positiv werden. 

Sind die unendlich vielen Grofsen x^ nun alle positiv, gröfser als 
a und kleiner als a -{- dy so theile man das durch diese Grofsen defi- 
nirte Intervall (Bereich) in neue Bereiche, so dafs in einem Theil- 
bereiche unendlich viele der gegebenen Grofsen liegen. 

Bezeichnen 



1 9 2 * * • • ^1 



■ • 



Grofsen, die nur die Werthe und 1 annehmen, so lassen sich un- 
endlich viele Grofsen Xp in das Intervall 

r 

von a -f £1 2 = ^1 ^^» ^1 + 2 ' 
ferner in das Intervall 

von 62 = 6, + £j -;^~ bis 62 + 2 ' 

usw., endlich in ein Intervall 

von bn = bf^i + «n "2" bis bn + -^ 

einschliefsen. Nennt man die Summe 



«» 



^1 _| fl 4- J ? 

2 ■■ 4 ''*'"' 2* 

i]r, so wird 

Wir behaupten, dafs dann, wenn bn noch nicht 3ie verlangte Stelle 
ist, die Zahlengröfse 

i = a + d(-^ + ^l + '" + ^ + '") = a + d.ri 

die gesuchte Stelle in dem Intervall a bis a -{- d definirt. *) 

Diese Zahlengröfse ist vor Allem endlich, denn rj ist nicht gröfser als 

'2 + 2*'^ +^"^ ^^ i~'_L ^ ^ ' 

2 

Ist dann d eine beliebig kleine vorgelegte Gröfse und n so gewählt, dafs 

*) Vergleiche Serret- Harnack, Lehrbuch der Differential- und Integralrech- 
rnmg S. 26. 
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-<#, — Lr, >*, 

o« ^ ' 2""»" ~ 

SO wird ri an die Ungleichungen gebunden sein: 

Vn<V<Vn+ -n^ 

oder: 

ti — d<rin und iy + * > iy„ + 



2* 



Dann ist aber das Intervall von 6„ bis hn -\ vollständig in dem 

Intervalle (b — dd, b + dd) oder {a + {ri — d)d, a + {ri + d)d) ent- 
halten und weil dieses mit d beliebig klein zu machen ist, fallen wirk- 
lich in jede noch so kleine Umgebung der Stelle b unendlich viele der 
vorgelegten Punkte. 

Enthält die gegebene Punktmenge Gröfsen x^y die grofser sind als 
jede augebbare Gröfse^ und gehören nicht alle endlichen Stellen der 
Menge an (in welchem Falle der frühere Satz auch hier bewiesen wäre), 
so greife man eine solche heraus — sie heifse S' — , setze dann 

X 

so wird der Bereich der reellen Werthe y' gerade dem Bereich von x' 
entsprechen, indem' 



yi 






X 



reell ist. Die Stellen yi liegen nicht unendlich fem, da \yi\ endlich 
bleibt und somit gibt es für die Punktmenge (y/, ^2' • • W - * ^^^^ 
ausgezeichnete Stelle der in Rede stehenden Art; sie heifse Y. Ihr 
entspricht in dem Bereiche von x' umgekehrt die Stelle: 



X = 



Y-l 



und diese ist die gesuchte Grenz- oder Häufungssklle der gegebenen 
Punktmenge, denn die Stellen der nächsten Umgebung von Y werden 
in Stellen der nächsten Umgebung von X transformirt. 

Wäre y «= 1 ^ 80 folgt X = 00 und dann gibt es in jedem noch 

80 kleinen Bereiche, für welchen -7 < ^, unendlich viele der ge- 

ge bellen Stelleu. — 

Man kann diese Betrachtungen auf den Fall ausdehnen, wo in 
dem Bereiche der n von einander unabhängigen unbeschränkten aber 
reollen Variubuln (a;,', X2. . .3'»), (also in einer Mannichfaltigkeit von 
n Dimensionen), unendlich viele von einander verschiedene (positive) 
Stellen {x') gegeben sind, die man in bestimmter Folge geordnet denken 
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mag; z. B. dadurch dafs zwei Stelleu (x') and (x") danu als aufein- 
ander folgend angesehen werden, wenn 1 1,' | < | a;,' | ist; BoUte es 
.aber zwei Stellen geben, denen dieselben WerÜie a^,' zukommen, so 
folge (3:') auf (2;'), wenn Xj < Z^' usw. 

In der nfach unendlicbeu M»nn ich faltigkeit esiatirt wieder min- 
destens eine Stelle, derart, clai's iu jeder beliebig kleinen Umgebung 
{d) dereelbeu unendlich viele der gügebenen Punkte enttialtun sind. 

Will man zeigen, dafs auch die unendliche Punktiuenge in dem 

Kpeifach auegedehitten Bereiche der uabeechräukten Variabein 
l' x^l + iv 

ne Häufangsstelle besitzt (b = ß, -\- ß.^i), so dal's iu jeder noch so 
kleinen Umgebung r vou b uaeudüch viele der vorgegebenen Stellen 
x' = 5'-}-*'y' liegen, so setze man b aus den Häufungsatellen ß^ und 
ßj der GrÖfsemuengen |' resp, jj' zusammen und beweise, dafs aich 
nach Annahme zweier beliebig kleinen Gröfsen ff, und d.^, welche der 
Bedingung tf,' -{- d./ < r' genügen, unendlich viele reelle Werthe §' 
und r;' finden lassen, ftir welche 

l'-ftK«,, ll'-ß,l<<l,, 
denn dann gibt es auch unendlich viele Gr&fsen x', die die liedingimg 
ll'- b\ <r erfüllen. 

In entsprechender Weise gehe man in dem Falle vor, wo die 
Punktmeuge iu dem änfach ausgedehuteu Bereiche der n (complexen) 
Variabein x,, Xj . . . . x» gegeben ist. Es gibt auch hier mindestens 
NQc Häufangsstelle. 

§ 1.5. Abgeleitete Funktmengen. *") 
Ist irgend eine unendliche lineare Funktmenge P gegeben, d, h. 
eine unendliche Menge verschiedener Punkte, so ist mit dieser eine 
zweite Punktmenge definirt, uäraticb die der Häufung»- oder Grenz- 
stellen. Man nennt die (jesammtheit der Grenzstellen die erste abge- 
kitrtf l'unkittierigc von P und bezeichnet sie mit Pi". 

Die Paukte von P'" brauchen der Menge I' nicht :itizugehören 
nnil ebensowenig ist die Menge P in P'" enthalten. Heifst die Ge- 
«anmtheit der in P aber nicht in P'" vorkommenden Stellen Q, dann 
tum man jedem Punkte von Q eine Umgebung zuordnen, welche 
keine weiteren Stellen aus Q enthält, und die abgeleitete Menge ^" 
Wa mit Q keine Stelle gemein haben. Man nennt die Punkte Q 
mlirle Punkte. 

Besteht die Puiiktmenge P"' aus unendlich vielen Stellen, so be- 
«ibl dieselbe eine erste abgeleitete Punktmenge P<'i, die die zweite 



*) Vergleiche die tlDteraachungco von Cantor ia den Matheniat. AiuialeQ. 



74 



Zweites Capitel. 1, Abechiiitt, 



Abgeleitete von P beirst. — P'*' braucht nicht alle Stelleu von /*<" 9 
eiithiilten, aber jede Stelle von P'" gehört jetzt P'" an, denn in jed< 
Umgebung einer Stelle von Pi" gibt es unendlich viele Stellen vc 
Pi" und in jeder Umgebung dieser Stellen unendlich viele Puut 
der Menge F. Der Ableitungsprozefs fördert also aus P höchsten 
einmal neue Stellen. 

In der Bildung abgeleiteter Punktmengen kann man weiter geh« 
und die c" Ableitung von P, d. i. die erste Ableitung von P'*^'! aaJ 
suchen; stets wird P"^ in F"~", in P'*—^> usw., endlich in P"> enl 
halten »ein. Kommt man bei dieser Succesaiou zu einem Ende, indei 
eine abgeleitete Menge P*"' nur aus einer endlichen Anzahl von Stellei 
zu B am meu gesetzt ist und Pf'+^i für jedes v keine Stellen enthalt, a 
heil'Bt die Puiiktmenge von der n""* Ordnung. Man zeigt dies dura 
die Schreibweise an: 

P1.+11 = . 

Beispiele: 1) Die erste abgeleitete Punktmenge der gegebene 
Menge (li -3 j g ' ' ' ' ~ ' ' ' ') ^^^^^^^ ""^ "^^ Stelle Null und e 
ist P«' = . 

2) Die erste Abgeleitete der Puuktmengo, welche durch die innei 
halb des Bereiches von bis 1 befindlichen rationalen ZahlengrÖfsen 
definirt ist, besteht aus allen Punkten des lutervalles einschlielslich 
der durch die Stellen und I gebildeten Grenzen und jede folgende 
abgeleitete Menge enthält dieaeibeu Stellen. 

3) Eine irrationale Zahlengröfse n'" Ürduung war durch eine aus 
Zahlengröfsen (n — 1)''^' Ordnung gebildete Fundamentalreihe defiuirt, 

- die irrationale ZahlengrÖfse erster Ordnung durch eine aus rationalen 
Gröfsen zusammengesetzte Fundamental reihe. Sucht man die deu ra- 
tionalen Gröfseu entsprechende Punktmenge, welche eine irrationale 
Zahleugrolse »'" Ordnung definirt, so ist dieselbe durch die Identtti 
pii+ii ^- charakterisirt. 

Bezeichnet man das System der zweien Punktmengen P, und 
gemeinsamen Stellen mit D (P, , Pj) und uennt diese Menge den 
meinsameu Theiler von Pj und P,, so erhalt der frtther ausgesprochei 
Hauptsatz einer Menge Q isolirter Stellen die Form: 

BiQ, e"')-0, 
und die Beziehung auf einander folgender abgeleiteter Piinktmeug« 
ist in der Formel enthalten: 

J){P">, pw.i)= p[v+i). 

Bezeichnet mau die durch Vereinigfuug zweier Punktmengen j 
und Pj ohne gemeinsamen Theiler entsteheude Punktmeuge P mifl 
Pi + Pj, 80 ist die frühere Puuktmenge P mit der ersteu Abgeleite' 
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' und der isolirten Menge Q in der uachfolgeiideii Weise zu cha- 
ikteriairen : 

P (i + D{P, P«'). 
l b. jede Pimktmenge P ist als Vereinigung einer isolirten Menge 
pd einer Tbeilmenge von P'" darzustellen. 

Ist P selbst eine abgeleitet« Punktmeuge, so wird diese Theil- 
ige von P"* P"' selbst, deun es ist: 

pw —Q, + 7>(Pi'i, P(H-'i) ^ g. -f- pc+M 
I Qr^ P''' — pi»+i) ist eine isolirte Menge. So ersieht man auch, 
jlfe die erste abgeleitete Punktmeuge als Vereinigung isoltrter Mengen 
ii&afasseii ist, denn es gilt: 
j Pin=E (Pl'i — P"l) + (P"!i — p(8)) + 1- (Pi— 11 _ p(-i} -I- FK'\ 

P'U = (p(t) _ pm) _|_ (Pia) _ pw) _| ^ 

nachdem Pi" von der (n — l)'*" Ordnung ist, oder der Ableitungs- 
icefs im Endlichen keinen Äbschlui's erreicht. 
Kine Punktmenge P, welche ihre erste abgeleitete Punktmeuge 
enthält (wo I)(P, pw) ^ pW ist), heil'se eine abgeseklossene. Für 
diese ist; 

P=Q-\- Pi» , 

und weil D{Q, Ö"") = *> ist, so mufs gi') in P"' ab Theiler enthalten 
sein. Enthält P neben Q und Q'" nucli eine Punktmenge li, so gilt: 

p=(j+ ö<'> + R , gel + /e _£ p(') . 

Während in hinlänglich kleinen Umgebungen der Stellen von Q 
keine Stellen dieser Meuge existiren, gibt es in jeder Umgebung der 
Stellen von Ti Stellen, die It selbst augehöreii , fulglicli gebort U seiner 
ersten abgeleiteten Punktmenge ü'" an: 

D{R, ü">) ..- lt. 
femer ist nicht blos n(R", 2i<">) = R<'\ sondern auch 
D(RW, it<") = Pi'>, 
fi'** enthält alle Stellen von iV'" und keine anderen mehr. Der 
Ableitungaproeefs bringt demnach an der Menge B'" keine Aeuderung 
iiefFor. 

Wir schliefsen diese Erörterungen über Punktmengen mit der 
nuDuiebr einleuchtenden Bemerkung: Nimmt man aus dem Bereich der 
nubeachränkt veränderlichen (irofse 3;=>|-(-tij eine abgescblossene 
Punktmenge heraus, von der kein Theil ein zweifach ausgedehntes 
CoDtinuum bildet, so werden in dem Bereich ein oder mehrere Con- 
timia entstehen. 
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§ 16. Obere und untere Grenze unendlich vieler reeller 

Zahlengröfsen. 

Wir kommen jetzt zu neuen Begriffen, denen der oberen und un- 
teren Grenze unendlich vieler reeller positiver Zahlengröfsen x', welche 
im Allgemeinen keine Fundamentalreihe constituiren sollen. 

Wir behaupten: Es gibt eine Zahlengrofse G, welche von den ge- 
gebenen Grofsen x' an Grofse nicht übertroffen wird und die Beschaffen- 
heit hat, dafs entweder gewisse x' gleich G sind oder doch Grofsen 
x' innerhalb des beliebig kleinen Intervalles G bis G — d liegen. 
Sie heilst die obere Grenjse. Die untere Grenze ist eine Grofse g der 
Beschaffenheit, dafs keine der Grofsen x'^ kleiner ist als g, aber 
Grofsen x' existiren, welche in das beliebig kleine Intervall g bis 
^ -f- d fallen oder g gleich sind. 

Der Beweis für das Vorhandensein dieser Grenzen lafst sich leicht 
an den für die Haufungsstelle einer Punktmenge anknüpfen, doch 
ziehen wir vor, einige Modificationen in der Beweisführung eintreten zu 
lassen, die bei der Wichtigkeit dieser Art von Untersuchungen am 
Platze sein dürften. * 

Wir setzen fest, dafs alle Grofsen x' endlich seien. Wenn sie 
somit nicht über eine aiigebbare Grofse hinausgehen, kann man in der 
Reihe rationaler Grofsen: 

^ - m 

wo w > 1 sein mag, ein erstes Glied — finden, welches grofser ist 
als alle Grofsen x', dann gibt es aber Grofsen x'j die grofser oder 
gleich --— sind. Ist niemals x' > ?^^-^- , aber x' = ^'"~ ^ , so 



ist -•-- die oben» (irouze. Andernfalls sei in der weiteren Reihe 

1 :* m 

« . • 



^^ -t > Jt 



'"• das erst^ GUi»d, welches grofser ist als alle Gro&en x\ 
Es ist dann 

oder 
und daher 



M I ff 5« » % ^ ♦* ^^ • 



Detiiürt iuw\ in dorsoUnMi Woiso die i^rofsen: 



• 



* ■ • «. * * * 



« % I % % 
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für die dann die analogen Ungleichungen gelten: 

m^—^ ^ j' ~ *."— 1 » 

und bildet die Gröfse: 

so ist diese die verlangte endliche obere Grenze. 

Bringt man G auf die Form: ' 

OD 

oder schreibt nach Weglassung der ersten v — 1 Gröfsen -^ und 

* • 
fr 






x = y 



und beachtet die Ungleichungen: 

n^M — /itx+i < n (x = 1/, i; + 1, . . .), 
so wird die unter dem Summenzeichen stehende Gröfse kleiner als 
-y • Man kann darnach eine positive Gröfse A < 1 so bestimmen^ dafs 



(?=-^-Ä-L ' 



n 
wird, folglich ist G wirklich endlich, denn n war grofser als 1. 

Führt der beschriebene Procefs nicht zum Ende , so ist die durch 
unsere unendliche Reihe definirte Gröfse G so beschaffen, dafs kein 
x' gröfser ist als G und in dem Intervalle G bis G — d Zahlengrölsen 
x' liegen. Wäre nämlich x' > G, so gibt es auch ein d, für wel- 
ches noch 

x' > G + d 

ist. Wählt man hierauf ein i;, der Bedingung 

,1 1 An.' 

h -y r = -ir - — T < 

*» 1 
entsprechend, so wird 



1 n' 


n - 


- 1 


G + Ö> 


n" 


} 



doch weil gemäfs der Definition von f^, keine Gröisen x' existiren^ die 

gröber sind als — ^ , kann unsere Annahme nicht richtig sein und es 

n* 

ist jedenfalls x' > G, Da aber 
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G< 



fC 



ist und man stets ein v entsprechend einer beliebig kleinen Grofse d 
so bestimmen kann^ daXs neben der letzten Ungleichung auch die fol- 
gende gilt: 

n 

— man hat ja nur -7 > ^ zu machen — so gibt es in dem Intervall 

n 

Yon G his G -— 8 Gröfsen x\ denn es existiren den Definitionen zu- 

fi — 1 
folge Gröfsen x' ^ —^ — • 

Sind unter den Gröfsen x' solche, die gröfser sind als eine be- 
liebig vorgegebene Gröfse, so ist die obere Grenze G = oo, und in 

jeder Umgebung der Unendlichkeitsstelle - - < 8 gibt es Gröfsen x\ 

Zum Beweise benütze man die schon oben verwendete Transformation : 

X 



In genau derselben Weise folgt die Existenz der unteren Grenze. Ent* 
hält die gegebene Gröfsenmenge positive und negative Gröfsen x'y so 
trenne man diese, suche die obere Grenze der positiven Gröfsen und 
andrerseits die der absoluten Beträge der negativen Gröfsen. Die 
letztere ist nach Aenderung des Zeichens die untere Grenze der ge- 
gebenen Gröfsen. 

Es bedarf kaum der Erwähnung, dafs die Häufungsstellen unserer 
Punktmengen mit den hier bestimmten Grenzen einer unendlichen An- 
zahl von Zahleugröfsen zusammenfallen können, aber durchaus nicht 
übereinstimmen müssen, denn die Grenzen waren nicht dadurch defi- 
nirt, dafs in jeder Umgebung derselben unendlich viele, sondern über- 
haupt gegebene Gröfsen liegen. 

§ 17. Von reellen Variabein abhängige stetig veränderliche Gröflsen. 

Der Begriff der oberen und unteren Grenze unendlich vieler 
reeller Zahleugröfsen wird dort von Wichtigkeit, wo wir einer mit 
einer oder mehreren unbeschränkt oder stetig veränderlichen Gröfsen 
in derartigem Zusammenhang stehenden Gröfse y begegnen, dafs jedem 
Werthe oder Werthsysteme der Variabein {x resp. a;, , Xj . . . x^)^ das 
einem coutinuirlichen lUTeiche entnommen ist, ein oder mehrere be- 
stimmte Werthe der Gröfse y zugehören. Wir zeigen diese Abhängig- 
keit der Gröfse y von x oder x^y x^ . . . Xn durch die Schreibweise an: 

y — fix) oder y = / (Xj , x^. . ,Xn)j 

und lesen vorderhand nur, y ist eine von x oder x^j x^. . . Xn 9^h 
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gige GrÖlse der genannten Art, Unter f{x') oder f{x,', «,'... xi,] 
ntehen wir dann die Werthe von y an der Stelle x' oder (x'). 
Es sei zunächst y eine von der reellen Variabein x' abhängige 
GrÖfse, die für jeden innerhalb des durch die Stellen x' ^ a und x'= h 
begrenzten Bereiches liegenden Werthea x' einen beBtimmten endlichen 
and reellen Weith y' besitze, dann haben die unendlich vielen be- 
stimmteu Werthe y' eine obere und untere Grenze G und g, fflr die 
der folgende Satz gilt: 

Ist G die obere Grenze derjenigen Werthe von y, welche den 
innerhalb des lutervailes von a bis b liegenden Werthen von x' 
EOgehQreu, so gibt es in die.sem Intervalle mindeBtens eiue Stelle 
x' ^ X der Beschafi'enheit, dafs die obere Grenze der Werthe y, 
netclie den in beliebig kleiner Umgebung von X liegenden x' 
Werthen entsprechen, immer noch G bleibt. 
Der Satz für die untere Grenze g lautet analog. Zum beweise 
suche mau wieder in der Keihe rationaler GrÖfsen 

k 0,.,.,...,,... 

^^H « > 1 ist, zwei Gröl'sen — und iXi welche das Intervall von 

^W .... ** 

l « bis fc einschliel'sen, tbeile das ao gewonnene neue Intervall in g gleiche 
Theile ab, dann gibt es in jedem derselben für die den x' Werthen 
entsprechenden j/ Werthe eine obere Grenze und mindestens in einem 
Intervalle etwa von — bis — "t — ist diese obere Grenze gerade G. 

I Durch die weitere Reihe 

Brdm 

^^^Bunen sein, in welchem die den x' Werthen zugeordneten y Werthe 

^^B obere Grenze G besitzen. Es ist aber 



J- A ...-^ ... 
l wieder mindestens ein Intervall etwa von **£ bis ^^li— zu be- 






d. b. das neue Intervall liegt ganz in dem ersten. 

In der Bildung neuer Intervalle gebe man in der angegebenen 
Wnse weiter, so dafs stets 

< fi, — v(t,-i < n 
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bleibt^ -wie in dem Falle v = 2. Erhält man niemals einen Werth 



n 



~, dem der Werth y = G entspricht, so definirt der Ausdruck: 



oder 





T^ „j -r 


9D 





«=1 

die verlangte Stelle X, Wegen der genannten Ungleichungen ist 
erstens 



und analog 



X< 

n 



und zweitens wegen 



+ 


1 

n — 1 


und 


-^^-<Z 


< 


^1 
n 


+ 


1 


n — 1 


f'y 


<x< '*: 


+ J. 


1 


f 






[1 


♦* l- 


1 

n 






^» - 


- Vfir. 


-l < »» - 


1 












< z < -'*^+^ . 











Ist hierauf eine beliebig kleine Grofse d vorgelegt; und wählt man v 

der Bedingung gemäfs -, <*, so fällt das Intervall von — ^ bis 

fy n* 

--—- , in welchem die y Werthe die obere Grenze G haben, ganz in 



ti 



die Umgebung d der Stelle x' = X oder innerhalb des Intervalles von 
X — d bis X -{- d] also in der That ist die obere Grenze der y Werthe 
in beliebig kleiner Umgebung der Stelle x' =- X immer noch G. 

Ist der x' = X entsprechende y -Werth genau gleich G, so heifst 
die obere Grenze das Maximum der Gröfse y, und g heifst in dem 
analogen Falle das Minimum. 

Da die Grenzen unendlich vieler Gröfsen nicht zu diesen letzteren 
gehören müssen, ist nicht nothwendig, dafs eine Gröfse y den Maxi- 
mal- und Minimalwerth erreicht, wir können nur behaupten; dafs sie 
denselben beliebig nahe kommt. 

Nun ist auch der Satz verständlich: Wenn die Werthe y einer 
Gröfse K beliebig nahe kommen, so existirt mindestens eine Stelle 
derart, dafs in deren nächster Umgebung Stellen x' liegen; denen der 
Gröfse K beliebig nahe kommende y -Werthe entsprechen. — 

Jetzt wollen wir Gröfsen y namhaft machen, welche einem Werthe 
K und ihren Grenzen G und y nicht blos beliebig nahe kommen, son- 
dern diese Werthe wirklich annehmen. 
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} Existirt in dem Bereiche der Variabein x ein solches Gebiet (A), 
t nach Anii&hme einer beliebig kleinen Grölse ä für jeile Stelle 2^, 
Bchalb (A) eine üuigebung r„ anzugeben ist, die nur Stellen x' 
hül, deren zugeböri<;e Werthe j/' die Uediiiguug 
l!/' -Pul = !/■(*') -/■WK* 
erHlllen, so heifst y eine in dem Gebiete {A) von x abhängige, stetig 
verUtulerlicIie GrÖfse, 

Ebenso heilst eine von n Variabeln x,, j:,, . . . x, abhängige Gröfse 
y in einem continuirlicben Bereiche (A) stetig veränderlich, wenn nach 
Aunahme einer beliebig kleinen [joaitiven Grijfse S filr jede Stelle (x'-°*) 
innerhalb [A) eine solche Umgebung angegeben werden kann, dafa für 
alle Stellen (^") dieser Umgebung der absolute Betrag 

I /■(!,»>, x/> . . .X."') -/■(a:/»'. Xä"». , .x^m)\ < tf 
wird. 

Ist nun y eine für jeden Werth x eines Intervalles (^1) der (wieder 
TBellen) Variaboln stetig veränderliche, endliche (iröfse, die für alle 
VVerthe einachliefslich der Grenzstelleii des Bereiches 

{x=a, x = b = a-\-d) 
definirt ist, so erreicht y für einen bestimmten Werth X die ohere 
Grenee G. 

Thcilt man das Intervall in der früheren Weise ab, inid nennt 
die Endpunkte der nu fein an derlei gen den Intervalle 

«,, ii,; n,, h-i; . . . .a.y h,y .... 
so kommt man entweder auf eine Stelle, bei welcher der Werth von 
j gleich G ist, und dann ist die Behauptung erwiesen, oder der Thei- 
langsprocefs ist unbegrenzt fortsetzbar. Dann iletiniren die Grenz- 
stellen der Puukttnengeu : 

a^■, a, , . ■ a,, . . . 
6,, 6j. ..6., ... 
MB Stelle X und für diese ist f{X) = G. Wäre nämlich /(X) um 
ß endliche Gröfse V von G verschieden, also 

f{X) = G^k, 
[Bniite y an der Stelle X nicht stetig sein.*) 
In der That kann man für die stetig veränderliche Gröfse y nach 
ttahme einer beliebig kleinen Gröfse S eine Umgebung der Stelle X 
D tnsGndig machen, dafs für jede Stelle dieser Umgebung 
(,x =X-l,z=X + i) 

\fir-) - ax)\< ä 

In das Intervall von X — 5 bis X + t fallt aber ein Intervall 
^■1 Vatgleiche Berret 1. c. 
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voD fl, bis 6, nnd zu diesem geboren j/ Wfirthe, die vod G beliebi 
wenig abweichen. Setzt man also 

fix-) ~a-,, 

WO h beliebig klein ist, so mufs auch 

sein, und das ist unmöglich, wenn S und c beliebig klein sind. 
muTa jt = setzen und damit folgt 

AX) = G, 

d. h. die innerhalb eines Intemalles von x ^ a 6is ^ = i einsMiefi 
Hdi äkscr Grenzen stdiye und enilliclm GrBfsc y errcicJd die oltt. 
Qrenec, sie hat ein Maximum utul ebenso ein Minimitnt. 

Besitzt ferner y an den innerhalb des Intervalles liegenden Stelle] 
Xf und 3;^ die bestimmten (endlichen) Werthe f[x,) und f{Xj), so kani 
man in gleicher Weise zeigen, dals y fßr die innerhalb des Theübti 
reiches von ic, bis x-^ gelegenen Stellen jeden Werth annimmt, de 
zwischen /(z,) und f\x^) gelegen ist. 

Die stetig veränderliche Gröfae y = f{x) Überspringt denma< 
keinen innerhalb ihres Werthbereiches liegenden Werth, i 
tinuirlich. 

Dieselben Betrachtungen lassen sich durchführen, wenn man eine 
GrölsB y mit n reellen Veränderlichen ar, , Xj,...Xn so verbunden 
denkt, dals jeder Stelle eines zusammenhängenden Bereiches der nfac 
ausgedehnten iUaunichfaltigkeit (einscblierslich der Grenzen) bestjmmii 
reelle Werthe von y zugehören. 

Uieae WerÜie haben eine obere und untere Grenze. Im Innei 
oder auf der Begrenzung des genannten Bereiches der Variabein gitij 
es eine Stelle (o) derart, dal's die Werthe von y, welche den St«lle| 
aus einer beliebig kleinen Umgebung von (a) zugehören, der obere 
Grenze beliebig nahe kommen, und diese Grenze wird erreicht, i 
y eine stetig veränderliche Grölse ist. — 

ludern wir bemerken, dal's die in einem Intervall der reellen Va^ 
rialilen x endliche reelle und stetig veränderliche Gröfse y = f{x) , 
einer Stelle x' des Intervalles denjenigen Werth hat, welcher 
Grenze der (den nach x' convergir enden Variabelnwerthen zugehörigen^ 
y Werthe bildet, und umgekehrt eine üröl'se y in einem Intervalle daj 
stetig zu nennen ist, wenn sie diese Eigenschaft hat, weil man i 
Annahme einer Gröfae S' stets eine Umgebung von x' so finden kann^ 
dafs för alle Stellen x derselben 

wird und die genannte Umgebung nach Wahl einer GrÖfse d auch l 
zu bestimmen ist, dals für jedes x' des ganzen lutervalles dieselU 
Ungleichung besteht: 
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iftj) - rti-)i < i, 

Wioigt leicht dar nachstehende Satz: 

Wenn die Werthe einer von x abhäugigeu rellen stets posi- 
ftiven Grölae y bei zuDehmeudem positiven x selbst wachsen oder 
Labuehmen uud in der einfach unendlichen Mannichfaltigkeit einen 
■■Ton den Stellen A und B begrenzten continuirlichen Bereich cod- 
rrtituiren , ao ist j/ stetig veränderlich. 

J nehme y mit x zu und x, und Xj seien zwei Werthe von x, denen 
y, cnd yj zugehören; ferner sei x, < x^ und deshalb y, <yj. Be- 
zeichnet dann x' einen in dem Intervall von x, bis Xj liegenden Werth, 
so wird das zugehörige y' zwischen y, und y^ liegen. Umgekehrt ge- 
hört der zwischen j/, und j/^ liegende y-Werth zu einem Werthe af.| 
des Bereiches mit den Greuzstellen :r, und x... — y, und y^ bilden* 
deshalb die untere und obere Grenze der Wertlio y Sär x > x, resp. 
X < ij, d. h. y, ist die Grenze der Werthe y, wenn das in dem Inter- 
?&tle von Xf bis x^ liegende x nach der Stelle x, convergirt und y, 
die Grenze der Werthe y, wenn j; nach Xj convergirt, aber dann hat 
y an einer beliebigen Stelle x„ des Bereiches von x denjenigen Werth 
Vb, für weichen \y — y,,] zugleich mit \x — x^\ unendlich klein wird, 
dean wie nahe an i/g auch y ^ y^ gewählt werde, es gibt unter den 
luden Stellen der Umgebung von x^ gehörigen j/-Werthen stets einen 
mit y^ zusammenfallenden oder zwischen y,,' und y„ gelegenen Werth. 
Üarnaeh ist y auch stetig veränderlich, ^ 

Daran schliol'sßn wir endlich eliie Untersuchung über die von einer 
'tetig veränderlichen compleien Gröl'se x abhängige stetig veränder- 
liche Gröfse y = f{x). 

Wir sagen: y ist in der Dmtjebung einer Stelle a;„ stetig verän- 
derlich, wenn nach Angabe einer beliebig kleinen Gröfse ö„ eine solche 
Umgebung gefunden werden kann, dals für jede Stelle x' derselben 

I /■(«■)-««.)!< 4.. 

Ist hierauf y in einem continuirlichen, zweifach ausgedehnten Be- 
reiche (A) definirt und wissen wir, dal's sie in der Umgebung jeder 
titelle Xf,, die im Innern oder auf der Grenze eines dem Continuum 
\A) angebörigen endlichen Bereiches {A') liegt, stetig veränderlich ist, 
80 läfst sich zeigen, dafs y auch in dem ganzen Bereiche I^A') stetig 
iä, d. h. man kann nach Annahme einer Gröfse d für jede Stelle x^ 
rine solche Umgebung ermitteln, dafs für alle Stellen derselben 

ninl. 

Erinnern wir uns, auf welche Weise ein zusammenhängender Be- 
reich (A) definirt war, so können wir die folgenden Erw^ungen an- 
itelUu: Sind a und b zwei Stellen innerhalb des Bereiches (A), toü 
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denen h in der Umgebung R der Stelle a Hegt, und ist jß der Radius 
der bis an eine Stelle der Begrenzung von (Ä) hinanreichenden, dem 
Bereiche {Ä) angehörigen Umgebung von a, und bezeichnet d den 
absoluten Betrag | b — a | , d. h. den Abstand der beiden Stellen, 
so kann der Radius i2| der bis an eine Stelle der Begrenzung von {A) 
hinanreichenden und {A) angehörigen Umgebung von b nicht kleiner 

sein als R — d, Ist d < — und darnach i?, > -^, so liegt a wieder 

in der Umgebung R^ von b. Es mufs umgekehrt 

R > R^- d 

sein und es folgt, dafs die Gröfse iJ, zwischen den Grenzen 

jRj — d und R -{- d 
liegt.*) 

Beachten wir jetzt, dafs sich der Radius R der bis an eine Stelle 
der Begrenzung von (A) hinaureichenden und dem Bereiche {A) an- 
gehörigen Umgebung einer Stelle a dieses Bereiches bei stetiger Än- 
derung von a selbst stetig ändert — wie die letzten Sätze leicht er- 
kennen lassen — , so folgt, dafs die untere Grenze Rq derjenigen 
Werthe jß, welche der Halbmesser für die innerhalb und auf der Be- 
grenzung von {A') liegenden Stellen annehmen kann, mindestens an 
einer Stelle erreicht wird und Rq nicht Null sein kann. Theilen wir 
den Bereich (A') so in eine endliche Anzahl von Bereichen, dafs der 
Abstand irgend zweier einem Theilbereich entnommenen Stellen kleiner 
ist als Rq, so liegt jeder Theilbereich in der Umgebung Rq einer in 
demselben willkürlich gewählten Stelle x\ 

Die an jeder Stelle von {A') stetig veränderliche Gröfse y ist auch 
in dem ganzen Bereich stetig, denn nach Angabe einer Gröfse d genügt 
offenbar ein endlicher Theilungsprocefs an den gewonnenen Bereichen 
zur Herstellung neuer, für die \f(x) —f{Ji^o)\ < * wird. Würde nämlich 
nur eine unendliche Anzahl neuer Theilungen zum Ziele führen können, 
so müfste der schliefsliclie Bereich um eine Stelle Xq kleiner werden 
als jeder beliebig kleine Bereich. Nun war aber vorausgesetzt, dafs 
sich eine endliche, wenn auch noch so kleine Umgebung von Xq finden 
läfst, wo \f{x) — f(xQ)\ < Öqj und darum ist unsere Behauptung er- 
wiesen. 



*) Weierstrafs, Abhandlungen aus der Functionenlehre S. 72. 
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^^^^"^ II. Abschuitt. 

^^■louale ganze und ii;t;li rochen« Pniu-tionen einer utid mehrerer 
^^1 Variiibelii. 

^^r § 18. Bationale ganze Functionen eiuor Variabeln. 

Nach Jieaeu Vorbereitungen , durch die der Begriff der veränder- 
lichen Urlirtie featgestellt wurde, g;ehen wir zu den schon oben defi- 
oirien algebraischen Functionen zurück, von denen uns zunächst die ii 
rattonak yume Fundion einer unbeschränM vcränderliciien (com^ßexm)% 
Grifse x beschäftigen soll. 

Urdüen wir diese ganze Function nach den ganzzahligen Potenzen 
der Variabein, so erhält sie die Gestalt 

ajl" + a,iC"-' -|- . . . -J. ün-lX -f (in- 

Sie bt eine für jeden endlichen Werth der Varia belli beatimnite Grolse 
Jf, die wir wieder mit f{r) bezeichnen. Die Variable heifst (las Ar- 
gument der Function und nach dem liikhBten Potenzexponeuteu n des ■ 
Argumentes nennt man die Function vom n'"" Grade, so daTs die ganza 1 
Function nullten Grades eine Gonstante ist und die ganze Fitnctioa 
ersten Grades (oder die lineare Function) Jie Form «„x + »i erhält. 

Die Beschaffenheit der ganzen Function irgend eines Grades, 
welcher zufolgu der £utstehung der Function durch eine endliche Än- 
ahl arithmetischer Operationen endlich sein mnfs, werden wir beur- 
tluileti köDBen, weau wir die Frage, ob und für welche Werthe des 
Argumentes die ganze Function einen bestimmt vorgegebenen Werth 
a annimmt, zu beantworten im Staude sind. Die erste Frage, ob 
^^fix) einen bestimmten Werth annehmen kann, werden wir dahin 
«perialisiren , dafs wir ftlr den Werth a die Null wählen, denn die 
Bestimmung von Wertheu x, welche der Gleichung f{x) ^ a ge- 
uQgen, kommt auf die Ermittelung derjenigen Werthe zurück, welche 
Jie ganze Function f\x) — o zu Null macheu. Es ist also nachzu- 
sehen, ob jede ganze Function für gewisse Werthe des Argumentes 
Teischwiudet, dann nimmt sie auch jeden endlichen Werth a an. 

Es wird aber ferner zu untersuchen sein, ob die ganze Function 
fix) eine stetig veränderliche Gröfse ist, und üb einem Continunm | 
Ton X Werthen ein Continunm von Werthen y entspricht. 

Wir nehmen vorerst au, dafs Zahlengröl'sen existiren, fUr welche 

' f{*) Terschwindet — sie heil'sen Ntdlstdlen von f{x) oder Wtiriseln 

ill^Okichung f[i') ^0 — und stellen die Beziehungen derselben zu 



k 
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der ganzen Function fest; schicken aber noch folgende Definition 
voraus: Wenn sich f{x) als Produd eweier ganzer Ftmctionen von x 
darstellen läfst^ so heifst jeder Factor ein algebraiscJher Theäer von f(x). 

Darnach ist jede ganze Function nullten Grades Theiler jeder 
ganzen Function, denn der Quotient von f(x) und einer Constanten 
ist wieder eine ganze Function. Von diesem Theiler sehen wir ab, 
gerade wie wir bei den ganzen Zahlen den selbstverständlichen Theiler 
Eins aufser Acht gelassen , d.h. nicht als Theiler bezeichnet haben. 

Wenn die Function f{x) den Theiler ersten Grades a^x + a^ be- 
sitzt, verschwindet f{x) für die Wurzel der Gleichung a^a? + «i =» 0. 

Die letzte Gleichung hat nur eine Wurzel a;, «= — ^, denn wäre 

Oq a?, + «1 = und a^x^ -|- «^ = 0, 

so müfste das Product ao(a;i~a;i') verschwinden, ohne da(s ein Factor 
Null wäre. 

Bringt man a^^ + ^i *^ ^^^ Form a^^x — x^^ so ist auch diese 
Function ein Theiler von f{x)y und offenbar f{x^ = 0. 

Wenn umgekehrt die Gleichung f(x)^»0 die Wurzel x =^ x^ be- 
sitzt ^ so ist f{x) durch x — a;, tJieilbar. 

Setzt man au Stelle der Variabein x irgend eine andere y und 
bildet die Formel 

fX^)-f{y) - «o(^-y") + «t(^"-*-!r-0+ • • • +a^i{x^y), 
so ist a: — y ein Factor von f{x)—f{y)^ denn in 

/•(a^)-/-(y) - (^-y)-[«.."li;"+«. ^;'rj''"' + • • • +«.-»|£-j] 

lulst sich jeder Ausdruck ---~ ^- auf die Form 

x*-* + x'^^y -f. ... 4- a:y*-* + y* 

bringen, wenn nur y von x verschieden ist, was festgesetzt werden 
mag. Erthoilt man nach dieser Umgestaltung, durch welche f(x) — f(y) 
die Form (-r— y).9)i(a:,y) erhält, worin SPii^fV) ^^^ ganze Function 
von X und y bezeichnet , y den Werth x, , so entsteht die Formel 

Du 9^1 (^.r, A\) oino guuzo Function von x ist, so ist die verlangte Dar- 
stellung von f{x) als Product zweier Theiler erwiesen. 

Dor Cirud von g>ii,.r, .i',) ist der ^^« — 1)** und x^* hat den Coef- 
ticionton <i^, llositzt die Ciloichung /*(x)«aO noch eine zweite von Xj 
vorschioileno Wurzel .r,, so muls in 

noihwondig fp, (.r,, x^) vorsohwiuden. Dann lulst die ganze Function 
von .r <ril«*^>*^*0 oiuo ZorK^gung in das rnnhict von (a* — Xj) und einer 
guur.ou l«\inotion 9^, (a*, x, , a**"^ zu, und i^ wird 
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f(x) — (a; — a:,) {x - Xj) 9., («, x, , a;,). 
I fiberzeagt sich leiebt, dara <Pi{x , x^ , x,) als Function von x vom 
^ — 2)'" Grade ist und die Potenz ^— * wiederum den Coefficienten 
(Ig aufweist. 

Mau zeigt durch „den ädiluls von v auf v -\- {", data dieser Be- 
weisgaug fortzusetzen ist, d.h. angenommen, die Uteicbung /'(s:) = 
habe v Wurzeln s,, Xj,...x, und dieser entspreche eine Darstellung 

f(x) = {X -X,) {X—Xi) . . . (x — Xy).(p,(X, Xi,X^,... Xy), 

wo ip, eiue ganze Function (n — v)''" ürades ist, in der der Coefficicnt 
der höchsten Potenz «„ ist, so gibt es in dem Falle einer {v -j- I)'™ 
Wurael x^+i eine /erlegang 

fix) = (x — Xi) (x^Xj). .. (a: — x,) (a;— a:^-!) q^n-iC*»*!) ^-n- ■ -^v+i), 
wo die nach abnehmenden Potenzen geordnet« ganze Function von x 
9,+i mit dem (iliede 0^3;""'*+'' beginnt. 
In der That soll 
/(x^-i) = Oc.,+, — a:,) {x^i - 2) . . . {Xy+i -X,) 9>,(i,+i, x^,x^,... Xy) 

verschwinden, so muL's ip,(x, Xi, x^, x,) fUr ar-s 2,4.1 Null sein imd 

kann darum in das Product von (x — Xy) und einer ganzen Function 
dea Argumentes x <p,+i{x, x^, Xj, . . . x,^i) zerlegt werden, üas An- 
faogsglied wird das bezeichnete. 

indem aus der Annahme, dals die in Bede stehende Zerlegung 
von f{x) im Falle von v Wurzeln gilt, die gleichartige Zerlegung bei 
» + \ Wurzeln gefolgert werden kann, gilt dieselbe, welches auch 
die Anzahl der Wurzeln ist, denn die Darstellungen 

f(x) = [x — Xj).tpf{T, a'i) => (.r — I,} (x — a;^).5!Pj(3:, x,, x^) 
worden bewiesen; nur kann nicht angenommen werden, dafs die Aji- 
lahl der Wurzeln einer Gleichung n"° Grades grofaer als n sei. Falls 
p =i ti gesetzt wird , ist 

f(x) = (a;-j:,) (x-x,)... {x — Xn).<p^{x, a:,, a;„ ...x,) 
und die ganze Function 9?, besitzt das Anfangsglied n„a;''~'' = a^xf 
= a^. Besäfse die Gleichung f{x) ^0 noch eine von den früheren 
verschiedene Wurzel Xn+i, so müfste y, = n,, verschwinden und es 
entepmnge eine ganze Function 

0,3?'"'' + 0,3?"-* + ■ ■ • + «,, 
die für n Werthe x,, Xj,...x„ verschwindet. Zerlegen wir dieselbe 
in das Product 

a, (x — a;,) (a; — x^) . . . {x — x^-i), 
^^p wird ersichtlich, dafs dieses nur für x = x„ Null sein kann, wenn 
^HhNnll ist, nnd die ganze i^'unctiou 

K^ i 
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rscbwiudeui^l 
I vou n aufi 



muls nun noch fBr die n— ! Werthe x^, j:,,...a;„_i verscbwiudeui 
Ea fulgt wieder a^^O, und indem mau durch don ScLlufs v 
n -|- 1 fortgeht, erfährt man , dafa alle Coefficienten von f{x) NuUj 
Boiu müssen, wenn die Gleichung f\x) =^0 (n + 1) Wurzeln haben 
soll. Demnach kann eine algebraische Gleidiu/ny n'" Grades f{x) = 
nicht vtehr als n Wareein hesileen, und verschwindet eiue gauza 
Function n"" Grades für » -f- 1 von einander verschiedene Werthe 
des Argumentes, so sind sämmtliche CoefEcienten der Function Null 
und f'{x) = ist für jeden Werth x erfüllt. 

Der zweite dieser Sätze soll eine wichtige Verwendung finden, 
indem wir zeigen, dafs die Coefticienten gleich hoher Potenzen zweier 
für heliebige Var iahe In wert he übereinstimmende ganze Functionen 
einander gleich sein müssen. 

Die beiden Functionen seien von dem n'"" resp, m''" Grade und 
es sei M 5^ m, etwa n = wi + v; sie heilsen 

f'(x) = a^x^ + üiX'-' + - ■ ■ + ün-iX ■+■ ([„ 

gix) = &„j."" + h,x'"-^ + ■ ■ ■ + ^».-1^+ b,n . 

Dann soll der Yuraussetzung gemäTs die ganze Function n'"" Gradesr 

für beliebige also auch für (n -|- 1) bestimmte aber von einander vei^ 
Bcbiedene Werthe der Variabein verschwinden. Dazu mufs 
a„ ^ Ol ^ ■ - ■ ^ M.-i ^ 0, fl^ — ii|, = 0, 
«H-i — 6| = 0, . . . «„ — h„. = 
sein und der Satz leuchtet ein. 

Ist von zwei ganzen Functionen keine von höherem als dem «*" 
Grade, su kann man auch sagen: Diese Functionen sind identisch 
gleich, wenn sie für (» -|- 1) Arguments werthe dieselben Werthe an? 
nehmen. 

Ferner besteht der Satz: Läfst sich eine ganze Function in dag 
Product zweier oder mehrerer ganzer Functionen zerlegen, so ist die 
Summe der Gradzahlen der Factoren gleich dem Grade der gegebenen 
Function und die Coefticienten gleichnamiger Potenzen der ursprüng- 
lichen Function und des Pruductes sind gleich. 

Die unter der Voraussetzung, dal's eine Gleichung n'"" Gradea 

/■(a;)=0 n Wurzeln habe, gewonnene Darstellung der ganzen Function 

f{x) durch das Product von n Factoren ersten Grades uud dem üuef- 

. ticienteu der höchsten Potenz x": 

f(x) = «„ lJ(x - .-.) 

kauu man offenbar auch aus der Autiahuie ableiten, dal'a jede Gle 



Buttunulo 1,'uuzu u. ßL-br. Fiiiiutioiieu viuer u. uielicerär Viuiubelii. HQ 

lUg iniudeäteiis eine Wurzel besitaa. Wie mau ater auch die Zer- 
^ng in Factorsu erstell Grades ausfuhren mag, sie ist nur auf eine 
Weise möglich, weiiii sie überhaupt i'xistirt. 
Ist nämlich auch 



l\xj . 



= Yhp-^-1')' 



iWo p, und q. (Junstauten bezeichneu, so mufs vor Allem 

■bi, und wenn a„ nicht verschwindet, darf keiuo der Gröl'scu ;», Null 
Setzt man nunmehr 

r(x, = „„./7(._|.), 

i verscliwindet /"((c) nicht blos an den Stellen — ^ (v =a l,2.,,n), 

Indern auch an den Stellen I^,x.^, . . .x„. Diese Werthereihen rnüasen 
ich den früheren Sätzen übereinstimmen. 

Nenueo wir Frimfactor eine ganze Function ersten Grades, welche 
rar für einen Werth der Variabelu verschwindet oder nur eine NuU- 
3 hat, so köuneu wir das dem Satze : Eine zusammengesetzte Zahl 
1 nur auf eine einzige Art iu das Product von Primzahlen zerlegt 
Verden, analoge Theorem für die ganze Function fulgeudermafseu aus- 
precben : 

Eine ganze Function kann }iöcliskns auf eine Art in das Fro- 
duct von Frimfadoren eerlegl werden. 
lü dieser Zerlegung können einige Primfactoren öfter auftreten, dauii 
rhält f{x) die Form 



rw = 



!„ {x — x^)- (x — x,)-^ ...{x — i„0""' , 

I die ganzen Zahlen tii , n.^ , . . . n», die Summe n besitzen. Hier heifst 

I np'facltü NiiÜstMc der Function t'(j:), denn n^ Wurzeln der 
«ichung /■(») = sind yleich x^ . 
Aas der angenommenen Zerlegung der ganzen Function 



f{< 



:«,fJ(l-I.) 



üt hervor, dal'a man die Coefficieuteu der Function ~ f{x] durch 
rationale Ausdrücke iu den Wurzeln x, , j;, ,...£, darsteilen 
Die Ausführung der Multiplicatiou und der Vergleich der Co- 
Scieuten gleichnamiger Potenzeu in — f{x) und / / (■^ — J^») ergibt 
's Beziehungen: 
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v = l 



2 = 22'''' ^' 






^v(M) 



•— = ( IfX^x.^ . . . a?», 

wo die a-fache Summe in dem Ausdruck für -^ über alle Producte 

von je ^ verschiedenen der n Elemente o;, , o?] , . . . o;» , oder wie man 
sagt über alle Combinationen ^i^""^ Glasse auszudehnen ist"^) Die An- 
zahl solcher Verbindungen ist bekanntlich gleich: 

n (n - 1) (n — 2) . . . (n — ft + 1) 
1.2.3... |!t 

oder, wenn man für das Product 1.2.3...m das Zeichen m! einführt 
(gelesen m Facultat), gleich: 

n! 

Will man diese Bezeichnung auch in dem Falle benützen , wo ^ «^ n 
ist, so mufs man (w — w)! = 1 festsetzen. 

Man sieht jetzt; dafs eine ganze Function n^*"" Grades der Form 
q>{x) = a^ -}- a,a;"""* -j- . . . -|_ Un^iX + «» 
unzweideutig zu bestimmen ist, wenn festgesetzt wird, dafs <p{x) die 
Nullstellen §|, ^2'**-^» besitze. Die Coefficienteu a^ sind die ange- 
gebenen Ausdrücke: 

«/i = (— ^y^^v S/- . . . ^v(f^) (^ = 1 , 2 . . . n). 

Sind allgemein die Werthe angegeben , welche eine ganze Func- 
tion w**^" Grades für w + 1 bestimmte Argumentwerthe annimmt , so 
ist die ganze Function auch vollkommen bestimmt , denn man kann 
ihre üoefficienten nach einer endlichen Anzahl von Rechnungsopera- 
tionen finden. 

In der That: sind die den Werthen a; = Sj; l2> • • • Sn+i zugeord- 
neten Functionswerthe 

*) Zum Beweise wende man den Schiars von n aaf n -|- 1 an. 
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W. 



-{v-i)(g-£,-H 



■-(^-i.>4-i) 



di^euige ganze Function n'" Grades von x, welche an ileu bezeich- 
ueten Stellen 5^ die vorgegebenen Werthe ij, erhült, denn in der wr- 
steheiideu Summe ist der Factor von ij, für x=> '^, )^Ieicli Eins und 
der Factor von »j» verschwiudet an dieser Stelle, 

Diese Formel lieifst die Lafjrang^scJie Intci'pQlationsformel. 

Diejenige ganze Function »"" Grades, welche die w-facbe Nnll- 
stelle x^% besitzt und für a = den Werth i; = (— Ij'fi" annimmt, 
erhält non die Grestalt 

sie ist die, n'" Potenz eines Binoms (:c — |), die wir mit Hilfe der 
obigen Ausdrücke für die Coefficieoten der ganzen Functiou nach Po- 
tenzen von X ordnen können. 

Setzt man in diesen Ausdrücken 2, =x!j »i. . . ^j;*^!, so wird 



'(-ly- 



Da aber /"(O) = o, den Werth ( 

Bezeichnet man die Zablencoefficienten 



und specieU — = 
- 1)" 6" haben soll , 



ist «„ =■ 1, 



nit { " 1 oder n^ , 
ait ( n ) '^'^^'^ "ü *)) 



ind naeli Vertauschung von | mit - 

Mit Hilfe dieser Dar^ttillung der n"° Potenz eines Üinoms oder d 
igenannten binomischen Lehrsatzes, den man unabhängig von d 



-i entsteht die Formel 



*) Für dio zufolge ibrer Definition durch 



■ einfacbe Oesets 



«) = (:)=■ 
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Zerlegung der gauzeu Function in ein Product von Primfactoren durch 
den Schlufs von n auf n 4- 1 beweisen kann, wollen wir jetzt den 
Werth von /"(^ + Ä) bestimmen, wenn 

f{x) = a^x"" + o^x^"^ + • • • + fl» 
gegeben ist. 

Es wird offenbar: 

fix + Ä) =2«^ jor»- + ("* 7 '')x-^-^h + . . . 



v= 



+(»;-)..-.-,»- +...+(»1 :)».-! 

und wenn man die Summe nach Potenzen von x ordnet: 

fix + h) =2'^' 1(")«0Ä"-' + ("7 ^)«,Ä'-'-' + • • • 



v=Ü 



Wir schreiben den Goefficienten von x^ in der entwickelten Form: 

-j, |w(M-l)-.(n— i/+l)aoA''-''+(w--l)(w -2)-.(m - t/)a, /*"-•'-* + •. 
+ (w — ft)(n — /lA — 1) • • • (n — /lA -i/ + l)a^ /*»-•'-''+ . • • 

bezeichnen diese ganze Function von h mit , /'^»> (A) und bemerken, 
dafs f^^^Qi) aus der Function 

/•(v-i)(Ä) = w (w — 1) . . . (w — 1/ + 2) aoA-'-'+i 

+ (w — 1) (n — 2) . . . (w — 1/ + 1) a, A"-" -f- . . . 
• + (n — ft) (w — /x+l)...(w— ft — 1/ + 2) a^ /*'•-»' -^+» + • • • 

+ v! an-vÄ + (^ — !)• ««-f-i 
hervorgeht, wenn man an Stelle jeder Potenz k" mh"*-^ und an Stelle 
von Hq Null setzt. 

Man nennt /"^"K*) ^^e v^® Ableitung der Function /"(A), indem auch 
die erste dieser Functionen 

/•(i)(Ä) = na,h-' + (w - 1) a,Ä--^ + • • • + 2a«_2Ä + ««_! 

nach derselben Regel aus f(h) entspringt. 

Üie 1/^« Ableitung ist offenbar die (i^*" von Z'^" -''>(*), und die 
(,j -f- 1)*« und jede folgende Ableitung der ganzen Function n^«« Gra- 
des f{h) ist Null, denn es gilt die Formel: 

/•(«)(Ä) = w!ao. 

Führt man die neu detinirten Functionen in den letzten Ausdruck für 
f{x + h) ein , so erhält man die Darstellung 
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oder uach Vertäueclmng der l3uchsUbeii x und k 

nx+k)-rM+f'"(.'}j+r"i.')Y. + ■■■ + /"'Wir- 

Setzt man an Stelle von x den Werth x,, für h den Wertli j — a;, 
ein, so folgt ilie Formel 

/■(i) - /■(«,) + /'"(>■,) -=^' + P'(«,)''^-p'''H \-l"{z,>'-',f' , 

die ersichtlich mucht, ilalti eine ganze Function n"'" (iriules auch voll- 
koniuieu btiMtiuinit ist, sobald man ihren Werth und den ihrer n Ab- 
leitungen /'*'(-^) ^f einer Stelle x, kennt. 

Beuchtet man, dafs eine ganze Function n'"" UradeH ohne i-in 
¥un X freies Olied 

g{x) = «._,x + a^,x- H f- a„X' 

in der Umgebung der Ötelle a: = stetig veränderlich ist, indem nach 
fiximug einer puaittven ürölae «, die gröl^r ist als jeder der abso- 
luten Beträge |q:,|, i-i«-W 

wird und nun nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Gröfse 
d eine Urofse ? so bestimmt werden kann, dais för jede Stelle der 
durch die Bedingung ::c| < (> dcfiiiirten Umgebung von Null, 

so erhellt leicht, dnl's eine beliebige ganze b'uuclion f(x) in der Um- 
gebung jeder endlichen Stelle x, stetig ist. 

Man kann nämlich nach Angabe einer Gröfse S eine Umgebung 
ff dieser Stelle so finden, dafs der absolute Betrag 

! w«) -fM I - 1 /-'"(x,) '-^' + /■"'(»,) "-ir- + • ■ ■ + /■'•'('.) '"^1 

f&r jede Stelle x dieser Umgebimg kleiner wird als d. Dazu ist nur 
nothvrendig, dafa man eine positive Grüläe k angeben kann, die gröfser 
ist als jeder der absoluten Beträge {/^'''(X|)|, uud das nird wieder mög- 
lieh sein , wenn keiner der Coefficienten n, von f\x) und | x, \ nicht 
tmendlich ist. 

Damach ist die ganse Tundion (mit endlichen Coefficieoten) an 
\ jeder Stelle des endlichen Bereicftes der Variabein und auch in dem 
ganten endHdien Bereiche stetig. 

Wenn damit auch l'cstgeBt«llt ist, dafs die ganze Function in hin- 
reichend kleiner Umgebung einer Stelle a:, nur Werthe annimmt, deren 
paarweis gebildete DiHereni; dem absoluten Betrage nach beliebig klein 
ist, so wissen wir noch nicht, ob die Function continuirlich ist, d. h. 
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es ist noch nicht nachgewiesen, dafs y=f{x) jeden Werth, der in 
der nächsten Umgebung einer Stelle yi=f{x^ Hegt, bei unendlich 
kleinen Änderungen der Variabein annimmt. — 

Um der Frage nach der Continuitat näher zu kommen, wollen 
wir uns vorerst über die Frage nach den Nullstellen der ganzen Func- 
tion orientireu und stellen zunächst die folgenden Betrachtungen an: 

Es bestehen die Sätze:*) 

1) Für den absoluten Betrag | a; | = 5 kann man einen Werth r 
so angeben y dafs für alle der Bedingung |ic| ^^ genügenden Werthe 
der Variabein der absolute Betrag einer ganzen Function f{x) gröfser 
wird als eine vorgegebene Gröfse g. Es sei 

f{x) = a^x"" + a,a:"-* H • + «- 

_^^(,+j±+^j,+...+^^), 

dann wird 

\f{x)\ < laoo;»! • 1 1 + -^ - H h "** A 

Bezeichnet man den gröfsten Werth unter den absoluten Betragen 

mit aj HO liegt der absolute Betrag von f(x) für diejenigen x 
Werthe, deren Betrag |a;| = 5 ist, wegen der Ungleichung 

zwischen den Grofsen: 



an 



Macht man hierauf t~i dadurch kleiner oder gleich der beliebig klei- 
nen positiven Gröfse d, dafs man 

\x\ = i> "+^ 



setzt, so liegt der besagte absolute Betrag von f{x) zwischen den 

Werthen 

|«olS"(l-*) und \a,\l-{\ + d). 

Wählt man schh'efslich |a;| = r noch der Bedingung 

entsprechend, so wird \f{x)\ für alle rr, deren Betrag \x\^ r ist, auch 
grofser als g. 

2) Für ein x^ dessen absoluter Betrag grofser ist als jede angeb- 
bare Gröfse, wird femer \f{x)\ wegen der Ungleichung 

\m\>\a,\\^\{l-d) 
unendlich grofs. 

*) Vergl. Serret, Höhere Algebra Bd. 1. 
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3) Es leuchtet auch ein, dafs mun der Varinbelu x üteU Werthe 
flehen kann, l'iir die der absolute Betrag desjenigen Glieden der gan- 
zen Function, welches die hÖuhxte Potenz von x enthält, den iibso- 
luteu Betrag der äuratne der übrigen Glieder Hbertrifift. 

4) Ist andrerseits eine an der Stelle x^O verschwindende ganze 
Function gegeben 

(/(x) ^ a„x" -\- a,x'~' -\- ■ ■ ■ -\- fi,„ x'" 



„3- (i4._?^j_|_ . 



■ + 



so kann mau solche Va nabeln werthe x linden, dals der absolute Be- 
trag des üliedes «.„z"" mit der niedrigsten Potenx gröfser wird als der 
absolute Betrag der Hunime der übrigen Glieder. 

Bezeichnet uämlicb « den gröl'sten unter den Werthen — , so 
ist für jeden Werth i3:|< 1 

l°-^'i+l°'v^i+---+i--r-hi4^- 

Bedeutet dann ö eine beliebig kleine Grüfte und wählt man 
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und I 



l-t« 






i liegt \9{x)\ zwischen den Werthen 

|rt„i"|(l — tf) und |a„j*|(l + d), 
woraus die genannte Behauptung hervorgeht. 

5) Dem ersten Hatze steht der folgende gegenüber: Ist f{x) eine 
ganze Function, deren absoluter Betrag uicht verschwindet, wenn man 
X den bestimmten Wertli x, beilegt, so kauu mau in beliebig kleiner 
Umgebung von j-, Öteilen x ^ Xy -^ h ermitteln, so dafs 

l/'(^. + '')l<i/X-^i)l-*) 



/(x,+A) = /"(x,)+/-(x,)^; -f . - ■ +/-<-'K) i-^ . 

doeh der Allgemeinheit wegen setzen wir fest, dnis einige der Ablei- 
tungen von f{x) und zwar die ersten v — 1 verschwinden, dann ist 

fix, + h)- «T,) + /-"(j;,) t"r + ■ • ■ + /■'■'(^i) i" 

und hierin /(j;,} von Null verschieden, da \f{x)\ nicht verschwinden 
sollte , wenn x ^ x^ gesetzt wird. 



') Serret i. o. g 43. 
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Bezeichoet man die endlichen Gröfsen : 

ü f(^ "^*^ f'« = «/. + ^'/^A* (ft = V, 1/ + 1, ...W), 



SO entsteht die Formel 



£^±^ = !+(«. + iß,)h^ +... + («, + iß,)h^ 



und daneben ist: 

f(Xt+h) 



= |1 + (a, + iß,)h- + • • • + («» +i/3«)Ä' 



Es fragt sich nur, ob man h so wählen kann, dafs die rechte Seite 
kleiner als 1 wird. In dem Falle eines negativen a^ kann man gewifs 
einen positiven reellen Werth von h finden, so dafs in 

der absolute Betrag des negativen Gliedes 2a^h^ den der Summe aller 
übrigen unter dem Wurzelzeichen stehenden Glieder, welche h Po- 
tenzen enthalten; übertrifft; und dann wird in der That 

\f{x^ + K)\ <\m)\- 
In den Fällen 

«, > 0; «^ = 0, ß, > 0; a, = 0, ß^ < 0, 

läfst sich der aufgestellte Satz beweisen, wenn man der R«ihe nachGrofsen 
h von beliebig kleinem absoluten Betrage finden kann , für die h* reell 
und negativ, oder h* rein imaginär und positiv respective negativ aus- 
fällt, denn dann sind wir auf den schon behandelten Fall zurück- 
geführt. *) 

Versteht man unter S eine positive reelle Gröfse und setzt 

so mufs man nunmehr fragen, ob man Gröfsen k augeben kann, für 

welche 

/j" = — 1 oder k^ = i oder A;'' = — i 

ist. Ist V zunächst eine ungerade Zahl 2fi -{- l^ so sind 

-1, i-iyi, (-!)"(-») 

Zahlengröfsen der verlangten Art; ist aber veine gerade Zahl 2*(2ft+^)» 
so suche man in den Gleichungen 

erst Werthe für K^', deren (2^+1)^*^ Potenz gleich —1, i, — -i sind. 
Solche Werthe a haben wir eben angegeben, und es handelt sich nur 
mehr um eine x-malige Wiederholung der Aufgabe , aus einer Gröfse 
a die zweite Wurzel zu ziehen, denn ist 



*) Diesen Vorgang benützt Weierstrafs in seinen Vorlesungen. 
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ft'' = o, so wird /i^~' = /ä, Ä;''~* = /f^ö usw. 
Die BestininitiDg uioer Cirölse p -j- iq, deren zweite Potenz gleich a 
'—=«-(-'/' 'sti oiaclit aber keine Schwierigkeit, denn die Gleichimg 

\- eri'ordert nur die Ermittlung zweier reeller Grölseii ji und q aus den 
Gleichungen 

p'-g' = «, 2pq = ß 
Loder den Gleichungen: 

P' - «P' - (I)' - 0. 4' + «s'-(f)'-0. 
Es wird somit: 

.-±/| +/(!)■+((/, . = + /-|+/(f)-+(|)' 

and wir erkennen, daTs die apecielten Gleichungen k'= — 1, i, —i 
stets Wurzeln besitzen. 

Jetzt aber lassen sich in allen möglichen Fällen Werthe (xi -|- A) 
.finden, für die 

in-^, + A)i<iA^,)i, 

und offenbar auch Werthe in beliebig kleiner Umgebung von a;, , denn 
man kann die Gröfse beliebig klein wählen. 

Nach dem ersten Satze wird der absolute Betrag einer gnuzeu 
Function f'(x) für alle einer Bedingung |3;| ^ r gfiniigenden Werthe 
grSrser als eine vorgegebene Grobe g, und nacii dem letzten Theorem 
kann man von jeder die Umgebung r der Stelle x ^ begrenzenden 
Stelle derart in das Innere dieses Bereiches fortschreiten, dafs \f(,x)\ 
immer kleiner und kleiner wird. Uer absulute Betrag |A^)I kann 
nicht unter deu Werth Null herabsinken, kann aber der Null beliebig 
nahe kommen. Wenn \f{x)\ die untere Grenze erreicht, dann besitzt 
die ganze Kuuction f{a:) eine Nullstelle und die Gleichung f{x) = 
bat eine Wurzel. 

Könnten wir nun zeigen, dafs 

l«*)l - 1/(1 + iv)\ - |!>(S. 1) + i*(S, V)\ 
fline Ton den reellen Variabein | und ij abhängige st«tig veränderliche 
'Oröfse ist, oder könuten wir die Stetigkeit einer durch die Gleichung 

e'-{'PM§,»j) + tf'*(5,»!))-=-0 
definirten Gröl'se e beweisen, dann millste \f{x)\ innerhalb des durch 
die Bedingung |3;|<r deünirten Bereiches die untere Grenze Null für 
ein Werthepanr {|, »j) erreichen, und jede ganze Function hat dann 
eine Nullstelle. 

Wir kommen also ani' ein neues Problem, dessen Erledigung wir 
besser verschieben, weil wir später die Existenz der Nullstelle und die 
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Gontinuität der ganzen Function sehr einfach erkennen werden. Es 
mag hier nur noch hervorgehoben werden, dafs man zum Beweise der 
Existenz der Wurzel einer algebraischen Gleichung f{x) «= auch schon 
an dieser Stelle nach einem Verfahren forschen konnte, durch welches 
man eine Werthereihe 

|(.)+i^.) (v=l,2,3...) 

mit der Grenzstelle a:' = g' + *'?' so bestimmt, dafs die zugehörigen 
Functionswerthe mit den absoluten Beträgen: 

eine Elementarreihe constituiren , denn dann würde dem Grenzwerthe 
i' + iri' ein Werth 

zugehören und weil hierin 9 (6', i^O ^^^ ^ (5'; vl einzeln verschwinden 
mülsten, wäre auch 

nt + w) = v (!', v') + »xr, V') = 0, 

und das Verfahren hätte eine Wurzel a;' = 5' + *^' geliefert*) 

§ 19. Gröflster gemeinsamer Theiler zweier ganzer Functionen 

einer Variabein. 

Nachdem wir in der Zerlegung ganzer Zahlen und ganzer Func- 
tionen eine auffallende Übereinstimmung gefunden haben, liegt es 
nahe, die Verwandtschaft der Theorie der ganzen Functionen mit der 
der ganzen Zahlen näher zu verfolgen und vor Allem die Bestimmung 
des gröfsten gemeinsamen Theilers zweier Functionen vom n^^^ und 
i^ten Grade vorzunehmen, d.h. denjenigen algebraischen Theiler zweier 
Functionen zu suchen, welcher den höchsten Grad besitzt. 

Lassen die gegebenen Functionen f{x) und g{x) die Darstellun- 
gen zu: 

f(x) = ao (x — a?,)»' {x — x.^)"^ . , . (x — x^^f" 

g(x) = hQ(x — x^Y^ {x — a;/)'"' . . . (o: - x'„,y 



, ' \W»y 



wo /.w^t' = w und ^.w,.' = m ist, und sind etwa Xa^ x^ . . .x^ ge- 

meinsame Nullstellen und Va, i/^,...t/« die kleineren der zugehörigen 
Exponenten n«, nfi,.,.nx resp. ma, W|j,...m,, so ist offenbar 

{X — XaT"" (X — XßYl* . , .(X — XnT'' 

der gröfste gemeinsame Theiler von f{x) und g{x). 



*) Man sehe Lipschitz' Verfahren in seinem Lehrbache derAnalysis nach. 
Dort sind allerdings die trigonometrischen Functionen benützt, denen wir hier 
bei der Beprodaction des C au chy 'sehen Beweises ausgewichen sind. 
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Es ist leicht, eine nothivemlii/c und Mnrekitenäe Bedingung für die 
Existem einer gemeinsamen üuUsleüe ewcier Functmten: 

f{x) = anX' + n|X"-' + ■ f- o, 

g{x) = bf^x-'" -\- by-j^"-* +■'' + '''» 
aafi^nstelleii. 

Es seien ir,,Xj,...r, die Wuraeln der Gleiclmng /"(a:)=0, dann 
sind durch dieise x Wertlie die folgenden m Uteichungmi 
f{x)-=0, xfix) = (),... x-'-'f ix) =0 
gleichzeitig erfüllt und offenbar auch die n tileichungea 

ffW — y = 0, xg(x) —xy = 0,... x"-^g(x) — x—'y •= l>, 

nenn hierin x und tj der Reihe nach die Werthe x,, x^, x, resp. 

9(^t)r 9{.^i)t ■•■ 9(^0) erhalten. 

B^fst man die (m -]- n) genannten (jleichungen als linear in den 
(»»-{'") I'ötenzen x", x', . . . x'°+'-' auf, so wird die Det«r min ante 
dieses tileichungssjstems 
\ n„, «,,...«,„_!, «,„ , n„.+i, . ..ii^^i, Un ,0 ,...0 




jedesmal Na\ 



der angegebenen Werthe ertheilt. 



Die Determinante selbst ist eine ganze Function m"" üradea 1 
y mit den NullatÄllen y, = g{Xr) {y=\.,2 . . .n). Denken wir die De- 
terminante (P(y) nach Potenzen von y geordnet, so iat das letzte von 
y freie Glied gleich dem Producte von 

{-\Y.g{x,)g{x,)...g{x,) 
und dem Coefficienten von y' d. i. (— l)"«,,"'. Dasselbe Producl kann 
man auch getvinnen, indem man in der Determinante y Null setzt, 
wobei eine neue Determinante It entsteht. Ans der Beziehung 

a,r!l{Xy)g{x^)...g{x,) = R 

schherst man aber, dafs die Determinante R verschwinden mul's, wenn 

die ganze Function g{x) für eine Nullstelle von f{x) Null werden soll. 

Ist umgekehrt li = 0, so besitzen die Gleichungen f{x) ^ und 

g{!e) =;= eine gemeinsame Wurzel, denn B ist die Determinante der 

^^_ (m 4- w) Gleichungen 

^K /■«O, xf=0,...x"'-^l'=*} 

^^l i/ = 0, xy=0,.. . a^^g = 
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mit denselben Unbekannten x^^ a?^ . . . aJ"*+*»-i und diese Gleichungen 
können nicht (wie es 22 =» verlangt) gleichzeitig d. h. für dieselben 
Werthe o;®, a:*, . . . rc»»»+*^i bestehen^ wenn f und g keine Nullstelle ge- 
mein haben. 

Daher ist 22 = die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dafs f{x)\3LaA g(x) mindestens einen gemeinsamen algebraischen 
Theiler ersten Grades besitzen. 

Die ganze Function R der Goefficienten der gegebenen Functionen 
heifst die Resultante yon f und g. 

Tritt an Stelle der Function g(x) die erste Ableitung von f(x) 
f'(x)j so heifst die zu / und f gehörige Determinante J2 die Discrir 
minante von f{x) und deren Verschwinden besagt, dafa f{x) eine zwei- 
fache Nullstelle besitzt, denn die oben gewonnene, von der Existenz 
der Nullstellen unabhängige Darstellung der ganzen Function 

fix) = / (X.) +P»{x,) ?-r?i +pXx) ^)* + • • • + /^<->(a;,) ^f-i'" 

läfst erkennen, dafs f(x) im Falle des gleichzeitigen Verschwindens 
von /"(Xj) und f^^^(x^) durch {x — x^Y theilbar ist 

Das analytische Äquivalent dafür, dafs f{x) eine t/ fache Nullstelle 
X = x^ besitzt, besteht in dem Verschwinden von 

/■(«.). /<"(a^i), •../■<"'(«;,) 
und umgekehrt wird x^ unter diesen Bedingungen eine i/ fache Null- 
stelle von f(x) sein. 

§ 20. Fortsetzung. 

Den gröfsten gemeinsamen Theiler zweier ganzer Functionen fn 
und gm, wo die Indices nun immer die Gradzahlen anzeigen sollen, 
können wir noch durch ein Divisionsverfahren ermitteln. 

Wir bemerken, dafs man zwei gegebenen Functionen /*„ und g^ 
(wo n'^m sei) stets zwei ganze Functionen vom (w — w)^«^" und nie- 
drigerem als dem w^^" Grade Pn^m und q^^i so zuordnen kann, dafs 

wird. *) Bildet man nämlich 

hfn -a, ar--- ^m = Co<'J^~^ + c/'>^'-'H + cj?li=g,_i 

b,qn^i-c,<')a^-'--'gm = Co^^^x-^+c,^')X-'^ + 1- clfl^ = qn-2 

und multiplicirt diese (w — m -{- 1) GleichuQgen der Reihe nach mit 

*) Vergl. Weierstrafs: Einige auf die Theorie der analytischen Functionen 
mehrerer Veränderlichen sich beziehende Sätze (in den Abhandlungen aus der 
Functionenlehre S. 117). 
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, bezeicluibt, die oben au- 



llind addirt daiiii alle, so folgt: 

-' f, — («n V"^""' + (.■„'" ''n""^'^* a^"" 
Voder wenn mnn die Klammergrül-ii' mit ^,_ 
I geBcbriebene Uleichuug. 

Soll fn durch //,a theilbar seiu, so muls q,^i identisch verscb winden, 
Qud das tritt ein , wenn die aus den Cui'fficieutun von f„ und g„ durch 
die ersten drei Rechuuugeoperutionen /.usaiuiuengeaet;£teu »i gnnzeti 
Aasdrücke 

alle Null sind. 

Eb kann nicht mehr al» ein Paar Fnuctioneu p und ^ der ver- 
langten Art geben. Denn wäre euwohl 

V-+V. - s.p.^. + s— , 

als auch 

».-•• +Y.-i7.-P— + «-., 
BO iniirste 

s.(i'.-. - P.-..) + («-. - q^,) - <i 

sein uud diese Identität erfordert, dafs die ganze Kuuctiou [m — l}''^" 
Grades Q^-i — 3„_i einen Theiler m"" Gradea r/,„ besitze. Das geht 
i aicbt an, folglich mufs 

e,._, = g„ 

«ein. Weil nunmehr g„,{Pn-m — P»-™) für jeden Werth der Variabelu 
verschwinden soll , schliel'sen wir auch auf das ideiitiache Verschwinden 
TOU P,_w ^jPii-.n oder die identische Übereinstimmung von P,_», und 
pm-m, und damit ist der Beweis geliefert. 

Sollte in der früheren Folge von Gleichungen g,„.i nicht identisch 
I verschwinden, so bilde man neben 

I oder wie wir bequemer schreiben: 

fn=9mPn-^ + q'n^l, 

indem wir den Factor ö™-"-' in j'n—m nud ^„„i aufnehmen, die Glei- 
I chuDgen 

5™-j =2„,-sl)|'« + 9,.-s, 






WO für die neu eintretenden Functionen q stets der grörstniögUche 

Grad angenommen ist. Das nicht weiter zu erläuternde Verfahren 

. fuhrt uothwendig auf einen gemeinsamen Tbeiler j^-i von /j, und^„, 
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der für ^ = 1 iu eine Coustaute übergebt; und zwar ist q^^i der 
grofste gemeinsame Tbeiler der gegebenen Functionen; weil jeder 
Theiler von fn und gtn in q^t^i enthalten sein muTs. 

Ist g^-i eine Constante; so nennt man f und g^ Functionen ohne 
gemeinsamen Theiler und deren Resultante 12 ist von Null verschieden. 

Wenn umgekehrt fn und gm keinen gemeinsamen Theiler besitzen, 
ist g^-i eine Constante und dann läfst sich der Quotient von /*« und 
gm in der Form eines KeUenbruches anschreiben*): 

— =Pm-^ + —^ , _i_ 

Bildet man die Brüche, welche durch Vereinigung von pn^m und 
den ersten v Gliedern der Kette entstehen; d. h. 

Zo(x) _ Pn-^ i ZtJX) _ , _1 Pt^^^Pn^m+ ^ 

No(x) "" 1 ' N^ix) —P^-"^ i- p^(i) — ^Ü» " ' 

usw. und durch den Schlufs von v — 1 auf v : 

*^ ' Pi « „ (2) 4- . ,1 Pi -tv^_j-t-iv^j 

und endlich J!' , . = — > so erfüllen zwei aufeinander folgende Brüche 
die durch denselben Schlufs leicht zu verificirende Beziehung: 

und speciell ist 

(- iy-(Zm-igm - Nm^ifn) = 1 • 

Setzt man 

(- 1 Y'+' Nm^l = rl^m -1 , (- 1)"» ^,«-1 = <jPn-l , 

WO die Indices offenbar gerade wieder die Gradzahlen dieser Functionen 
anzeigen, so wird 

1) Wenn also fn und gm heinen gemeinsamen TJieüer besUeen, so 
gibt es stets zwei bestimmte ganze Functiotien des {n — 1)'<^ und (w — l)'^« 
Grades (fn^i und tlfm-i ? welche die Gleichung: 

g>n-l gm + V'm-l A = 1 («) 

identisch erfüllen, 

*) Vergleiche Lipschitz 1. c. 

**) Ich schreibe ausführlich —i-.-- — , __ 

Pi^'^^^i + K-, 
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2) Dann aber gibt es auch zwei ganze Fuuctionfii (P„4_i_[ uüd 
welche der Gleichung: 

geaügeu, UeDii d:k£U hiit man in der mit &i, multiplicirteu üUichung 
(«)nur . 

ZU setzen. 

Bildet man biii<;efj;eu 

9'^i(5.„%)+0«,-i(/-0*) = ®* 
UDd bezeicimft //,„©* und /„&,, mit (?«+» und i^-^^-t, so sind diese 
t^iTtctionen mit dem gemeiuaameu Theiler &i, zwei Functionen f)«_i 
und i;„-i derart zugeordnet, daPs 

wird. 

3) Dataus scbliefst man, dat's man in dem Falle, wo g„ und f^ 
einen gemeinsamen Theiler i"'" Grades ©» besitzen , zwei ganze Functio- 
nen ipm-t-i und '!>n^ii-t bestimmen kann, welche die Gleichung: 

eifSlIen; für zwei derartige Functionen existirt aber uuch eine Glei- 
ch ong 

denn es mufs ja einmal 

f„ ^ 9'»-*®*, ff» = — lll,n—t&t 

seiu; niemab aber ist eine Gleichung der Gestalt 

tp,-t-lif„.+ f^,^vfn = &^. (X-1.2, ...k) 

möglicb. In der That setzt man 

ff™ ^ fn 

SO existirt fOr diese Functioueu ohne gemeinsamen Theiler eine und 
ond nur eiue Gleichuug der Form: 

93,-t_, rlli^^k + If-m-l-l (pH t = 1 , 

* <nit der die obige nicht vereinbar ist 

4) Besicht dnc Oltnchung : 

«fcer niemals eine Gkickimg der Gestati: 

(p»-i-xg,„ + ti>„-t-,fn = 0, 
[ ao halen f„ und g,„ einen grofsten gemeinsamen Theiler i'""" Grades. 
Setzten wir voraus, dafs 

gm= — V»«^*®* — *,«-t-l 
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wäre, so ergäbe aich nach Multiplication dieser Gleichungen mit i^m-k 
resp. g>n^k und dann folgender Addition die Beziehung: 

doch darum würde die Summe: 

Eine solche Gleichuug sollte aber nicht existiren, folglich ist die An- 
nahme unrichtig und /*„ und g^ besitzen den Theiler 0^^, aber gewifs 
keinen Theiler höheren Grades, denn dann müfste eine Gleichung der 
ausgeschlossenen Art bestehen. 

Das analytische Äquivalent dafür, dafs f{x) den Theiler gnn be- 
sitzt, lag in dem Verschwinden von m ganzen Ausdrücken cO»-»M-i) jq 
den Coefficienten von /*« und g^ • Ebenso müssen h ganze Functionen 
dieser Coefficienten verschwinden , wenn fn und g^ einen gemeinsamen 
Theiler h^*^ Grades haben sollen, denn damit in der Folge von Gleich- 
ungen auf 8. 101 9^_i vom Grade h wird, mufs diese Folge mit der 
Gleichung 

abbrechen und hierin die ganze Function (k — 1)^^ Grades qt^i mit 
k Coefficienten identisch Null sein.*) 

Mit Hilfe der hier abgeleiteten Satze lassen sich die für die ganzen 
Zahlen aufgestellten Theoreme über die Theilbarkeit auf die ganzen 
I<\Lnctionen übertragen. 

1) Sind fn und gm ganze Functionen ohne gemeinsamen Theiler 
und ist h eine beliebige dritte Function, so ist jeder gemein- 
same Theiler von f^k uud g^ auch Theiler von k. 

Es ist nämlich 

gmg>n'l 4- fm tm^l =» 1 
gm9n^ik + fmk. 1^«i-i «= k 

und jeder Theiler von f^k und g^ ist Theiler der links stehenden 
Summe, er muls daher auch in Ar allein vorkommen. 

2) Das Product zweier Functionen /» uud Jt, von denen keine durch 
g^ theilbar ist, kann kein Vielfaches von g^ sein. 

3) Sind /• und g^ Functionen ohne gemeinsamen Theiler, ist aber 
</m ein Theiler von /.t, so muTs k durch g^ theilbar sein. 

4) Besitzen fn und g^ keinen gemeinsamen Theiler, so ist jedes 
gemeinsame Vielfache dieser Functionen von der Form fmgmk 
ist aber fn '•^ tpSy g^— t^ und haben ^ und r keinen Theiler 
gemein, so erhält jedes Vielfache von /, und g^ die Grestalt 
^tSk^ und g»rN ist das kleinste gemeinscliafUiche Vielfache. 

Die Vielfachen von fn uud y« be^itiou uämlivh die Gestalt fnp 

• Weierstrafs L c. & läl 
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oixl ffmir und weutt liier f^p durcb g„, ff^q duruli /), tLeilbar »ein huII, 
mufs nacb dem ersten Sutze ji •:> j/^k^ , q = /"„^j seiu uiid das gemeiu- 
same Vielfache vou /, und ffn erhSH die Gestalt fm^m^- 

Damit ferner die Vielfacben von <p& und tf'ä) z. B. 9)@p und 

ijiög durch einander tbeillmr siud, mula wieder p^(pkj, li^fph-, 

Lwerden, und das gern einsame Vielfache nimmt dio Form ip^&k au. — 

■ Ein weiteres Resultat dieser Untersuchungen liesteht darin, dafü 

'wir, ohne den Existenzbeweis der Nullstellen einer ganzen Function 

und den Itewds für die Darstellung jeder Fuuction f{x) durch ein 

Product von Primfactoren erbracht zu haben, Zähler und Nenner eiuect 

Quotienten ganzer Functioneu stet^ von den gemeinsamen l'rim- 

facturen und Theilcru befreien Icünneu. Der QuotietU von /■, = yö und 

jf^= (fiö hat überall dort, wo vou Null verschieden iat, den VVerth, 

. -welchen der Quotient -^ angibt. Ist an einer Stelle a:, Null , so 

\ aetzt mau als Werth des Quotienten 

F(x) = ^!fl , 
V ' g{x) > 

I fllr X =^ X,, ebenfalls deu Werth —^'r i wenntileich man aus der 

[ Relation 

fi> — 9>P~= *^' 

I diesen Schluf» nicht i^ieben kann, weil f und y Null sind. Doch 

[ diese Festsetzung ist darin begründet, dafs der Quutient F(x) »ach 

L einem bestimmten Werthe und zwar nach -rr^'f convergirt, wenn mau 

s nach der Nulktelle von &{x) führt- 



L$ 21, Oanse ratioiuile Functionen mehrerer unabbängigor Variabein. 
Es ist auch nothwendig, die ganzen Functionen mehrerer von 
Rtüiuider unabhängiger Variabeln Xi, x^, ■ ■ -Xn- 

jBD betrachten. 

Ordnet man diese Function nach fallenden Potenzen einer Va- 
Ktiabeln, z. B. Xj, so entsteht ein Ausdruck 

"u^i"' + "i ^i"'"' + ■ ■ ■ + «I., , 
L welchem die Coefficieuten a^, a^, ..■»■, Functionen der Übrigen 
I — 1) Variabein sind. Jede dieser Functionen denke man etwa nach 
, geordnet: 

»r, 3:2"''''' + a»,i «!*''''" 'H [-«..V (w — 0. 1. ■••»,), 
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und wiederum sind a,,^ ganzd Functionen von x.^^ x^, - - .Xn] so fahre 
man fort. 

Wenn in /"(a?,, x^ . . . x„) x^ in der n,'*'", x^ in der Wj***", oc« in 
der w«^"° Potenz vorkommt und man gibt danu j;,. (v = 1 , 2 . . . «) die 
My + 1 verschiedenen Werthe: 

§v, 1 ; bf, 2 • • • • 5v, »iy4- 1 

uud setzt voraus, dals f für jede Werthecombination 

verschwindet, wo a^ irgend einen der Werthe 1, 2, . . .«^ -f" 1 1^ 
zeichnet, so müssen sämmtliche Constanten in /*(a', , X2 . . .Xn) Null 
sein, d. h. f verschwindet identisch, was für ein Werthesystem 

x^ = S , a?2 = 62 » • • • ^« ^^ 6» 
man auch wählen mag. 

Gibt man den Yariabeln X2, x^, . . .rr^ irgend feste der vorgelegteu 
Werthe, so verschwindet die ganze Function /"noch für nj + 1 Werthe 
von Xi und das ist nur möglich, wenn sämmtliche Constanten 

^0^ ^1 • • • • ^»i 
Null sind. Da man denselben Schlufs ziehen mufs , welche der Werthe- 
combiuationen für X2, x^, . - >Xn auch verwendet werden, so müssen 
in jeder ganzen Function a^, a^ , . . . Un^ von X2, x.^. , .Xn alle Coeffi- 
cienten verschwinden und dann ist f identisch Null 

Eine ganze Fwnction fix^ , a^j > • • • ^n) vom n^'^ Grade in 

rcy (1/ = 1 , 2 . . . n) 

wird demnach für jedes Wertliesystem {x^, X2j ... Xn) NuU, wenn sie 
für die 

(n, + 1) (W2 + 1) ... (n» + 1) 

Combinationen aus n, -(- 1 Wertlmi für a;, , nj + 1 WerÜien für X2, 
uful w« -[■ ^ TFcr^Äcn /wr a;« verschwindet. 

Wenn jede ganze Function einer Yariabeln Nullstellen hat, leuchtet 
ein, dafs eine ganze Function mehrerer Variabein unendlich viele Null- 
stellen (Su I2) • • -In) besitzen wird, doch unter diesen können nicht alle 
aus Wv-(-l Werthen f ür a:^ (v=l> 2 . . . w) gewonnenen Combinationen 
vorkommen, sonst wäre die ganze Function an jeder Stelle Null.*) 

Zwei ganze Functionen, von denen keine Xr in höherem ab dem 



*) In jeder Umgebung einer Nullstellc der ganzen Function liegen schon un- 
endlich viele andere Nullstellen, doch die Gesammtheit constituirt nur ein Con- 
tinuum von (2n — 2)-fachcr Ausdehnung, indem man (n — 1) der Yariabeln 
Xi, Xfj ' ' • x^ beliebige Werthe geben kann und die Werthe der n**" nur in end- 
licher Anzahl vorhanden sein können, wenn die ganze Function nicht identisch 
Null werden soll. Andernfalls gäbe es nämlich eine Häuftingsstelle {x\ in deren 
Umgebungen unendlich viele Werthesystemc (x') liegen, für die die Function 
verschwindet. 



F Uutianali} ganze a. gebr. Funutioaea einer u. mebruror Varinbelu, 107 

n,"" Grade enthält, werden null offenbar in den Coefficieuteu gleich- 
namiger GlieJer «i"'«,"' . , .a;,"« Übereinstimmen, wenn sie für alle 
Wertheaysteme {Xf, Xj, ... z„), die man aus 

^. = Im, U», ■■■ 1..-,+ . (»-^l, 2...n) 
zusammensetzcu kann, dieselben Werthe anuehmen. 

Auf diesem Satze beruht die Verallgemeinerung der Lagrange- 
scben Formel, die wieder anzeigt, wie eine ganze Kuuetiou 

aus deu Wertheu zusanunengesetzt ist, welche sie an 

(», + !)(»,+ 1) .... («.+ 1) 
Stelleu der in Hede stehenden Art annimmt. 

Der arithmetische liau der Formel für f(xj , Xj . . . x^) ist nicht 
schwer ^u beurtheilcn, wenn man nur die Lagrange'sche Formel wieder- 
holt anweudet, Zunächst ist: 

«»,,«., ■■•«.) 



■••c.) 



(«i-ii. il-- («f-Si,_., - (»i- ii..,H-i l ■-■(».-ti , .,4-1) 

(£.,,-s,.,)-(i„.,-s„.,-jy(e„.,-Si...+o-(Si,..-i,,.,+i) 



uuil dieae Ponnel gibt für jedes Werthesyatem (3:,=Ii,b,, Xj, . . .x.) 
die Terlaugte Identität. Zerlegt man hierauf: 

ftl„.„ x„ ...x.}-l.::.r,'->{x„x,...r.) 

+ iT.',f,"'' (x,, ».. . .X.) + • ■ ■ + /■.?'' (i„ I., . . .1.) 

uud wendet die Lagrange'aclie Formel auf die ganzen Functionen /"'"■' 
von (n — 1) Variabein von Neuem an, so kann man schliel'slich so 
verfügen, dals die (h, + I) («^ + 1) ... (». + 1) Orölsen 

vorgeschriebene Werthe J?n,,«,...o, annelimen, — 
Entsprechend der Darstellung: 

«.«+;.)-f u)+/-"'Wt + /""(*)| + ■ • • + f'"'W Z 

kann mall auch /(j:, +Aj, x^-\-h^f ... .j;,-{-A„) als äumme von üliedern 

mit Coefücienteu , die gaiine Fuuctioueu von x^, x^, . . . x, siud, aus- 
drücken, man bat nur den biuomischen Lehrsatz zur Entwickluug des 
einzelnen Gliedes 

(a:, + /.,)". (I., + /.,,)... ...(.t. + AJ... 

anzuwenden. Mau sieht, dafs die Differenz 

/■(z, + /i, , :c, -f A„ ...x„-\-K)-f{x^, x.^, ...X ;) 
die Gestalt 
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■f" y , flyfpyyX^ } '^2f • • • ^1«) '^\) "'2f • • • *») 



»=1 

erhält, wo /'^ uud q)^ gauze Functionen ihrer Argumente sind und q)^ 
mit den n Gröisen h verschwinden. 

Bezeichnet man die Ableitungen von f als ganze Function von x^ 
allein betrachtet mit 

f.,^f.,> -"f.: «d«^ Yx;^ dxj^ "Txi^ 
und bildet man 

i\Xit Xof ... 5/|f_|, d/» -fr fi'vi Xp^if , . . Xn) 

äo zeigt eine einfache Ueberlegung, dafs 

A(^i; ^2> • • • ^-) = ^ (1/ = 1 , 2 . . . n) 

sein mufs. Man nennt diese ganze Function fy die erste Derivirte der 
Ableitung von f nach der Variabein Xy , 

Von dieser Function kann man Ableitungen nach anderen Yariabeln 

Xu bilden. Bezeichnet man ^ ^ mit t^ — l — und ö-^ luit 5 — l — , so 

^ dx^ dx^dx^ dx^ dx^dx^ ' 

wird aber 

dx^dx^ dx^dx^ 

Erinnert man sich, wie der Ableituugsprocefs definirt war, so ist klar, 
dafs dieser Satz bewiesen sein wird , wenn or an dem einzelnen Gliede 
der ganzen Function /: 

bestätigt werden kann. Es ist in der That: 
^*ft,dx^ dx^ 






'^ , w. z. b. w. 



dx^dx^ 



Dieser Satz ist dahin zu verallgemeinern, dafs in 
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das Resultat unabhilngig ist von der Folge der AbleitiingHprocessi-. 
Ntin fällt es nicht mehr schwer, das einzelne Glied: 

= 9.{ar, + A,, .. .x. + k.) 
* fi^x + ''ri ^'-i + '*'i. ■ - ■ a;„ + A,) als Summe von (jliedeni 
A,"'Aj'". ..A^ 

HQzaachreiben , deren Coefficienten zusammengeHetzte Ableitungen von 
9[Xf, Xj, . . . x„) sind. Das allgemeine Glied ist utfeubar: 

-4™,«,,- «,. .A,'"A.,'". . .A;""a;, "■'-'-' »,-■'-'".. . 






-^...,,.,..i7 


K'''"'' 


8"+"+-+'-»|.,.«,. 


8»,"»«r 


...3<- 


und darnach wird 




1 n':,+h„x. 


+ *., ■ 



(•v+l)„ 



"^"yi"" g*.+'-+- -- + '■■/■(» .. »,,.■. a,) h,»^ A,^ *^:~ ^ 

.,,r,~'r =0 a V 2«i'" ■ ■ ■ 3<" ••' •*■ •-' ' 

I wo in der tt-fachen Summe ffir v^, v^. . .v^ ülle Werthecombinatioueu aus 
I*, =Ü, 1, 2. ..«,; 1/., -.0, 1, 2...M,; . ..V, =0, 1, 2. ..«, 
|Xu setzen sind. Der Werth des altgemeinen Gliedes, in welchem 
= ist, iat f{Xf, x^ . . . x„). Die Summe 

V, + V, + - - ■ + Vn 

kann nicht grölser sein als die gröfste der Summen der Exponenten 
in den einzelnen Gliedern ip{x^, x^ . . . x^). 

Setzt man in der letzten Formel für x„ a^ und für 
hn K-fl.) (" = 1. 2..n), 
I so erhält man für die gani^e Fuuction f die Darstellung: 
fix,,x„...x„) 

wo die neben der Ableitung von f stehenden Werthe für x^ anzeigen 
aollen, dals man der Ableitung den Werth zu ertheilen hat, welchen 
I sie an der Stelle (a) besitzt. 
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Wir fuhren die hier gebrauchte Bezeichnung für die Ableitungen 
auch in dem Falle einer Function einer Yariabeln ein, schreiben aber 
statt runder grade d, um ein Unterscheidungszeichen für die voll- 
ständige und die oben vorkommende theilweise (partielle) Ableitung 
nach einer der Yariabeln x^ zu besitzen, und erhalten: 

fix + h) 



fix) = (ax)) + 



da;" »»J ' 



jc = a 



(« - a)' 



_j_ ^dm\ x-a , / d'nx) \ (x-ay i /^/(«A 

Man ordne die ganze Function noch in anderer Weise, bilde in 
jedem Gliede 

die Summe der Exponenten [m^ -(~ ^t 4~ • • - "f* *'^) ^i® sogenannte 
Gradssahl des Gliedes und fasse die Glieder gleichen Grades zusammen. 
Nennt man eine ganze Function, deren Glieder alle denselben 
Grad besitzen, ganze homogene Function, so läTst sich jede ganze 
Function f als Summe homogener Functionen 

^ + /■, + •••+/- 

darstellen, in welchen der Index den Grad des Gliedes anzeige. Die 
höchste dieser Gradzahlen m heilst die Dimension der Function f, 
Ist eine ganze Function f ohne constantes Glied /q gegeben, 

/■=/', + A + ••+/-, 

so ist /' in der Umgebung der Stelle (0) eine stetige veränderliche 
Gröise, 

Bezeichnet nämlich ^^ eine positive Grofse, die groiser ist als 
der grofste imter den Betragen der Coefticienten in der homogenen 
Function /),, so ist 

Ist ferner g eine positive Grofse, groiser als je<los der g^,, und nennt 

n 

man die Summe x. J*» 5> ^ wird: 

\f{x,, X,.,. J-J! < i^U + r + • • • + 5-^ < gl Y^ . 

Jetzt kann man aber g so wTUilen, dafs g^ kleiner wird als eine 

beliebig kleine Grofse *, und darum gibt os auch oiue Umgebnog r 
der Stelle (0) derart, dal's für jotle Stelle dersellnMi 
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wird and das iat die uothweudige Bedingung für die Stetigkeit der 
IFuncfiou f in dem genannten ßortiehe. 

Aus der Darsteltung jeder ganzen Function f{x,, x.^ . . . a;,) als 
ßumme einer eiidlichen Änzali) von Gliedern: 

X,n^..,»,„(^, - «,)"■■ {3h ~ «,)"'■■- (a;, - «-)"•- 
' folgt aber, <iafs jede ganze Fundion in <icr Umgebung jalcr cnillirlifn 
' Stelle (a) delig ist, denn man kann den absoluten Betrag von 
f(x^, Xj,. . .x^) — (a^, a,, . . . a«) 

fi , (^Ktu «^ ■ ■ - g» ) ^ 

h Ueiner machen als eine beliebig kleine üröfse S, indem mau die Va- 
' nabeln z, , x^. . . Xn ii> liinreicliend kleiner Umgebung der Stelle (n) 
[ erhält. 



I 22. GemeinBame Theiler zweier ganzer Functionen mehrorer 
Variabein. 
Wir fassen auch wieder das gegenseitige Verhalten zweier gan/.er 
\ Functionen f{x^ , x^ . . . x,) und (/(ar, , Xj . . . a;«) ins Äuge. 

Vor Allem läiet eieh den frOberen Sätzen das Theorem entnehmen: 
Die Function g (.t, , .tij . . . a:„) , als eine von a:, abhängige GrölBe 
betrachtet, wird bei jedem Werthesjatem x^, x, . . . x^ ein Theiler 
der ganzen Function f von a;, sein, wenn so viele ganze Functionen 
von ^2, X., . . . X» identisch verschwinden, als der Grad von g in 
a;, anzeigt. 
I Für ganze Functionen /", und g„, einer Variabein bestand eine be- 
stimmte Gleichung 

9 nnd damit /,, durch g„, tbeilbar war, mulate $,„_[ identisch verschwinden. 
[ Indem nun in unserem Falle die Coefficienten von 5„,_i ganze Aiia- 
drQcke in den Variabein x^, x^ . . . Xn werden, ist die Behauptung 
^. richtig. 

Um aber zeigen zu können, dafs unter den genannten Bedingungen, 
die auf das Verschwinden ganzer Ausdrücke in den Uonstanten von f 
tmd g, zurückkommen, f überhaupt durch g theilbar ist, als Function 
welcher Variabeln wir auch / und g auffasseh, und dal's dann 

f(x^ , Xj . . . X») =■ k{xj, Xj, . . ■ x„) . g(x^, x^ . . . x,) 
rird, setzen wir mit Weierstrafs, in der Vermuthung, den Beweis mit 
pHilfe des Schlusses von (n — 1) auf n erbringen zu können, fest: 

1) Für zwei oder mehrere Functionen von (n — 1) Variabein mit 
einem gen),einsamen Theiler gibt es auch oinen gröfsten Theiler, 
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der durch die Eigenschaft defiuirt ist^ dafs er eiu Vielfaches 
jedes gemeinsamen Theilers ist. 

2) Sind f und g ganze Functionen von (n — 1) Variabein ohne 
gemeinsamen Theiler und keine dritte Function dieser Variabelu, 
80 ist jeder Theiler von fk und g ein Theiler von Tc. 

3) Mehrere Functionen von (n — 1) Variabein besitzen auch ge- 
meinsame Vielfache und es existirt eines, das in allen übrigen 
als Theiler vorkommt. — 

Femer bemerken wir, dafs eine Function f(x^f a^j . . . a;«), die bei 
jedem Werthe von a?i durch gix^, x^ . . , Xn) theilbar ist, die Gestalt 

besitzt. 

In der That: ist 

f{x^ , x^, ...Xn) = U (^27 ^3 • • • ^«)^i"' + /i (^2> % > • • . irn)a;,-'-i H 

I in \X2 f 3J3 , ... Xn) j 

SO kann man die (n^ -{- l) Functionen fy als lineare Function der in 
der Darstellung: 

f\X\ ) X2 } • • • Xn) 

vorkommenden Gröfsen /"(S^, Xj, ... x«) ausdrücken, die der Voraus- 
setzung nach durch g{x2^x^. . . Xn) theilbar sind. (Unter g, , S^ . . . g„^i 
sind ganz beliebige endliche Gröfsen zu verstehen.) Deshalb werden 
die Functionen U^x^, x^ . . . Xn) durch g theilbar sein und der Satz 
erscheint erwiesen. 

Ist nun /'(a;l<'•^ a^j, . . . ^n) durch eine Function 

gix^y x^, > . . Xn) = ^0^1"* + 9) ^r~^ H \-gm, 

wo die Functionen g^^ gx - - - 9m keinen gemeinsamen Theiler besitzen, 
theilbar in Hinsicht auf die Variable a;,, so wird 

oder wenn man 

setzt, 

yf — Pn-mg = . 

Zufolge der Voraussetzung über die Beschaffenheit der Functionen 
9o} 9\ ' ' '9fn kann y kern Theiler von g sein, y mufs vielmehr in 
Pn-^ als Theiler vorkommen und dwin wird 

f{X^, X^y ... Xn)=g(x^ y X2, ... Xn) Jc{x^ , X^ ^ . . Xn) , W. Z. b. W. 

Besitzen f und g als Functionen von x^ einen gemeinsamen Theiler 
Ä;**-» Grades 0, so existirt einmal eine Gleichung 

g>g + i^f^&- 



RiitioDult! gaiixe u. ^eljr. Fiincüu: 



r i>. mehrerer Variatjela. 



113 



Die aus den CoetflcieDten der x, Potenzen in f und g gebildeten 
>efficienten von 91, V. Ö werden hierin gebrochene rationale Ana- 
rScke sein können, aber es ist klar, ilal's man @ die Form 

^.* + e; ^.*- ■ ■ ■ H- s, 
pgeben kann, wo die Coefficienten &i, ganze Ausdrücke in den Variabein 
f X,, Z3, ... Xn sind. 

Wir denken die gemeinsamen Theiler dieser t-Functionen von (n- 1 ) 
I Variabel n weggeschafft, und bezeichnen: 

©,.a/+ (y,a-,*-'+ \- &i = » {x^, z^ .. . x,) , 

tdann erfordert die Voraussetzung, /' besitze als Function von Xi den 
Vheiler 0, die Exiatene einer Beziehung 
Jf(a;j, x^...x,)f(x,, Xj...x^)'=N(x,,x^, ...x^)9(x,, Xj...Xn), 
I wo M und N ganze Ausdrücke bedeuten. Die Function M mufa in 
I JT oder als Theiler vorkommen, kann aber nieht Theiler von ■& sein, 
1 Ureil die Functionen &i keinen gemeinsamen Theiler mehr besitzen 
(iK>llen, defsbalb wird 

/■(j:, , Xj . . . 3;,) = 9{x, , 3;, ... 3:,) F{Xj , Xj . ,. Xn) 
(imd entsprechend 

g(x,, 3;^ . . . 3:.) = »(a;,, x^, ... Xn)Q{Xi, x^, ... x^). 
■ Wir finden demnach, dal's &(x,, Xj, ...Xn) auch als Function von 
mXt, x^, ■ ■ . Xn betrachtet gemeinsamer Theiler von /"und g ist, sobald 
[die Functionen &k von den gemeinsamen Theilern von (n — 1) Va- 
pnabeln befreit sind. 

Man kann nunmehr die gemeinsamen Theiler zweier ganzen 

Functionen von n Variabein angeben, wenn man die Theiler von 

I.FDnctionen von (n — 1) Variabein zu finden vermag, und da die Lö- 

BBung dieser Aufgabe in dem Falle einer Variabein auszuführen ist, 

^rnnfs sie allgemein möglich sein. 

Wir haben in # (3:, , x^, . . . i.) den gröfeten Theiler von / und 
1 angegeben , der alle gemeinsame Theiler dieser Functionen enthält, 
Bäenn die Fuuctioueu P und Q erfüllen die Gleichung: 

i die aussagt, dal's Q und P als Functionen der Variabein x, keinen 
I gemeinsamen Theiler besitzen und dann können sie auch als Functionen 
\ TOQ Xr keinen gemeinsamen Theiler haben. — 

Ist die Function g nicht in f enthalten, wohl aber ein Theiler 
rdes Productes fk, so besteht eine Gleichung: 

V9 + tf= 1 , 
Mn welcher <lie Coutficienten von 9) und ^ den kleinsten gemeinsamen 
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Nenner n (o;, 9 ^s . • . ^») besitzen mögen. Dividirt man hierauf die 
Gleichung 

(pJcg + iffk = k 

durch g, so folgt eine Beziehung: 

n(a^, . . . x^) g 

oder 

h . n (^2 - ' * ^») "^^ ^ ' -^(^1 * ^2 7 • • • ^») - 

Setzen wir fest^ dals g nicht in das Product zweier ganzer Functionen 
zerlegbar sei^ deren eine blos (n — 1) Variable enthält , so wird 

d. h. K ist durch n und Tc durch ^ theilbar. 

Endlich besteht auch für ganze Functionen von n Yariabeln der 
Satz: 

Jedes Vielfache zweier Functionen f und g ohne gemeinsamen 
Theiler ist durch fglc und jedes Vielfache von f^=^q>d' und^«=^^ 
durch q>xlf^k gegeben. 

§ 23. Bationale gebrochene Functionen. 

Handelt es sich nun darum, den Quotienten ganzer Functionen 
f und g^ d. h. die rationale gebrochene Function 

rp/^ „ ^ X {f^i» ^» • • • ^J 

J^{X,y X^, .., Xn)- -^(^^^ - — J 

zu untersuchen, die an jeder Stelle, die nicht Nullstelle des Nenners 
ist, einen bestimmten Werth besitzt, so können wir f und g von dem 
grofsten gemeinsamen Theiler d' befreit denken, denn 

9 ^* 
hat an allen Stellen, die nicht Nullstellen von ^ sind, den Werth, 

welchen — daselbst besitzt, und der Werth von F an einer NuUstelle 
(a;(o)) von d darf wieder als der Werth von 

definirt werden, indem der Werth von F nach eben diesem convergirt, 
wenn die Stelle (x) nach (x^^^) convergirt. 

Zur Beurtheilung der Beschaftenheit der rationalen Function JP 
haben wir demnach nur mehr die Italic zu untersuchen, wo der Nenner 
g aber der Zähler f nicht verschwindet, oder wo g und f dieselbe 
Nullstelle besitzen, ohne dals das gleichseitig« Verschwinden von f 
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mehrerer Variabelo. 



llö 



Fonil g durch das Niillwerdeii eines gemeiu schaftlichen Theiiers ver- 
l'tmacht ist. 

Verschwindet g an einer Stelk (a), ist aber \f{{a))\ > Ü, so wird 
\dar absolute Betrag von F für die der Stelle (o) unendlich benachbarten 
Uen gr'öfser als jede angehbarc Gröfsc G und dann sagt man, F 
d an der Stelle (a) sähst unendlich. 

In der That: nach Annahme einer beliebig kleinen Grüfse 6 kann 
n zunächst eine Umgebung (r) von (a) so beatimmeu, dal's für alle 
kellen derselben 

' > IA(»)) - «(«))! > I l«W)l - ira»))i 1 , 

p.nnd somit 

IA(«))I >!/■((*)) 1-« 

I wird. Wühlt man hieraui' eine positive Grofee y bo klein, dafs 

V ' 

md y selbst noch gröl'ser ist als der grSiate der Wertbe: 

\9{x„x„ ...x.)-g(ia))\~\g{{x))\ 
ins der Umgebung (r) von (a) , was bei hinreichend kleiner Umgebung 
(r) gewiTs möglich ist, so wird die den genannten Stellen {x) ent- 
sprechende Ungleichung für - noch zutreffender als die angegebene, 
. Dod deshalb ist die Behauptung erwiesen. 

Verschwinden aber g urul f an derselben Stelle (o), dann hat der 

\'Quotient der ganeen Functionen mehrerer Variabein in unemüich 

■ Umgebung jeden beliebigen Werth und an dieser Stelle selbst 

liettien bestimmten Werth. Die rationale Function erscheint an der 

R'SteUe (a) nicht btos in der unbestimmten Form — , sondern ist daselbst 

irklicb unbestimmt. 

Dieser Satz wird bewiesen sein, wenn man in einer unendlich 
llkleinen Umgebung von («) Werthesysteme (a;, , x„ . . . Xn) finden kann, 
F'lfir welche f oder f— Äg verschwindet, ohne dafs g Null ist, denn 
i wird 



rKull respective A, und wenn man ferner stellen angeben kann, an 
P-denen g aber nicht f Null ist, denn dann wird F auch unendlich. 

Es kommt nur darauf an, einen dieser Fälle auszuführen, wobei 
Iwir die Existenz der Nullstellen einer ganzen Function wieder voraus- 
)' setzen müssen. — Wir fragen demnach, ob man Werthesyateme 
X. = «, + A, iv=\.2...n) 
1 kann, für die 

8" 



K' 



' --' 
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/(«i + Ä, , «2 + Aj, . . . an + Ä,) 

Ol , o« . . . a^ 

verschwindet, indessen 

l?(«i + *i, »2 + A2 • • • ÖJ. + *«)! > 

wird. 

Der Strich bei dem Summenzeichen soll anzeigen, dafs v^, v^. . .Vn 
nicht gleichzeitig Null zu setzen sind , indem f{a^ , a^ , . . . a») <=» ist. 

Stellt man f{a + h) in der Form dar: 

so bezeichnen die Coefficienten A^^ ganze Functionen von Aj» ^3 - • • A» . 
Ani wird mit den Grofsen AjT ^3 • • • ^1» unendlich klein, denn A^^ kann 
kein constantes Glied enthalten, indem f die Nullstelle (a) besitzt. 

Um eine Stelle (a -{- A) der verlangten Art zu finden, wähle man 
für h2, h^ - ' • hn ein System von Werthen in unendlich kleiner Um- 
gebung der Stelle (0) und den zugehörigen Werth von A| entnehme 
man der Gleichung: 

Dabei darf man natürlich %2 9 ^s • • • ^n nicht solche Werthe geben, 
dafs die Resultante der Functionen f und g 

ItyX^) ^3 • • • «^»Z 

die Nullstelle (aj + Aj» ^3 + ^3» • • • • ^'« + A») besitzt, sonst kounte 
auch g daselbst verschwinden. Da die Resultante zweier Functioneu 
f und gy welche keinen gemeinsamen Theiler haben, nicht identisch 
verschwinden wird, mufs es möglich sein, solche Werthe zu finden^ 
und es fragt sich nur, ob jedem dieser Bedingung gehorchenden 
Werthesysteme (Ajy ^3 • • • K) ein h^ von unendlich kleinem absoluten 
Betrage zugehöreu kann. 

Das Product der unserer Gleichung genügenden Werthe A, ist 

(- 1)-. j-- . 

Damit also eine Wurzel h^ von unendlich kleinem Betrage existirt, 

~ mit A2, A3 ... A« unendlich klein werden. Wenn 

A(*2> A3 . . . hn) mit A^, A3 . . . An nicht unendlich klein wird, oder Aq 
ein von den Gröfsen A freies Glied enthält, gibt es gewifs eine Wurzel 
A, der verlangten Art, denn An, enthält keine Constante. Aber ^4^, 
besitzt eine Constante , sobald in f{x^ , x^j . . . a:,) der Coefficient von 
a:,«' ein von den Gröfsen x^j ... a?« freies Glied enthält. 



mufs 



(- 1)"' -; 
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1. ntebrererVun.ilieliJ. 



ÄnderDfalls müaseo wir zur Untersuchuug der Beschafft.' uheit voo 
F an der Stelle (a) eine lineare Trau b Formation vomefatiien, d.h. wir 
mOssen F(Xf, scj, .. .x^) in eine rationale Function neuer Variabeln 
Vit Vif-lf" umwandeln, die mit den ersten durch n lineare Glei- 
chungen verbunden aiud. 

Diese (irleichungeu seien 

x, = ar,y, +«rt!/iH H«"3/» {v=l,2,...«) 

tuid die Coefficienten seien nur den Beschränkungen unterworfen, dafs 
die Determinante 



i Null verschieden ist und in i^(y, , y, , . . . ?/«) eine der Potenzen y^' 

[j^a"— 1,2 n) ein constaiites Glied besitzt. Dann entspricht jeder 

T'Stelle (ar) eine und nur eine Stelle (y) und umgekehrt, und in unend- 
I Bch kleiner Umgebung der der Stelle (u) entsprechenden Stelle i/^^b^ 
[■(v— 1, 2,...«), an der /'(y,, j/,, . . .ff,) und (/(j/,, ffj, . . .»/,) ver- 
hichwinden, gibt es Stellen 6, -f- »j,. (r = 1, 2, . . ,m). wo f{{y)) Null 
Kwird und ^([y)) nicht verschwindet. 

Diesen Stellen entsprechen Stellen (a, + A) in unendlich kleiner 
I Umgebung von (n), für die fl{x)) aber nicht (/((a;)) Null wird. 
Der obige Satz ist daher in allen Theilen bewiesen. 
Wir behaupten nun noch, dals die rationale gebrochene Function 



I in der Umgebung jeder unendlichen Stelle (x), die nicht Nullstelle des 
F Nenners ist, eine stetig veränderliche Gröfse sei. 

In der That: bezeiclinen .:4/ und ^iy dieGröfsen, um welche sich 
"" und g ändern, wenn die Argumente j', , Xj, . . . r, in ä, +A^, «j-j-Aj, 
&..«■ + An übergehen, so wird 

J'{jr,+A,, Äj+'Ai, . ..Xn-\-K)-F(Xi, x„ . . . a:,) 

md es ist ersicbth'ch gemacht, dafs mau df und ^dg oder di^ GrÖfsen 

3k,,A],..-A„ so wählen kann, dafs |.Jf| kleiner wird als eine beliebig 

■lileine GrÖfse &, wofern nur g au der Stelle (x) nicht verschwindet. 

KPie rationale gebrochene Function ist deshalb au allen Stelleu des 

S»-fach ausgedehnteu , im Endlichen gelegenen Bereiches stetig, mit 

me der NuIlateUen ihres Nenners. 
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§ 24. Lagrange'sohe Interpolationsformel. 
Summen gleicher Potenzen der Wurzeln einer Gleichung. 

Wir haben in diesem Capitel noch eine Reihe von Sätzen über 
die gauzen und gebrochenen rationalen Functionen einer Yariabeln 
vorzutragen, die eine maiiuigfache Verwendung finden werden. Wir 
beginnen mit einer Umgestaltung der Lagrange'schen Formel. 

Jede ganze Function n^^'^ Grades war in der Form dargestellt: 

und wenn f{x) die i/fache Nullstelle x^ besitzt, wird 

fix) = (x-x,){l/""(x,) +/>+'>(a;.) J-:^ ,f ; + • • • + /•<-»(^,) ^-^-=^'] • 

Der Werth des Quotienten von f{x) und (x — ar,)" an der Stelle a;, 
ist, wie wir nun wissen, nicht etwa 

vi ' 

sondern es gilt 

Gehen wir auf die Bestimmung der ganzen Function n^<^° Grades zu- 
rück , wenn deren Werth für (n + 1) Variabelnwerthe g, , Sj , . . . S»+i 

gegeben ist: 

/'(5v) = i?v (i/=l,2,...n+l), 
setzen jetzt 

jfj(^ — SO = 9> (^) , 
SO wird 

(Sr — 5l) . . . {^v — iv-l) (Iv — Sr+l) . . . (g„ — g„+i) 






und die Lagrange'sche Formel erhält die Gestalt: 

Es erscheint hier wichtig, die erste Ableitung einer ganzen Function 
mit n Nullstellen, welche also die Darstellung 

n 

f{oc) = aa[J(x-x^) 

zuläfst, direct bilden zu können. 

Die erste Ableitung ist zufolge der Formel 



a. gebr. Fiiuctionen einer u. mehrerer Variabel u. 



\ der Coefficient von h in dem entwickelt«!! Producta 



a. [7(x + J 



!.). 



Anstatt aber dieses Product auszuführen uud jeuen Coefficienteu heraus- 
zanebmen, bemerkeu wir, dafs maa deu Quotieuten der ersten Ablei- 

' taug und f{x) finden kann, indem man den Coefäcieuteu von h iu 

I der rationalen Function 

ieniufaebt. Da ergibt sicli uumiUelbar die Formel 

f 1.1 _ V I 

«»I ^«~«, 

I Hat die vorgegebene Function mehrfache NulUtellen und ist 

fi') - «.fji' - ',)'' (2;'r - ») ' 
lird ""' ''' 

Dieser Formel entnehmen wir die Beziehung: 

fi=ri ^ = i 

die wir in der Form 

auBchreiben, um auch gleich abzulesen, dafa f{x) und f"{x) einen ge- 
meinsamen Tbeiler (tj — mV" Gmdes besitzen. Dieser Theiler heifst 



■ ix 

...{X 



.y){x- 



-- 0, 



^r((» -->•'- 



and darum wird die »^faehe Nullstelle der Function f{x} eine (h^— 1)- 
facbe Nullstelle der ersten Ableitung /" {x). 

Weil die i'" Ableitung von f{x) die erste von /l*-"(«) ist, vrird 
ferner die n^ lache Nullstelle von f{x) eine (w^ — »')i'ache NulUtelle der 
v"" Ableitung. 
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Wenn man die beiden Ausdrücke für die Ableitung einer ganzen 
Function mit n Nullstellen: 

d. i. 

und 

f'(x) = nx"-^ + a, (n — 1) af^^ -j- . . . -j- a«_i 

mit einander vergleicht, ergibt sich ein bemerkenswerttier Satz für 
die Summe gleicher Potenzen der Wurzeln der Gleichung f{x) = 0. 
Es folgt durch Division: 






^ _ ^ ^"-^ + (^i' + «l) ^""* + (^v^ + iK^«l + Ö2) ^"® + 



und wenn man 

^r + ^2* + • • • + ^i = ^»^ 

setzt, wird 

n 

2Är = **^"""' + (*« + **^i) ^"^ + (^2 + ^i^i + ^«2) ^""* H — 

+ (5ii-i + *ii-8«i + • 1- ^1 «»-» + wa^-i). 

Jetzt gibt der Vergleich dieses Ausdruckes für f(x) mit dem zweiten 
der oben genannten die Beziehungen: 

5, + «1 = 

^^3 + ^2^1 + ^10^2 4" Sag = 



S„_i + S»-2a,+5n_3a2 + Sn-4a4 + ' * * + ^1 ««-2 + (^ — 1 ) ««-1 = 0, 

aus denen mau successive die Werthe für die Fotenzsummen s^ ermit- 
teln kann: 

5j = — a, 

53 = — a,' + 3a, aj — Sag 



und endlich 5«_i5 s« ist gleich n. 

Um die Summe der n**'" und höherer Potenzen der Wurzeln zu 
finden, bilde man 

x'^fix) = ar»+"* + a,ic"+"»-^ -j- . . . -|- a^x"* = 0, 

ersetze hierin x der Reihe nach durch a;, , a;o,...a:„ und addire die 
Resultate, dann entsteht die Relation 

Sn+m + aj5«+OT-i + • • • + Si»H-l»»-l + ^»«n = 0, 
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iia der die verlangten Summen successive bervorgehen , indem man 
»«0, 1, 2... setzt. 

Alle Summeu St sind guoze rationale Functioneu der Coefficieut«u 
a,, n^,...aH, und umgekehrt die Coefticienten gauze rationale Fimc- 
tionen von n Poteuzsummeu st {k > 0). — 
Ist 

fix) = 3^ - 1 , 

eo wird 

I wo k irgend eine ganze Zahl bezeichnet, und die Summen von Po- 
, tensen der « Wurzeln der tileichung /'(ic)=0, deren Espoaenten 
nicht Vielfache von n sind, worden Null, 

Unter dem l'dihereu m kann man auch eine ganze negative Zahl 
verstehen, nur folgen dann die Summen gleicher Potenzen mit nega- 
tiven Exponenten. — 

Alle die genannten Summen 

5,. =■«,"+ s/ H h ^ 

bleiben als Functionen der n Grölsen x,, ij, ...x, ihrer Form und 
ihrem Werthe nach ungeändert, wenn man irgend welche Umsetzungen 
der GrÖfaen x,, x^, . . . Xn vornimmt. 

Ausdrücke von n Elementen .j;, , z-i, . . . x„, die ihre Form bei 
gegenseitigen Vertauschuugeu der Elemente nicht ändern, heifsen 
syntmetrisch. 

Die Coefficienten der Gleichung w""' Grades 



iC" 4- «1 ■J^""' + ■ ■ ■ + «n ^ l {{'^ ~ ^y) = 



= 



sind solche symmetrische Ausdrücke der n Wurzeln , denn hei irgend 
welchen Vertauschungen der Grofsen x, in 

«A = (- ly^Xt-x^- . . . ar^^) (ft = 1 , 2 . . . n) 

geht jeder Summand in einen anderen Über, 

Der symmetrische Ausdruck erfährt hei rfen SteUungsänäerungen 
der a, offenbar keine WerUtänderung. 

Umgekehrt ist eine ganec rationale Function /'{a:, , x^,, . . Xn) der 
I als veränderlich betrachteten Grörsen x^, x^,. ..x„ in diesen st/mme- 
irisch, sobald sie hei beliebigen Verlauschtmgen der GrÖfsen (x, , x, . . . 
a:,) keine Wertliänderung erfährt.*) 



i VergL Metto'a SubatitutiODeatbeDrie. 
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Die Function 

f{x^ yX^,...Xn) =ffi (X2 , X^j . . . Xn)x'[^ + /*, {x^, X.^y . . , Xn)C(f\^'-'^ + ' ' ' 

möge bei einer Vertauschung der Gröfsen Xy in . 

t\x^, X^,.,.Xn) = (PoiX^y a?3, . . . Xn)x"/+ 9, {X^, ^^3» • • • ^O^?'""* H 

übergehen y dann sind die rechts stehenden Ausdrücke der Voraus- 
setzung nach für jedes Werthesystem (x) einander gleich, und man 
erschliefst, dafs 

^i = ^h'y /o ^ 9o; • • 'fnt ^ 9«ii 
wird. — 

Eine symmetriscJie ganze Function f(x^ , ajj , . . . a:„) läfst sich stets 
auf eine und nur eine Art als ganze rationale Fundion der n (oben 
genannten) symmetrischeti Functionen a| , Oj ; . . . an darstellen. 

Ist ein Glied der Function f{x^, x^, . . . Xn) von der Form 



so kommen in derselben nothwendig alle durch Vertauschung der 
Grofsen x^ abzuleitenden Glieder vor, gibt es also ein Glied x^^ so 
enthält /' alle Summanden von 



2^ = ^^ 

vz= 1 



und Sa ist eine ganze rationale Function der Grofsen a^, a^, - . . a^ 

Die Summe aller durch Vertauschung aus x^x^. hervorgehenden 
Glieder 

wird gleich 

wie man bei der Bildung des Productes SaSa leicht übersieht, und 
ferner gilt 

^XyXv' = -|- {Sa^ — Sia) . 

Da 

ist, wird 

y;XvX^'Xy" = SaW' — («a+a-^^a" + «a+a'Sa + Sa+a' Sa') + 2 Sa^a'+a" , 

und so fortschreitend findet man, dafs jede Summe 

^x%>xV'.^^a%) (fi<n) 
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als ganze rationale Functioti der Potenzsummeu oder der symmetrischen 
FnoctioneD «, , a.,, . . . u^ darstellbar ist. 
SetKeo wir voraus, dala dieselbe ganze syni metrische Function 
f{Xf,Xy,...x^) sowohl durch (/, (o,, »,,... n,) als auch durch 
Biioi, a^, . . . f») ausdrückbar sei, dunu ist die Differenz 

Si —Ol 
zwar für alle Werthesysteme {x) identisch Null , aber als Function der 
Gr&Isen ci soll sie nicht identisch verschwinden, denn suust wären die 
Darstellungen für /' gleich. 

Die genannten Eigenscbuften sind nicht miteinander verträglich, 
[ denn die UmsetiBuDg von (/, ([«))— tf,((n)) in eine Function der Gröfsen 
x^f.-.Xu gäbe eine nicht identisch verschwindende Function, die 
\ für jedes Werthesystom (x) Null sein soll, 

Es gibt uUo nur eine Darstellung der ganzen symmetrische ti Func- 
I tion t\Xi, x.f, . . . x„) als Function der (iröisen a,, Oj, . . , o,, welche 
I die dmwnlarsymmetrischoi Functionen heilsen. 

§ 25. Darstellung der rationalen gebrochenen Function 

einer Variabein durch Fartialbrüohe. 
Die oben gewonnene Formel 

/■■(*) _ V — "- 
fix) -^, i= - < 

ftr den Quotienten der ganzen Functionen ("{x) und /'(a.) gibt die An- 
regung zu der allgemeinen Aufgabe: 

Es ist der Quotient ganzer Functionen als Humme solcher ra- 
tionaler gebrochener Functionen darzustellen, die einzeln an den 
NuUatellen des Neuners unendlich werden, oder, was dasselbe sagt, 
als Summe rationaler Functionen, deren Nenner die Prinifactoren 
des Nenners der vorgegebenen Function sind. 
Auch diese Aufgabe hat in der Theorie der rationalen gebrochenen 
Zahlen ihr Aiialogon. 

Zwischen zwei ganzen Functionen von dem h'°" und »*''" ürade 
/". und g,„(n'>m) bestand eine Beziehung: 

ans der wir ablesen, dafs der Quotient einer Function »"■" und m"" 
Grades : 

als Summe einer ganzen Function vom (11 — m)'"' Urode mid eines 
Quotienten darstellbar ist, in welchem der Grad des Zählers kleiner 
ist als der des Nenners. 
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9. —1 

Angenommen^ dafs in einem solchen Quotienten — — der Nenner 
Qn als Product zweier ganzer Functionen ^^> und ^^ ohne gemein- 
samen Theiler darzustellen sei, so kann man die Function "*~^ als 

9m 

Summe zweier Quotienten ganzer Functionen ausdrücken , deren Nenner 
beziehungsweise die Factoren ^^> und ^<') sind. 

Die Gradzahlen von ^<*> und g^^ seien fi und i; (ft + i/ «=3 m), 
dann kann man diesen Functionen g^^ und ^^ zwei und nur zwei 
Functionen ^^^-i und ^^_i so zuordnen, dafs die Gleichung 

besteht. Es existirt deshalb eine Relation der Form: 



und dann wird 



9m ^ 9T "^ 9f 

"m-^X »m— 1 ^r -1 i^ am— 1 ^/w — l 



Setzt man 






so entsteht die Gleichung 

9m~l / 7> P' \ _L ^''— * _|_ V^— I 

oder 

Da aber die ganze Function g„|.i nicht die Summe einer Function 
2(m — ly*" und zweier Functionen (m— 1)**° Grades sein kann, mufs 
hierin 

Pm-i — Pm-2 

identisch verschwinden, und es folgt, da(s eine echt gebrochene ratio- 
nale Function, (in welcher der Zahler von niedrigerem Grade ist als 
der Nenner, und) in welcher der Nenner das Product zweier ganzer 
Functionen ohne gemeinsamen Theiler ist, als Summe zweier echt ge- 
brochener rationaler Functionen dargestellt werden kann, deren Nenner 
die genannten Factoren sind. 

In der Gleichung 

+ 
V 



9m-l^ Qv-i I ^fi-l 



sind die Functionen ^r-i, Q/i-i höchstens von den bezeichneten 
Graden. — 



I 



RBtionale ^anze ii. f 



Die hier durchgeführte Zerlegung eüjea Quotienten - ^^—^ in ein 
■Aggregat zweier echt gebrochener rationaler Functionen läfst sich 
fortsetzen, indem wir dieselben Erwägungen auf die gewonnenen 



Fartialhrüche ■ 



annenden. 



' and besitzt keiner der Factoren t 
eeairt, mit eiuem zweiten f/t ein 
eine ganz beBtiiumte Zerlegung 



, deren Grad uns jetzt nicht inter- 
1 gemeinsamen Theiler, so exietirt 



' denn gäbe es eine zweite 



Eo kommen wir in Widerspruch mit der Voraussetzung über das gegen- 
seitige Verhalten der Factoren gi. In der That: weil in der nun her- 
vorgehenden Gleichung 



5(0- --P-^ 



9. 



. 



jeder Summand bis auf den x"'" den Factor g» besitzt und dieser Sum- 
mand darnach durch </, (heilbar sein soll, so mül'ste einer der Fac- 
toren g^- den Theiler g^ haben, indem die ganze Function Q, — P, 
' diesen Theiler gewifs nicht besitzt, weil ihr tirad niedriger ist als der 
von Qt. 

Wir speciulisireu diese Sätze und nehmen an, dals der Neuner 
g(jt) in der Form 



ist der Theiler 



Summe der Exponenten »», gleich m ist. 

9. -(I -£.)"-, 
/irfiUlt in die Summe: 



WO der Grad des Zählers g„(j;) den Wertli m 
^ kuin, so dafs der ZUhJer die Gestalt erhält: 



'1 nicht überschreiten 



2.(a:)='C,.or"«-'+c..,a?-«-*-( -|- c^, 
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Will man die Coefficienten Cx berechnen , so setze man in der Gleichung 

die angegebenen Ausdrücke für qu{x) mit den unbestimmten Coeffi- 
cienten ein, setze nach Ausführung der Multiplicationeu die Coefficien- 
ten gleich hoher Potenzen in q^^i und in der ganzen Function rechts 
einander gleich, so erhält man zur Bestimmung der m Grofseu c« m 
lineare Gleichungen, deren Determinante nicht verschwinden wird, 

weil es eine bestimmte Zerlegung für den Quotienten — ^*^^^ gibt. 

Die rationalen Functionen 

3,W 



in welchen m« > 1 ist, kann man noch weiter zerlegen, was am ein- 
fachsten dadurch geschieht, dafs man 



a^-5x , , (m,-irt ^ (^-W ' 



m«— 1 



setzt. Es wird dann 

Jetzt erscheint nachgewiesen, dafs der Quotient zweier rationaler 
Functionen /« und g^ , deren Nenner die 

m, , mj, . . . w* fachen 
Nullstellen 

besitzt, auf die Form 

4- _-^« I ^« L . . . 4. _ "" 

4- -4i L _ :^« I- . . . -^ ^'- 

gebracht werden kann, wo neben den Coefficienten A^l auch die Co- 
efficienten ÜQ, ay,.,.au-m eindeutig bestimmt sind. 

Im Falle einfacher Nullstellen erhält man die Formel: 
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m 



deren Goefficienten A^"^ noch in anderer Weise als früher bestimmt 
werden sollen. 

Bildet man die Gleichung 

« = 1 * 

und ersetzt hierin g{x) durch 

X — ff-, (x — a ^2 (x — aj\^ 

9'(«.)— ' + i/"(««) ^"-^ + ■■■+ ^"»(«x) ^n^, 

so geht die Gleichung ffir x •= a» in 
über und deshalb wird 

Ist der Grad von f kleiner als der von g, so fällt die ganze 
Function p{x) aus dieser Gleichung heraus; ist f{x) vom Grade tw—1, 
so gibt der Vergleich gleichnamiger Potenzen in der Relation 

fix) = aoa?-» + fl.a?«-« + • • • + a».-i =j2pT?.) /-I.' 
daia 

ist. 

Wenn endlich die ganze Function /*» von niedrigerem als dem 
{m — 1)'*^^" Grade ist, so wird die Summe der Coefficienten der Partial- 

f 
brüche, in welche der Quotient - zerlegt ist, 

Will man die Coefficienten J.jL'^ ^^ dem Falle einer vielfachen 
Nullstelle a^ des Nenners 

^m = (a? — a^Y^g,n-m, 
. in analoger Weise bestimmen , so gehe man von der Zerlegung 

oder 

fix) _ ^/^> , A^^'^ j . __jf^ , (X ~ «,)"" P, (X ) 
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aus, multiplicire diese Gleichung mit g{x)j setze dann: 

nx) = A«,) + n«,)--" + •••+ /•'•'(«.) ^^ 

P.(x) = P{a,) + Pi^Ha,) ^ + . . . + P(»)(«,)-(5=i!j):i, 

wobei angenommen ist, dafs f(x) nicht die Nullstelle a^ besitzt, und 
vergleiche dann die beiden Seiten der nach Potenzen von (o;— a,) = A, 
zu ordnenden Gleichung. Es folgt die Reihe von Beziehungen: 



.(i) p(;^(or,) (,) ^^^Vi) _ r («,) 



^ m,! "^^2 (m,+ l)! "T ' * * T -^m, (2in, — i)! — ^^, — 1)!' 

aus denen die Werthe von ^j// successive zu entnehmen sind. Man 

sieht unmittelbar, dafs alle Goefficienten Ä^^} verschwinden, weun f(x) 
die m, fache Nullstelle a^ besitzt, und das sollte natürlich eintrefiPen. 

Da die m, Goefficienten ^J^V hier durch die 2 m, Gröfsen ^^(«i) 
und f^'^H^i) und somit alle Goefficienten -4jrj durch 2 m Grofsen be- 
stimmt sind, endlich die ganze rationale Function jpn-m n — m-j-1 

Goefficienten enthält, mufs die rationale Function — w+m + l con- 

staute Gröfsen besitzen, und man wird dieselbe angeben können, 
wenn ihre Werthe an n + w+l Stellen 

vorgegeben sind. Die zugehörigen Werthe heifsen 

Gäbe es zwei Functionen —-,-7r- der verlangten Art, so müfste die 
Gleichung 

(n + w)**"" Grades (n + w + 1) Wurzeln S haben; das geht nicht an, 
folglich ist die Forderung eine bestimmte und es fragt sich nur, wie 
die arithmetische Abhängigkeit der rationalen Function von dem Werthe 
der Yariabeln ausfallen mufs, damit die Function den Anforderungen 
genügt. 

Setzt man zunächst voraus, dals n der Werthe ij etwa i}m+v 
(1/ = 1, 2, ... n) Null sind, dann besitzt der Zähler fn die Gestalt: 



Eationale ganze a. gebr. Fanctionea eiuer u. mehrerer Variubeln. 



«£f(» - Uf). 



» a vorderhand willltilrlich ist — Die Function i;™ mufs far 
» — 0. 1,2,...>») den Werlh 

■nnehmeii, sonst küiinU' --"■■''^ nicht gleicli i/^ werden. 
Bezeichnet man 

U(x h^) = (p{x), 
I ao wird der Nenner Dadi der Lagrangeschen Furmel gleicli 



2v 



1 setzen sein. 

Die Function '- , welche an den Stellen 



g^ ((i ^ 0, I , . . . m) die Werthe ij^ , 
i den Stellen g,,^ (v = 1 , 2, . . . m) den WertL Null 
t'mniinmt, erhält dann die Gestalt: 



"YJix-i,^) 






Gibt man der willkOrlicben Constaaten a den Werth 



_/7(5«-«™+.) . fJd.-S^-H.)... JJ(6.-£«+.) JY'^"^*"^'' 

* » r Ji.T 

L und bildet darauf die Somine aller ans dem Zähler ajl{x — l,n+r) 

WBnd ebenso die Summe aller aus dem obigen Nenner durch Permuta- 
wfioa der Indtces 

0, 1, 2,.. .m, nt+1, .. .m + n 
Ejentstebeuden Ausdrücke, so ist der Quotient derselben die ursprilng- 



■Üch verlangte Function 



A 



•) 



*] Die LttBung der letaten Aufgabe stammt v 

Blirmans, FnnoUouaDLhEorlc 
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Potenzreihen einer und mehrerer Variabeln. 



§ 26. GleiohmäDEdge Convergenz. 

Wie wir das System rationaler Zahlengröfsen verwandten, um die 
allgemeiueren irrationalen Gro&en zu definiren, wollen wir die ratio- 
nalen (ganzen und gebrochenen) Functionen zur Bildung neuer mit 
den Variabein veränderlicher Gröfsen benützen. 

Yerknüpft man rationale Functionen eine endliche Anzahl Male 
durch die elementaren Rechnungsoperationen, so entstehen immer 
wieder rationale Functionen. Um etwas Neues zu Tage zu fSrdemi 
müssen wir eine unendliche Anzahl rationaler Functionen 

/i \^)> /2\P^)f • • • h(^)} • • • 
vorlegen und diese verknüpfen , etwa durch Summation. Wir stellen 
uns also geradezu die Aufgabe , die Summe unendlich vieler rationaler 
Functionen 

2" fr{x) - F{X) 
y=:l 

ZU untersuchen. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür , dafs diese 
Summe an einer Stelle x ^^ x^^ eine bestimmte (von der Anordnung 
der Summanden unabhängige) Bedeutung habe, besteht in der (Kon- 
vergenz der Reihe der absoluten Beträge: 



2 

r=l 



frK^O^ 



(fenn dann kann man nach Annahme einer beliebig kleinen Groise d 
stets ein solches v — n ausfindig machen, dals der absolute Betrag 
jeder Differenz 






sobald nur m > n ist 



r und inehrerer Variabek, 



131 



Damit die durch die Summe definirte Grfifse F{x) die mtioiiate 
Punction umfasse oder nur irgend etwas mit der rationalen Functiou 
gemein habe, müssen wir voraussetzen, dafs die Summe nicht bloa 
far einzelne Werthe der Variabein, sondern für alle Stellen eines wenn 
aucb noch so kleinen Bereiches in der Umgebung einer ersten Stelle x„ 
absolut und somit auch unbedingt convergirt. 

Soll die unendliche Reihe in einem Bereiche unabhängig von der 
Anordunng ihrer Glieder f, d. h. unbedingt couvei^'ren, so mufs man 
nach Annahme einer Gröi'se d eine unendliche Anzahl ron Gliedern 
derart abtrennen können, dal's der absolute Betrag der Summe von 
beliebig vielen der Übrig bleibenden Glieder fOr jeden Wertb von x 
ans dem Bereiche um a;g kleiner ist als 3. Diese Bedingung wird 
offenbar erfüllt sein, sobald man eine Reihe solcher jiositiver GrÖlsen 
ß, , (Cj, ... a,, .... 
I endlicher Summe angeben kann, dafs für jeden der in Rede stehen- 
i Variabein werthe 

|AI<«, (»-1,2...). 

We Gesammtheit der Stellen x^, für welche die Convergenzbedingung 

Füllt ist, constituirt den Convergembereidi der Summe. Dieser Be- 

eicfa besteht uothwendig aus einem oder mehreren von einander ge- 

■irennten zweifach ausgedehnten Bereichen und jeder bildet ein zu- 

Ltenmenhängendes Cuntinuum. 

Ob der Couvergeuzbereich einer Summe rationaler Functionen 

i begrenzt sein mufs, ob er sich iVi das Unenälidte erstrecken d. h, 

die Umgebung <ler unendlich fernen Stelle x ^ oo enthalten kann, 

irarden wir zu untersuchen haben; hier mag nur hervorgehoben werden, 

1 der Convergeuzb ereich der Summe einer endlichen Anzahl ganzer 

tionaler Functionen durch die Stelle oo, der der Summe einer end- 

l'Üchen Anzahl echt gebrochener rationaler Functionen durch die Null- 

Riteilen der Nenner begrenzt ist, indem die einzelne dieser Functionen 

I den Stellen, wo der Nunner verschwindet, unendlich wird, und an 

r unendlich fernen Stelle das einzelne Glied der Partialbruchzerlegung 



}fv\\ ist, weil der absolute Betrag dort verschwindet, — 

Man sieht leicht, dalk die Summe ^^ fy{x), welche einen 'Con- 

BTgenzbereich besitzt, keineswegs ( 
b ■— F{x) definireu mufs; denn wen 

mvergenzbereichea stetig sein soll, 
Pner willkürlich kleinen Gröfse d eii 

i&neDj dafs für tille der Bedingung 



le stetig veränderliche Gröfse 
F(x) an einer Stelle x^ des 

so mufs man nach Annahme 
Umgebung p von Xg angehen 
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anzusehen 



genügenden Stellen x der absolute Betrag 

I Fix) - F(xo) 
oder 

I (/; (^) - /■. (a^o)) + (/i(a') - A(*«)) + • • • I 

kleiner wird als d und diese Bedingung braucht nicht erfüllt zu sein. 
Wenngleich der absolute Betrag jeder einzelnen Differenz (fr(x) — /i(a?o)) 
beliebig klein gemacht werden kann^ ist durchaus noch nicht noth- 
wendig, dafs der absolute Betrag der Summe unendlich vieler beliebig 
kleiner Gröfsen d^ endlich oder gar kleiner wird als d. 

Denkt man nach Fixirung eines endlichen Convergenzbereiches 
unserer Summe in jedem Punkte des Inneren und der Begrenzung ein 
Loth auf die Ebene der Variabein x errichtet und darauf eine Strecke 

abgetragen, die als Maafs des absoluten Betrages ^ fvi^o) 

I V 

ist, so kann es möglich sein, dafs um den Endpunkt jedes Lothes 
eine Kugel zu legen ist, welche keinen anderen Endpunkt enthält. 
Dieses Bild veranschaulicht, welch grofse Regellosigkeit in den Werthen 

^,fv{x) selbst dann zurückbleibt, wenn wir annehmen, dafs ein 

Convergenzbereich existirt. 

Wir wollen die Convergenz der Summ6 ^ fy{x) so beschränken, 

Iß 

dai's die durch dieselbe definirte Grofse F{x) ebenso wie die rationale 
Function stetig wird. Wir setzen fest: 

Die unendliche. Reihe ^^ f^{x) convergire in einem Bereiche 

{A) derart, dafs sich nach Annahme einer willkürlich kleinen posi- 
tiven Grofse Si eine ganze Zahl m so bestimmen läfst, dafs der ab- 
solute Betrag der Summe 






U^) 



für jeden Werth von n^m und jede Stelle x des Bereiches kleiner 
wird als S. Dann heifse die Reihe in dem Bereiche {A) gleich- 
mäfsig convergent.*) 
So ist z. B. die Reihe 

qp 

in dem durch die Bedingungen 
\x\ = l<\ 

*) Weierstrafs, Abhandlungen aus der Functionenlehre S. 70. 
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definirten Bereiche gleichmäfsig convergent, deuu mau kauii eiue ganze 
Zahl tn so bestimmen, dals 

|j,. + ^. + . . . I ^ j. + J.+. + j. _L^ 

flir jedes « ^ m und jede der genannten Stellen kleiner wird als eine 
beliebig Weine Grolse S, 

Offenbar liegt in dieser Definition der gleichmäfsig convergcuten 
Reihe nichts, woraus mau scblielsen könnte, die Reibe sei aucb unbe- 
dingt convergent. Nehmen wir daher nur an , dafs die bestimmte Reibe 

r,w + AW + — (-/■.(«) + ••■ 

hei der angegebenen Gliederfoige für x = a convergirt, so kann man 
möglicherweise der Stelle x ■= a eiue solche Umgebung r zuordnen, 
dafs die Reihe für alle der Bedingung \x — a| < r genügenden Werthe 
gleichmäfsig couvergirt und man sagt dann, die Reihe convergirt in 
der Nähe von a yUiehmäfsig. 

Die flir die Art der gleichmäfsigen Convergeuz charakteristische 
gan^e Zahl m ist auch als obere Grenze derjenigen Werthe zu deuten, 
welche sich ergeben, iudem mau für die in Rede stehenden Stellen x' 
Zahlen m' sucht, bei deneu 



\'^M')-'^f.{':')\<« 



, sobald n'^ffi' ist. — Ist die obere Grenze nicht endlich, so . 
zwar die Reibe an jeder einzelnen Stelle convergiren. sie con- 
girt aber nicht gleichmäfsig in dem durch die Gesauimtheit der 
bellen constituirten Bereiche. 

Die Umgebungen jeder einzelnen Stelle a, in deren Nähe die Reihe 
teichmäfsig convergirt, haben eine obere Grenze R. Die Gesamiotheit 
: durch die Bedingung 

i..r-o|< R 

ikenn zeichneten Stellen nennt man kurzweg die Umgebung von (a). 

u von dieser aus, so gelangt man — den Begriff der Um- 

[ebnng in diesem Sinne nehmend — auf bekannte Weise zu einem 

^ntinuam von Stellen, iu deren Nähe die Reihe gleichmäfsig con- 

, dem Bereiche gleichmäfsigei- Convergene. 

Weifs mau, dal's eine ßeihe in der Mähe jeder Stelle gleichmäfsig 

BDvei^irt, die im Innern oder auf der Begrenzung eines Continuums 

rt, 80 convergirt sie auch in dem ganzen Bereiche gleichmäfsig. 

Dieser Satz ist gerade so zu beweisen, wie der bereits erledigte 

^tz : eine an jeder Stelle eines Continuums stetig veränderliche Gr'öfse 

( *» dem ganeen Continuum stetig, und darum unterdrücken wir hier 

i Beweis. Es soll nur bemerkt werden, dafs der Radius der Dm- 
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gebung einer der Umgebung Jß von a angehörigen Stelle h innerhalb 

der Grenzen liegt 

jB - d und JB + d, 
wo d = 1 6 — a\ ist. 

Jetzt behaupten wir, dafs die Summe einer Beihe innerhalb ihres 

BereicJhes gleichmäfsiger Convergenz eine stetig veränderliche Gröfse ist. 



OD 



In der That: ist a eine Stelle ; in deren Nähe die Eleihe ^ fvji^) 



»=1 



gleichmäfsig convergirt , und ist d eine beliebig kleine positive Grofse, 
die wir iu die Summe von d^ und d^ zerlegt denken, so kann man 
eine ganze Zahl m derart angeben, dafs in gewisser Nähe von a der 
absolute Betrag von 

kleiner wird als eine Grofse f, sobald n>m ist, und 



CD 

^(/;(^)-A(a)) 



r=n 



< 


9=.n 


+ 


CO 



< 



wird. Wählt maa dauu noch eine Umgebung von a so klein, dai's auch 



V(M^)-/;(a)) 



r=l 



<* 



wird, so ist die für die Stetigkeit von F{x) an der Stelle a noth- 
wendige Bedingung 

\F(x) - F(a)\ < d 

erfüllt und die Behauptung erwiesen. 

Von einer unendlichen Reihe rationaler Functionen mehrerer Ya- 
riabeln 



OD 



2 



^^ /r(^l f ^2 7 * • • ^f*) — -^ \*^l t '^2} • • • ^n) 



sagt mau ebenfalls, sie convergirt in einem 2n-fach ausgedehnten zu- 
sammenhängenden Bereiche gleichmäfsig, wenn man nach Annahme 
einer beliebig kleinen Gröfse ö eine ganze Zahl m so angeben kann, 
dafs der absolute Betrag der Summe 



OD 






für jede dem Bereiche angehörige Stelle (x) kleiner ist als *, sobald 
n > m ist. 

Convergirt die Reihe in der Nähe einer Stelle {x) gleichmäfsig, 
so kann man, von diesem Bereiche ausgehend, ein 2n-fach ausgedehntes 
Continuum von Stellen finden, in deren Näh6 die Reihe gleichmäfsig 
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convergirt. In dieBem Bereiche gleichmülaiger Couvergeoz ist die durch 
die unendliche Reihe definirte Gröfse wieder stetig, denn man kann 
«inec Stelle (a) dieses Bereiches eine solche Umgebung {Ö) zuordnen, 
I ' dafs ffir jede Stelle {a -\-h), wo 

\h,\<d, (v= 1, 2...«), 
der absolute Betrag der Differenz 

F(ai +Ä,, o, + Ai, ...a, + A,) - F{a^, a,, . . . o„) 
kleiner wird als eine beliebig kleine vorgegebene Gröfse. 



§ '27. Fotenssreihen. 
Wir beschäftigen uns nunmehr mit den aus unendlich vielen 
I ganzen rationalen Functionen einer oder mehrerer Variabein: 

: gebildeten Reihen: 



•> (^,1 = 

1 Potenzen fortschreitende PolemreiJien heifseu, 

^(a:,, Xj, . . . x„) 



die nach ganzen positiv 
und mit 

•VW, 

bezeichnet werden sollen. 

Soll die unendliche Potenzreilie an einer Stelle a oder (a) einen 
Ton der Hiimniatiüns folge unabhängigen endlichen Werth besitzen, so 
niuls die Summe der absoluten Beträge der einzelnen Glieder an der 
Ifenannten Stelle convergireu. Wenn diese Summe für das Werthe- 
aystem x-= a respective Xy ^ a, (w ^ 1 , 2, . . . v) nicht endlich ist, 
kann die Summe umsoweniger an einer Stelle couvergiren, für die 
\x\>\a\ oder \x.\ > \a.\ (v=l, 2...n) 
i ist. Wenn aber in der Fotcnurdhe '^t(i) tler absolute Betrag jedes 
Gliedes |o*a^| für einen Werth von x mit dem Betrage i„ endlich und 
deshalb kleiner hle'M als eitie positive ungehbare GrÖ/'se g, so ist die 
Seöie für alle der Bedingung 

i=«i-e<i. 

\ genügenden Werthe absolut und gleichniäfstg convergent. 
Der Yiirausaetzuug zufolge ist 

ond daher 

|».i-l-|o.|f<j,(i)'- 



•)' 



3 (fi^) ^ anstatt fi,, fi|, . . . f>^ >~ geschrieben ut. 
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mx)\^^\a.\f<g 



I(i)'= 



und hierin -§- < ^ ist» bleibt der absolute Betrag der Potenzreihe 
und die Reihe der absoluten Beträge der Glieder a,x' endlich , welcliea 
auch der Wertli von |a:i = | < So s^'- 

Die Potenzreihe ist in dem durch die Bedingung |a;| < f,, defi- 
nirten Bereiche auch gleicbmÜfäig convergent. Denn wenn eine be- 
liebig kleine Gröl'se d vorgegeben wird, so kanu man immer eine ganze 
Zahl m so bestimi^ien, daf» 



1 der Ungleichung: 



^, a,x' < * (« ^ m) , 



2- 



^^l"'^' 



<M 



i. 



L 



die rechte Seite durch passende Wahl von n der Forderung geroäls 
beliebig klein zu machen ist. 

Die Fotenereihe '^{x) ist als gleichmülsig convergeute Reibe in 
detn Convergenzbereiche stetig. 

Ertheilt mau x einen besonderen Werth x„ , i^o sind durch die ab- 
soluten Beträge 

lo,J!,'l (v-O, 1, 2...) 
unendlich viele positive Gröfsen definirt, welche eine obere Grenze be- 
sitzen. Ist diese Grenze endlich, so couvergirt die Reihe für jedes x, 
welches der Bedingung |,r| < |3;„| ^ So genügt. Nun sind auch un- 
endlich viele Grbfsen |q definirt, die selbst eine obere Grenze R haben, 
und solauge \x\ < Jt, convergirt die IteÜic. Ist aber |.i| > li, so 
divergirt die Poteuzreihe, denn dann werden einzelne Gliedür unendlich 
grofs. Für die durch die Bedingung \x\ •= li charakterisirt«n Stellen 
kann die Reihe durchweg couvergireu, oder divergiren, oder an ein- 
zelnen Stellen divergiren und an anderen convergiren, darüber kanu 
man hier nicht entscheiden. 

Uer Convergenzbereich der Potenzreihe "^'(^c) ist daruacli in der , 
Ebeue der Variabein durch eine Kreisfluchc mit dem Radius ü nm die 
Stelle X ^0 reprasentirt, uud R heifst der Convergmteradius. 

Für die Potenzreihe '^.'(j,, x^, . . . x^) bestehen analoge Sätze. 
Kann mau solche Werthe x,"", x.}"\ . . . a:*^"' mit den absoluten 
Beträgen 5,1"', l^"' . ■ . ^'■^' angeben, dals der absolute Betrag jeJos 
Gliedes der Reihe für dieses Werthesystem kleiner bleibt als eine 



^■^ aagebl 
HP diBguu 



aagebbare Cirörse y, 



) converyirt die Heihe für alle durch die Be- 



I 



beBtimmten Werthesysteme {x) absolut und gleicfaniäTsig. 
Für solche Wertheajsteme ist wieder: 



1«^,.;.,. .,- 


...r,»v;/.. .. 


und deshalb 


'VW. ',. 




. .».*."*.'• 



i<»G9"-(^r-(#)'" 
».II < 

'■=-'<'J.(*r(*r-(fr 



(-*)(-i^)-(-.fe-) 

Die lieilie 'l)(a;|, x,, . . . Xn) convergirt iu der Umgebung (£'*") der 
Stelle (()] unbedingt, deuu die rechte ijeite uuserer Ungleichung bleibt 
daselbst endlich, sie convergirt aber auch gleich märsig, da mau stets 
solche ganze Zahlen m,, m^, ... »in dudeu kann, dal's der absolute 
Betrag der Keibe 



2",- 



■ . X^^'•, 



I der ja kleiner ist als 

" (i,™) ' ({/«) '■■■(«')' i',ii.:w,_iv.,A_j!;Y ' 

jeder Stelle der genannten Umgebung von (0) kleiner gemacht 
I werden kann, als eine beliebig kleine vorgegebene GröPse Ö, sobald 
I nur ttj ^nif, »]>»{], ... »H ^ m„ . Dann ist ea aber eiu Leichtes, 
, gerade die Bedingung erfüllt zu sehen, welche die Definition der gleich- 
, mäi'sigen Couvergenz vorschreibt, wenn man nur »i die gröl'ste der 
Zahlen m, nennt. 

Um eine Zahl tn der verlaugten Art ausfindig zu machen, denke 
■ man die kleinste der positiven GrÖlsen £,'"!, Ij™ . . . ||^'> ausgewählt, 
sie heifse S'"' — dann wird die gegebene Reihe an alleu Stellen 
'' (x), für welche 



*] Die hier angesclirt ebene Gleiclilii^it küt 
Ka, wie man die für ■ r^ (»= 1, 2 



' leicht b et) tätigen , da wir 
SU BetEGnden uneodlioben 



3 mit einander multiplicirt. 
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\x^\<&'K (i;=l, 2..n) 
absolut convergiren und man darf die Reihe nach den Gliedern glei- 
cher Dimension f*i + f*2 4" ' • • + f*« = f* ordnen. Ersetzt man hierauf 

X9 durch CtX^ (v = 1 , 2 . . «) , 

wo die von Null verschiedenen Gröfsen Ct nur die Bedingung zu er- 
füllen haben , dafs nach der Substitution die Coefficienten der Potenzen 
von X nicht alle verschwinden, so erhält man eine Reihe: 



2 

/»=o 



Ä^xf' 



und ffir diese suche man ein m so, dafs für alle Stellen der kleinsten 

t(0) 

der Umgebungen -f—r der absolute Betrag jeder Summe 



CO 



^A^x^ (m'>m) 



fissm 



kleiner wird als d. — Dann ist die Zahl m eine der verlangten Art. 

Ist g<o) die kleinste der Grofsen g/<», J./«), gjo) ^^ jr jtre obere 

Grenze, so convergirt die Potenzreihe für alle Stellen des Bereiches 

Xy\ < R (1;= 1, 2, . .«). 



Die Reihe convergirt möglicherweise auch für Werthesysteme 

y^J, I , X2 j . . « Xu ) f 

für die 

\Xy\ > B, l^r^l > jR, ... |a:«__i| > B, aber |a?„| < R. 

Wir schenken aber der eben definirten Gröfse R unsere Aufmerksamkeit, 
weil wir gerade diese den Convergeuzradius nennen können und damit 
eine Bestimmtheit der Ausdrucksweise erzielen, wie bei der Potenz- 
reihe einer Variabelii. 



§ 28. Der wahre Convergenzradius einer Fotenzreihe einer 

Variabein. 

00 

Wir kehren zu den Poteuzreihen ^(x) =^ a^^ zurück und be- 
merken, wenn der absolute Befrag des Quotienten der Coefßcienten 



aufeinanderfolgender Glieder 



a. 



a 



v + i 



stets gröfser ist als eine noch so 



kleine aber endliche Gröfse r, so ist die Potenzreihe mindestens solange 
cofwergent als \x\ < r ist. 

Es folgt aus den Ungleichungen: 



«1 

«0 


<l. 


«1 



<l. 



• • • 



o. 



'>-l 



< 



durcii Multiplication 



Potenareiheii einer anJ mehrenir Varisbeln. 

-'- < -V oder Irtjr' < lonl 

r jedes v, d. h, der absolute Betrag jedes Gliedes a^x* bleibt kleiaer 
I als die eiidliclie Gröfee \a„\, wenn uur |xl<r ist, aber dann con- 
I Tei^irt die Reihe für alle Werthe des durch die Bedingung |j:| < r 
I bestimmten Bereichps, 

Der so gefundene Convergenzbereich braucht, nicht der „wahre" 
1 sein, d. h. derjenige, welcher divs Gebiet der Stellen, wo '■\}{x) endlich 
ist, von dem Gebiete treunt, wo die Potenzreihe divergirt. 

Die Existenz dieses wahren Couvergenzkreises ist uns zwar schon 
klar, doch wollen wir oiueu Beweis fQr dieselben erbringen. Wir be- 
haupten also: 

Wenn eine Potenzreihe '■X'(-'') f"' gewisse Stellen endlich und für 
andere in grÖlBerer Entfernung von der Stelle ^ •== nicht endlich 
ist, dann gibt es einen wahren Convergenzkreis. 

Der Voraussetzung nach findet sich in der Reihe von Werthen: 

■11(0), ¥(1), ¥(2)---1!W--- 
ein erster nicht endlicher z. B. ^(n-f~ 1)j ^f^o gibt es iu der neuen 
Werther ei he 

■iH»), •;'(»+-^,), *(»+l). •■■*(»+'-;:'), *(«+!) 

wieder einen letzten endlichen Werth , er heifae *;! (« + '" ' ) . Be- 
stimmen wir ferner einen letzten Werth: 

„ 4^ -^' + -^ , 

für weichen %^{t) endlich ist, fahren so fort und nehmen gleich an, 
dafs wir durch eine endliche Anzahl von Successioneu nicht zu dem 
wahren Convergenzradius gelangen , so haben wir eine Gröfse 

^ = » + -^ + ^^ + m^ + ■ ■ ■ 
definirt, die wegen der Beziehungen 

S-O' S <!' 2'<-k- +■-■ 

und der Ungleichung 

^ <"+' + -«■ + i + -■■ = »+■ -^1 



mit n endlich ist. Diese Gröfse ist der wahre Convergenzradius, denn 
nach Annahme einer willkürlich kleinen Gr51^e d kann man stets eine 
ganze Zahl v so bestimmen, dafs 
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^-(«+^ + $+-+-^)<^-V<* 



ff* ' Hl • I Z— 

m 



wird, and 

ist noch endlich y aber für eine positive Grofse x =^ R' > B kann die 
Potenzreihe nicht mehr convergiren. Man kann zwar die ganze Zahl 
V noch so wählen y dafs 

m 

bleibt, aber der Definition von R zufolge kann ^ (R -| ^ J nicht 

endlich sein. ^ 

Der Kreis mit dem Radius R um die Stelle x = hat demnach 
die Eigenschaft des wahren Convergenzkreises. 

Eine Potenzreihe kann entweder für jeden endlichen Werth der 
Variabeln oder beständig convergiren ^ dann ist der wahre Conveigenz- 
radius unendlich, oder sie hat nur einen unendlichen Convergenz- 
bereich um die Stelle Null (der^yirahre Convergenzradius ist endlich), 
und schliefslich kann sie den Convergenzradius Null haben, vne z. B. 
die Reihe 



OD 



X^{x) ^ ^ nl 0^ =:^ 1 +^ + 2!a?2 + 3!a:3^ 

» = 

Wie klein man hier auch \x\ annehmen mag, die Werthe |n! o:" 

wachsen mit n ins Unendliche und der Quotieut __ —^ ebenso, daher 
ist R und natürlich auch r Null. 
Die Reihe 

1 + - + ^ + — + • • 

convergirt jedenfalls für die Werthe x^ deren absoluter Betrag kleiner 
ist als 1, denn der Quotient 

(-nt) = ((irFT)r) = " + i (« = <M,'i...) 

hat den kleinsten Werth 1. Der wahre Convergenzradius jR ist 
aber gröfser als r «= 1 , und zwar unendlich, denn wie grofs man auch 
{x| = I wählen mag, der absolute Betrag der einzelnen Glieder bleibt 
unter einer angebbareu Grofse </. Man kann ja zu jedem endlichen 
Werthe | ein n so bestimmen, dafs 

w > g > n — 1 , 

und dann bleibt der absolute Betrag jedes auf das n*^ folgenden Gliedes 



ind mehrerer Voriabeln. 



Die Reihe 

1 + X + .r^ + ■ - ■ + X- + . 
[■ besitzt den endlichen Convergenzradius ß = r = 



1. 



§ 29. Ein Satz über die Coefflcienten der Fatenzreihen. 
Wir haben jetzt einen Satz zu beweisen, der uns einen richtigen 
AofscblufH Ober dieCoefficieat«n convergenter Potenzreihen geben wird.*) 
Sind in der rationalen Function 

f{x) = flß + a.X«. + 0,1* + • ■ • + flrX-r , 
die Expouenten ?n, , nij . . . wi^ positive und negative ganxe Zahlen, 
und bezeichnet g die obere Grenze der Werthe von |/(x)| für alle 
Werthe x mit dem absoluten Betrage %, so bat g den Werth \a\ 
zur unteren Grenze. 
Versteht man unter ® eine Grölse von dem absoluten Betrage 1, 
[ die aber keiner der Gleichungen 

j,.-,_l (p_l, 2...,) 
genügt — und solcher GrÖlsen gibt es unendlich viele, da wir nur 
eine endliche Anzahl von Werthen ausgeschlossen haben — und bildet 
man die Ausdrücke: 



/■(SS) -o, + a,|-.®-. 



+o,S- 



+ ••■ + 04"' 
+ ^.^ + a,i"'S"- 

+ • +o,r'e'" 



8o wird die Summe dieser nach Dimion durch n 



■ + -,i 



?t(»i] 



'+'.2"^-''t^ 



Der absolute Betrag der linken und deshalb auch der absolute Be- 
trag der rechten Seite ist nicht grbfser als die obere Grenze g. Rechts 
kann aber zufolge der Voraussetzung Ober die Gröfse & kein Summand 
Aber jede Grenze wachsen, und bei hinlänglich grofsem n wird der 
rechtsstehende Ausdruck von a^ um eine beliebig kleine Grölse d, ab- 
weichen; sein absoluter Betrag 

I". + «.1 

wird kleiner als g, oder höchstens gleich g. 

Wäre nun |a(,1 > g, so könnte mau ein n so bestimmen, dafa auch 

l«ol-|M>j7 



*) Siehe PiDcUerle ä. 334 Q 



9iarBtral-i 8. 93. 
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würde, aber dann müTste wegen der Ungleichaug: 

l«o + *»l^l«o|-|*-l 
auch 

l«o + *»l >9 

sein. Das ist nicht der Fall, folglich wird in der That 

l«ol^5'- 
Ist hierauf die obere Grenze der Werthe einer convergenten 
Potenzreihe 

CO 

mit dem Convergenzradius 72 für diejenigen Werthe x^ deren ab- 
soluter Betrag \x\^% < B \&i^ gleich g^ so genügt der absolute 
Betrag des Corfficienten a, der üngleuJmng oder Gleichung: 

\a^\<g .i-^. 
Bildet man nämlich das Product: 

so kann man in der Reihe 

ein fi =11» so angeben, dafs der absolute Betrag 

OD 

für die der Bedingung |a;| ^ | genügenden x Werthe kleiner wird als 
die beliebig kleine positive Grofse e. Ist dann d eine Grofse, deren 
absoluter Betrag |d| < e ist, so wird 

und umsomehr 

gl-^ + e > 



m 



Die obere Grenze der rechten Seite, wo |a;| «=£ zu setzen ist, wird 
nach dem früheren Satze niemals kleiner als |av|, daher ist 

gi-^ + s>\ar^, 

und weil e willkürlich klein ist, gilt 

l«r|<5'5"^ oder (7 > la^H". *) 

Ist eine Potenzreihe mit negativen Potenzen 

*) Man beachte, dafs dieser batz und der voranstehende Hilfssatz nur be- 
wiesen werden kann, wenn wir complexc Variaboln in Rechnung ziehen. 
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^die wir ajn besten mit 

'HD 

bezeicfauen, vorgelegt, so lassen sich fCir diese die früheren Betracfa- 
tungea wiederholen, wenn man nur bemerkt, dafs sie durcb die Sub- 
stitution 

"'" 

in eine Reihe ')j(y) übergebt. 

Wenn *^3(y) in dem Bereiche \yl < B um die Stelle y = con- 
vei^rt, 30 convergirt "^tH -) aufterhalb der um die Stelle rr^^O liegen- 
den Ereisfläche mit dem Radius -^ r= R^, denn za einer Stelle in dem 
ersten Bereiche gehört eine und nur eine Stelle des zweiten Bereiches 
nnd umgekehi-t und die Grenzstellen \y\ ^ R haben ihre entsprechen- 
den auf dem Kreiae \x\ = h ■ 

Ist die obere Grenze der Werthe |'^J(y)| für die der Bedingung 
[t/l = )j < R genügenden y Werthe g, so gilt 

l'^l <sr'. 

und wenn \x\ ^^ i ^ - ist, 

" l«-,l<sl'. 

Der L'onvergenzbereich einer aus unendlich vielen Gliedern mit 
positiven und negativen Potenzen gebildeten Reibe 

kann nur ein Kreisritiff. d. h. ein durch die Bedingungen 

R, <\.r\< li, 
definirter Bereich sein, denn wenn die Reiben 

').!, («) - 2 «-»=■• i * = i¥) -2 °-^ 

ßr solche x Werthe convei^iren, deren absoluter Betrag 

ja;] < ß, respective |.r| > Bj 
ist, kann die Summe nur in dem genannten Bereiche endlich sein. 
Ist Bj > R,, d. h. enthält der Bereich, wo \£\ < R, ist, keine 
^ Stelle, welche aulserhalb der Umgebung B, der Stelle Null liegt, so 
^k'OODvei^rt die Reihe P(x) nirgends und ist R^^B^, so kann P(x) 
^Kli&chBtens an Stellen des Kreises \x\'= B, convergiren. 
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Zur Ableitung des dem früheren analogen Satzes f&r die Coeffi- 
cienten einer Potenzreihe 

(ACy=o 

benöthigen wir den Hilfssatz über die rationale Function: 

= «0 + «I ^,'"»^'^3^2'«'^'^ • • • ^?***^ H 1- a^x^"^^^""^ x^^"^ . . . a:?-^'*^ , 

in der iw/*>, iWj?) . . . iwjy) (p«= 1, 2 . . r) positive oder negative Zahlen 
bezeichnen, welchem Satze gemäfs die obere Grenze g der Werthe von 

für alle Werthesysteme (x,, äTj, ... x^)^ bei denen 

I *^l I ^^^ »1 > I "^2 I '^^ «2 » • • • I ^J« I *=" 6« 

ist; die untere Grenze |ao| besitzt. 

Wählt mau n Grofsen ®^y &.^ , . . @n derart, dafs 

aber 0^ keiner der Gleichungen 
geuugt uud bildet mau die Summe: 



m 






m» 



ao+^ya^r'^lr''--.^ 






m* 



^^«f., ., ..... ^_^^„_,„ ^_^^„^,„ 



(?) 



1 _ öj""« 

r 

80 ist der absolute Betrag dieser Ausdrücke nicht gröfser als g. Da 
die rechte Seite nach passender Wahl von m beliebig wenig von Oq 
verschieden sein wird, etwa um tf,«, so ist 

|«o + ^rnKg- 
Wäre nun |ao| > g, so müTste auch ein solches d,n existiren , dafs noch 

und umsomehr 

|«o + ^m| >9 
ausfallt. Der so hervorgebrachte Widerspruch verlangt, dafs man 

setzt. 

Ist dann die obere Grenze der Werthe von |^(^i; X2, * - - Xn)\ 



Poteui reihen e 



r und mohreret Variabein. 

1,1-6, (v_l,-i, 



' alle Wertbeay steine (x), für welel 
tt, gleich g, so wird 

l»M..,«. . ...I <»?,-" «.-'••■- 5.'-, 

f und fBr solche Stellen {x), die innerhalb der durch die (irÖl'sen %, 
Lfixirten ümgebang der stelle (0) Hegen, ist 

I»- -.«.-.-■*i^H¥r(^r-('^r 

Dann wird also der absolute Betrag des einzelnen Gliedes unserer 
f Poteiizreibi- nicht gröfser als der des gleichnamigen Gliedes der Reihe fBr 



•p(*„ 



(-W(-l:)-0-::) 

Die Erweiterung dieses Theorems auf den Fall einer Potenzreihe 

*-) =/■"' '^»'.,/'.-.-*',^l"'*3'"- ■ ■ 3^" = 

■= *4j {x^, x^ . . . Xn) -\- ^'a„, ,>,,...„„ Xi'''X/'- . . . x^n , 

< wo der Strich bei der Summe anzeigt, dafs man die Combination 
I #*i ^ Pj ^ . . . =^ f», ^ auszuschliefsen habe , bildet keine Schwierig- 
I km. Es mag nur hervorgehoben werden, dafs der durch die Be- 
dingungen 

üjl») < |a:,| < Ä,<" (» — 1, 2 . . . ») 
l definirte 2M-fach ausgedehnte zasammeuhängende Convergenzbereieh 
k-andi dadurch aui^gezeichuet sein kann, dafs einige der (rrÖfsen R^^'^ 
l Terscliwitiden. 

§ 30. Summen unendlich vieler Potensreihen. 
Die Addition einer endlichen Anzahl von Poteuzreihen ^.(x) oder 
* P»(a:) , die einen gemeinsamen Convergenzbereieh besitzen, bedarf keiner 
weiteren Erwäß:iingen, denn es ist klar, dafs die Summe der Reihen 

qj,(a;) = V «;;' ^ oder Fr{x) = V "iT'^ (»■ = 1 . ^ ■ . • ") 

»1=0 »J=— B 

l^telbst wieder Potenzreiheu 



V P.(a:) —2 K" + ""' + ^■ "l,"') " 
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sind , die in dem den gegebenen Reihen gemeinsamen Convergenzkreise 
oder Ringe convergiren werden. 

Sind unendlich viele Potenzreihen gegeben, so können wir die 
Summe nicht ohne Weiteres durch Vereinigung der gleichnamigen 
Glieder in eine Potenzreihe 



^1 -4/» ^ oder ^ Af^ xf* 

fl=zO H =— OD 

transformiren , wo 

ist. Setzen wir aber fest, dafs man einen Kreis mit dem Radius R 
oder einen Kreisring mit den Radien i{, und jßj (0 < i2, < R^ an- 
geben kann , in welchem nicht allein jede einzelne Reihe ^^{x) bezw. 
Pv{x)y sondern auch die Summen 



00 



'^%{x) resp. ^P.{x) 

der in bestimmter Aufeinanderfolge gegebenen Reihen 

%^,(x), Prix) (i;=l,2...) 

endlich sind und für alle x VVerthe von gleichem absoluten Betrage 
gleichmäfsig convergiren , so kann man zeigen, dafs die Summe 







V.C') _ . 



*= 1 



für jeden bestimmten Werth von fe einen bestimmten endlichen Werth 
annimmt und in den genannten Bereichen die Reihen 



oo 



ip (x) = ^Af, xf" resp. P(x) =^Af, xf 
unbedingt und gleichmäfsig convergiren und 

OD QO 

wird. 

Wir beschäftigen uns mit dem Falle, wo die unendlich vielen 
Reihen 

gegeben sind.*) 

Ist r eine in dem Intervalle von 72, bis üj gelegene positive und 
€ eine beliebig kleine positive Grofse, so kann man zufolge der Fest- 
setzungen eine ganze Zahl m derart bestimmen, dafs der absolute Be- 
trag der Summe 



*) S. Weierstrafs, Zur Functiouenlehre , Monatsber. der Berl. Akad. 1880. 
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2^»(^) 



9 = 11 



für jeden Werth von x, dessen absoluter Betrag gleich r ist und für 
jede ganze Zahl n>fn kleiner wird als e. Ist n>ny so mufs des- 
halb auch 



^p*(^) 



r:=n 



< € und 






r = M 



< 2e 



werden. 

Ziehen wir die hier genannten (n' — n) Potenzreihen zusammen^ 
indem wir die Glieder gleicher Potenzen vereinigen, so wird der Co- 

9 ■ 

n 

efficient von rr^, nämlich ^a]ia\ der Bedingung genügen: 






<2£r-" 



und diese Ungleichung reicht zu dem Schlüsse hin , dafs ^ a^^^ «= A, 
einen endlichen bestimmten Werth besitzt. 



v=z I 



Die nun formal zu bildende Potenzreihe 



P{x) 



-f 



A^x^ 



/«- — 



OD 



convergirt in dem Bereiche, wo JJ, < |a;| <2i2 ist, unbedingt. Zum 
Beweise nehme man zwei positive Gröfsen r^ und rj, so dafs 

^1 < ^i < ^ < ^2 < ^2 
wird und wähle die ganze Zahl n derart, dafs 

9szn 

kleiner als 2£r2~^ und somit auch kleiner als 2£r,"^ ist, dann wird 



OD 



2<' 



< 2 £ r,-i" und 



vz=n 

Bezeichnet man hierauf 

»•—1 



CO 



2'. 






<2£r2-''. 



oo 



^a^ — Af^ ^% = -^/* > 



wonach 



r=l 



V=ll 



•«■/« = Au, -f- ^tt 



zu setzen ist , so wird für die x Werthe von dem absoluten Betrage r 



00 



oo 



00 



2\^^-^\<2e^_{£l\ 2'l^}."-''|5C2a2(^r 



/*=0 



s^*'« 



/4 = 1 



S^^* 



10' 
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und 



d. h. die Reihe 



^M;f^i<2.(^+^) 



ftZ= — OD 



-hoo 



convergirt unbedingt und gleichmäfsig. 

Die Summe der endlichen Anzahl von Reihen 



«—1 4- OD 



(1) 



af 



9^1 fl^ — CO 

besitzt selbstverständlich dieselben Eigenschaften und daher ist auch 




OD 
1 



A^xf = F(x) 

fl = —OD 

eine für jeden :r-Werth, dessen absoluter Betrag in dem Intervall 
von U, bis R^ liegt, absolut^ unbedingt und gleichmäfsig convergente 
Reihe, 

OP 

Schliefslich ist die gewonnene Reihe P(x) daselbst gleich ^,Py(j?), 
denn man kann in der Ungleichung 



9=1 



00 -f- 00 OD ^ OD 



v=l 



fi^ OCr 



v=:n 



fl = 00 



< 






€ stets so klein wählen, dals die von n unabhängige rechte Seite für 
jeden Werth r^^\x\ unseres Intervalles kleiner wird als eine noch 
so kleine Gröise d, was für unsere Behauptung genügt. — 

Es sei andrerseits eine unendliche Anzahl von Potenzreihen meh- 
rerer Variabein in bestimmter Aufeinanderfolge gegeben: 



00 



und es gebe eine Umgebung (R) der Stelle (0), für deren Punkte (x) 
jede einzelne Reihe ^y und auch die Summe 



OD 



9 = 1 



convergirt und zwar gleichmäfsig convergirt für alle Stellen (x), bei 
denen 

X^ 9 *^2f * • • • 
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der Reihe nach denselben absoluten Betrag rj < J2, , rj < IZj > • • • 
r, < Bn besitzen. 

Jetzt kann man nach Angabe von n Gröfsen r^, rj , . . . r^ und 
einer beliebig kleinen Grolse e eine ganze Zahl m so bestimmen^ dai's 
für jedes Werthesystera (^,, ^2, . . . Xn) der Beschaffenheit: 



X, 



r,, LT, 



2> • 



X^ 



und jede ganze Zahl n>m 



Xt HP*'(**'1 y ^2 > • • • ^») 



»^ n 



<«, 



und für jede ganze Zahl n ^n 



^^ 'Prl'^'l » X.2f > > • Xn) 



v = n 



<2s. 



Dann aber uiufs 



sein und 






»= n 



< 2 € r-rf*^ rrf*^ . . . r ^» 

.=^12 n 



OD 



y a^'^ - A 



Pi^Mif-'Mn 



wird endlich. 

Die Potenzreihe 



» = i 



OD 



(/*») = 

ist in der Umgebung {B) von (0) auch unbedingt convergent, denn 
nach der Zerlegung 



«— 1 



Mi*f*^^ -Mt 



n — 1 flo 



'n 



y=l 



• =« 



ist 









und für alle Stellen (x), für welche 
isty gilt die Beziehung: 



(/<,)=« 



("»)=« 



-2.[(.-?)(i-?>-(i-^)r, 

also die Summe links ist endlich. Dasselbe gilt für die Summe 
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00 



^1 A^^^ ^f*t ^Mi ^, 

und deshalb ist auch '^(x, ^ rCj i * ' • ^«) ^^ ^^^ genannten Stellen und 
in der ganzen Umgebung (B) von (0) endlich. 

Schliefslich gibt die durch Vereinigung der gleichnamigen Glieder 
unserer Reihen ^y gewonnenen Reihe ^ in der Umgebung (22) der 



30 



V. 



stelle (0) dieselben Werthe wie >^ ^,, denn es ist der absolute Betrag 



» = 1 



2'^^-^ <2. + 2a[(l--^;)(l-^)...(l_^)]-' 

f =: 1 n "' 

und kleiner als jede noch so kleine Gröi'se d. 

Die Tragweite der vorstehenden Theoreme geht aus den folgenden 
Sätzen hervor: 

1) Das Product zweier in der Umgebung R der Stellen x =0 
convergenten Potenzreihen 

00 00 

läfst sich in eine Potenzreihe entwickeln ; die in demselben 
Bereiche convergirt. 
In der That ist die Summe der unendlich vielen Potenzreihen 



00 



W ^' X, ^y^^ (f* = ^; 1; 2 . . .) 



i' = 



in der Umgebung R der Stelle gleichmäfsig convergent, denn es 
gibt eine solche ganze Zahl m, dais für jedes x mit einem absoluten 
Betrage r <C R 



oo 






< ^ (w' > m) und 



00 



%{.x)'^h^x/' 



/t = w 



<«l'l?l(^) 



wird, und weil die Reihe '|>i(^) daselbst convergirt^ kann man m auch 
so wählen, dafs f|^tG^)| kleiner wird als eine beliebig kleine positive 
Gröfse d. 

Jetzt darf man die unendlich vielen Potenzreihen in der frühereu 
Weise vereinigen und es wird : 

CO OD 



2) Eine ganze rationale Function 

f\y\ . y«. • . • Vn) 
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der n Potenzeihen 

yr = ^r(aj) (i/= 1,2, . . .n) 

mit einem gemeinsamen Gonvergenzbereiche |a;|<l! läfst sich 
in eine ebendaselbst couvergeote Potenzreihe '^{x) transfor- 
miren. 

3) Setzt man fOr y, Potenzeihen mehrerer Variabeln 

so geht /*(y, , ^2, . . . y») in eine in dem gemeinsamen Conver- 
genzbereich der Reihen ^^ convergente Potenzreihe über. 

4) Tritt an Stelle der ganzen rationalen Function f eine conver 
gente Potenzreihe 

CO 

f'iy) =2^^'^" 

und setzt man hierin für y eine Potenzreihe mit dem Conver- 
genzradius B 



= y.K^='^i^)^ 



80 wird f{y) in eine nach Potenzen von x fortschreitende con- 
vergente Potenzreihe zu entwickeln sein, wenn die Summe 
der unendlich vielen Reihen 



er 



in einer Umgebung der Stelle x = gleichmäfsig convergirt. 
Bezeichnet x' eine Stelle in dem Gonvergenzbereiche der Reihe ^^(x). 



OB 



an welcher nicht allein |'l>(a;)|, sondern auch ^,\b„xf*\ einen in dem 

Convergenzkreise der Reihe f(y) liegenden Werth erhält, so wird die 
angegebene Summe gewi(s gleichmäfsig convergiren, so lange 



\x\ <\x 
und in diesem Bereiche ist 



00 OD 



^«1'^ = ^CiX^' 

v=zO r = 

Falls die Poteiizreihe f\y) beständig convergirt, wird die neue Reihe 
so lange convergiren, als x in dem Convergenzkreise der Potenzreihe 
""^{x) bleibt. Wenn ^(x) eine beständig convergente Reihe ist, mufs 
der Convergenzkreis der neuen Reihe so grols sein als der der Reihe 
/'(y), und wenn endlich 'Jß(x) und f\y) beständig convergiren, wird 

auch die Reihe ^Cxx^ einen unendlich grofsen Convergenzradius be- 
sitzen. 
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5) Ist /'(yi, y^y ' ■ ' Vn) eine Potenzreihe 

CD 

und sind y^ Potenzreihen mit einem gemeinsamen Goiivergenz- 
bereich: 

OB 

und gibt es ein Werthesystem 

I ^1 I '^ 5| > I ^2 1 =^ ^2 • • • I ^« I = b« > 

für welches die n Summen 



00 



die Werthe rjy (v = 1, 2, . . . n) erhalten, die eine Stelle in 
dem Convergenzbereiche der Reihe f(yi, y2,..-y«) constituiren, 
so kann man oflfenbar /*(y,, y^y - - • Vn) iu eine Potenzreihe 



00 



^ii.^» ...^„ ^1 ' ^2 * ' • Xn ".p \X^j X^f . • • Xn) 

eutwickeln, die für alle Stellen der Umgebung (|) von (0) 
convergirt, und dort gibt sie dieselben Werthe, die/*(y, , ^2- '-y«) 
in der Umgebung (17) annimmt. 
Ist wiederum /(yi, ^2» ••• Vn) bestandig oder für jede endliche 
Stelle (y) convergent, so ist ^'{x^, X2, > - . Xn) an allen Stellen des 
gemeinsamen Convergenzbereiches von ^»(a;, , oTj, . . • Xn) convergent, 
und ""^'{x^^ X2f ' ' ' Xn) convergirt bestandig, wenn der gemeinsame 
Convergenzbereich der Reihen ^y alle endlichen Stellen (x) enthält. 
6) Die Sätze unter Nummer 4) und ö) lassen sich insofern er- 
weitern, als man in die gegebene Reihe f Poteuzreiben ein- 
setzen darf, die mehr Variable enthalten als f, 
Substituirt man z. B. an Stelle von y, eine Summe Uv-f- ^v» ^^^ 
sind u[^\ v^^^ Werthe, für welche 1 

endlich ist, so kann man die Reihe A!/i ; 1/2 > * * * y«*) ^^ ^^^^ Reihe 
nach Potenzen der neuen Variabein transformiren, die gewifs so lange 
convergirt, als 

\ur\<\u^^\, Iv.KIvt'^l (1;= 1,2, ...n). 

Dabei ist es aber erlaubt, die Reihe nach Potenzen der Gröfsen u 
oder der Gröfsen v zu ordnen und als Coefiicienten Potenzreihen nach 
V oder u anzuschreiben. Jede der Reihen convergirt in dem durch 
die Bedingungen 



r und mehrerer Variabein, 
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■ Umgebung (ii) von 



|».| + |..|<i!, (--1,2, 
rdefinirteu Bereiche, weuu /'(y, , y,, . . . y„) in d 
1 (0) convergirt. 

Bevor wir «och den Quotienteu zweier in eiiier Umgebung der 
Stelle Null convergenten Poteuzreihen in eine neue Potenzreihe ent- 
' vickeln, schicken wir A<jn Hilfasatz voraus: 

Ist der Convergenzradiua R einer an der Stelle Null nicht ver- 
schwindenden Potenzreihe 

von Null verschieden, bo gibt es auch eine Umgebung B, < ü der 
Stelle Null, wo die Potenzreibe nicht verschwindet. 
Ist r eine positive Gröl'se kleiner sIs It und g die obere Grenze der 
Werthe l'V-lx)\ für alle Stellen x in der Entfernung r von Null, so 
I gilt die Beziehung 

I^-mI <£"■-'' (p = 0,1,2...) 
nnd fOr ein \x\ := ^ <r ist 

und 

Der Voraussetzung zufolge ist \bg\ nicht Null, und darum kauu man 
die Gröfse p so bestimmen , dal's 

Bmeichnet B, einen dieser Bedingung gtnügenden Werth, so wird 
f&r alle Stellen der Umgebung B, von x^O umsomehr 

|i, I + J,i' + ■ ■ • |< 14.1 
and durum kann 

l'l'Wi 

daselbst nicht verschwinden. Es ist also ein Bereich der verlangten 
Art gefunden.— 

Ist die vorgegebene Potenzreihe eine mit mehreren Variabein: 

nnd hierin io,o..u von Null verschieden, ist ferner B eine positive 
tiröfse, die kleiner ist als jede der den Couvergenzbereich der Heihe 
fixirendeu Gröfsen (Ji,, üj,...7i,) und g die obere Grenze der Werthe 
|^(£j, 2^2, . . . x,)| für alle durch die Bedingungen 
l'A-M -\x.l-r<E 



.:*■, 
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charakterisirten Stellen (x), so wird 

und au den Stelleu {x), für welche \x^\ = ^^ < r (v «= 1, 2, . . . n) 
ist^ muis 

< 9S:'{m¥r ■ ■ ■ (^r 






(M=o 



seiu. Doch weil man die Gröfseu Q^ Q2y - "Qn so wählen kann, daCs 
die rechte Seite kleiner wird als die endliche von Null yerschiedeue 
Gröfse |&o,o..o|; so kann man auch für die Potenzreihe mehrerer Va- 
riabelu eine Umgebung der Stelle (0) augeben, wo sie den Werth 
Null nicht annimmt. 

In einem solchen Bereiche läfst sich 

1 1 1 



* ^' &o,o...o + y 

in eine Potenzreihe 

entwickeln, denn solange 1^1 < \p\ gilt die Formel 



OD 



p + q — p^^ ^^\p) 

und die mit y bezeichnete Poteuzreihe hat gerade die Beschaffenheit, 
welche nach einem der früheren Sätze nothwendig ist, damit die Sub- 
stitution dieser Reihe in 



oo 



} V (- ^y (_y ..y 

eine in dem besagten Bereiche convergente Potenzreihe gibt. 

7) Jetzt ist aber auch der Quotient zweier convergenter Poteuz- 
reihen 

^^{x^ , OJj, . . ; Xn) und %{Xi, x^, . . , Xn) 

in eiue Poteuzreihe '|>,(a:i,a;2, .. .^n) zu entwickeln, wenn nur 
^^^2(0, 0, . . •. 0) von Null verschiedeu ist. 

In dem Convergenzbereiche von '|>3, der jedenfalls in dem gemein- 
samen Couvergenzbereiche der Reihen "iji, und ^2 ^^® Umgebung der 
Stelle (0) bildet, wo der Nenner nicht verschwindet, ist 

^ = % und ip, = 5p3.5Pj. 



Ist 'Pi(j) =^ Xi"'^' ui"! 't-'jC'*^) ^ ^.W^' äo kann niaa immer 
fluch einen Bereich angeben, wo 



rmul man darf 









il'.W-S»' 



|-:«tzen. 

Den entsprechenden Fall i'iir den Quotienten von Potenzreihen 
[ mehrerer Variabein wollen wir bei ajiiiterer Gelegenheit untersuclieit, 
[ da die nuendllch vielen hier auftretenden Nulletelleu des Neuners in 
I einer beliebig kleinen Umgebung der Stelle (0) Schwierigkeiten machen, 
i' Behr wohl kann aber der Hatz bewiesen wurden; 

B) Der Quotient ganzer Functionen ohne gemeinsainea Theiler: 

geht durch die Substitutionen 

y, = ■I5,(s} iv = i,2...n) 
in eine Poten7.reibe ^^-(x) Über, die in dem gemeinsamen Con- 
V er gen zbe reich der Reihen '^1(2:) so lange convergirt, als x 
nicht einen Werth annimmt, dorn eine Nullstelle (y) von g 
eutapricht. 
9) Der Quotient zweier Potenzreiheu 

'Ei(yi.y.>--.y.) 
i'.(yi-yi.---y,) ' 

dessen Nenner au der Stelle (0) nicht verschwindet, kann 
auch wieder durch die obigen Substitutionen in eine Potenz- 
reihe '^{x) verwandelt werden, nur muts die Stelle 

in dem Convergenzbereicb der gegebenen Reihen liegen; dann 
gibt es einen Bereich \x\ < r, dem nur Stellen {y) des Con- 
vergenzbereiches von %i, imd '^l.^ angehören, und die Trans- 
formation in '■].^(:£) ist mögltcli. 
Wir unterbrechen diese Erwiigiingeu , die die Bildung einer un- 
L fibersehbareu Menge convei^enter Fotenzreihen gestatten, und ziehen 
[ BUS den Sätzen über die an der Stelle Null nicht verschwindenden 
I Pot«nzreihen einen Sehluld, der die formale Bildung neuer Potenz- 
L'Teihen wesentlich erleichtert. 
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Da eine Potenzreihe $(a?), die für a; = nicht verschwindet, iu 
einem endlichen Bereiche um die Stelle Null keine Nullstelle besitzt^ 
so folgt, dafs eine Potenssreihe, die für unendlich viele unendlich kleine 
Werthe von x oder an unendlich vielen Stellen jeder beliebig Tcleinen 
Umgebung von x = verschwindet, identisch Nuü sein mufs. 

Wenn daher zwei Potenzreihen an unendlich vielen Stellen einer 
Punktmenge ^ deren abgeleitete Punktmenge die Stelle Null enthält, 
dieselben Werthe annehmen ^ so ist die Differenz eine identisch ver- 
schwindende Potenzreihe; «d. h. die üoefficienten derselben sind alle 
Null, und die Coefficienten gleichnamiger Glieder der g^ebenen Reihen 
sind einander gleich. 

Aus diesem Satze geht hervor, dafs man zur Berechnung der Po- 



00 



tenzreihe^^Cjia:^, in welche sich der Quotient 

entwickeln läfst, nicht erst die Entwicklung von ^2~^(^) ^^^ dann 
die Multiplication mit ^^i(x) nothwendig hat, sondern man setze 

OD 



^^dx) >= %\{x)yczx^ 



und bestimme die unbestimmt gelassenen Coefficienten ci so, dafs in 
dem Producte der Coefficient von x* gleich Oty ist. Man erhält die 
Folge von Gleichungen 



öy = ^oC» + b^Cp^i + 62(^-2 + • • • + fty-i^i + byCQ 

aus denen sich die Gröfsen cx successive berechnen lassen. Das Ge- 
setz der Composition aus den Grofsen a, und 6^ ist ein ziemlich com- 
piicirtes. 

Bei dieser „Methode der unbestimmten Coefficienten*' darf man nicht 
am Ende folgendermafsen verfahren: 

Die Gleichung 

2. --Vi 

oder 



^ChX'' —2jW xf^cxx^ = 
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2«»*' -^iPoCf + ft| C(»-i H \-in<^)^ = 



r = /i = U 



lud mehrerer Variab*?lu. 



lestebt für x = unii darum ist «„ — = b„Ca. Weil c 



■ l) (") 



wird, kann luiiu durcii x lüviilireii uqi) die uach der Division zu voll- 
ziehende Substitution dea Werthes Null für x gibt o, ==&„(■, +ft,c„ usw. 
Diese Schtulktblge ist unriclitig, denn man darf durch x nicht 
dividiren, wenn man gefunden hat, dafa die Gleichung («) gerade fllr 
X=^0 besteht, und man kann von vornherein nicht wissen, dnfij die 
Beihen 



^"y+l^ 



2('.. 



■ + ',+.«.)»' 



auch fDr den Werth x ^ Qbereinstimmen. Mit anderen Worten, 
man darf auf die Identität zweier Reihen erst dann schliefsen, wenn 
sie für unendlich viele unendlich kleine Werthe der Variabelu gleiche 
Werthe besitzen. 

Zwei Potenzreiheu mehrerer Variabelu a;, , Xj, . . . j-„, die für alle 
Combinationen (z) von n nach Null convergirondeu Werthereihün 
für XyZ 

x[", x'^^ , . . . x\^\ . . (v= 1,2, .. .«) 

Qbereinstimiuen, sind identisch gleich, denn die Differenz ist eine Po- 
tenzreihe, die für unendlich viele Stellen (x) jeder (noch so kleinen) 
Umgebung der Stelle (0) verschwindet. 

Wir können wieder sagen, eine Potenzreihe ist identisch Null, 
wenn sie für eine Punktmenye, die die Stelle (0) zur Haufungs- oder 
Urenzstelle hat, verschwindet. 



§ 3l. Die abgeleitete Fotenzreihe. 

Aus jeder einzelnen convergenten Potenzreihe 



■^di-J;»,; 



kann man unendlich viele andere ableiten. Bezeichnet x^ einen be- 
stimmten Werth, dessen absoluter Betrag kleiner ist als der wahre 
Convergenzradius R und setzen wir 

X = x„ -\- h , 
wo 

|i|-k. + *ISI*.l + l»l< Ji 

I Kin Boll, so kann man die Summe der unendlich vielen ganzen Func- 
' tionen von h 

f,{h)-a.{x, + hy («-1,2,...) 
durch Vereinigung der gleichnamigea Glieder in h bilden, denn die 
i Summe 
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00 



2^. (A) 

»•=0 

ist so lange gleichmäfsig convergent, als \h' <i E — \Xq\ ist. Es ent- 
steht die Reihe 



OD 



WO die Coefiicienteu ^4>v(^o) Potenzreihen in Xq sind, die endlich blei- 
ben, wenn X(^ in dem Convergenzbereiche der Reihe ^4>(^) liegt 
Für den Werth h = wird 

was Xq auch für einen Werth in dem Convergenzkreise von ^(x) 
haben mag, daher ist 

und 

''^(x„+h) - ^(x,) = ^^?, (Xo)A + h[%{x,)h + %{x,)h^ +■■■]. 
Der Elammerausdruck wird für unendlich kleine 6ro(sen h selbst un- 
endlich klein, und man schliefst neuerdings, dafs die Potenzreihe ^^(x) 
an jeder Stelle ihres Convergenzbereiches stetig veränderlich ist. 

Die Potenzreihe ^i(x) heifst die Derivirte oder Ableitung von "^{x) 
und ^^i(a^o) is^ *'i® Derivirte von ^^S(a;) an der Stelle x^\ sie ist unab- 
hängig von dem Werthe des Incrementes -ä, welches wir mit dx^ be- 
zeichnen und das Differential von x au der Stelle rr^ nennen. Das 

Product 

ip, {x^) dxQ 

wird als Differentialändening von ^(a;) an der Stelle a;^ bezeichnet 

und indem man 

^,{Xo)dx, = d^{x,) 
schreibt, heifst 

auch der Differenfialquotient an der Stelle x^^. 

Die Ableitung ''^j^iix) ist, wie wir aus der nach //-Potenzen ge- 
ordneten Reihe /^ay(a? + Ä)* ersehen, durch die Reihe 



00 



^va^X^-^ 



definirt. Bildet man aus derselben 

00 

so ergibt sich leicht, dafs 

^S(«o) = ^i.oK) und 5P,(a:) = 5Pi.o(*).. 



%\ (^0 + A) =^f a,(a;o+ A)'-»=':p,,o(a:o) + %V(a;„)A + <p..^Xo) A«+ • , 
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00 



'15..1 (^«) =^v(v-i)arxr' = Y^ %(Xo) = ^'«K) 



r = S{ 



ist und dafs allgemein die Derivirte von ^i(a:) oder -^^ = ^^^^{x) 
zu setzen ist. Man nennt die Reihe 



00 

-2 



^v(v — 1) a^x^ 



welche durch denselben Procefs aus 'Pi(a:) zu bilden ist, wie ^j (:c) 
aus ^^5(a:), d. h. dadurch dafs man an Stelle von ocf" fia>"""* setzt, die 
zweite Derivirte von "J^a;) und bezeichnet dieselbe anstatt durch 

dx dx* 

und die zweite Differentialänderung mit 

^P^(j;) dx = d^^{x) = d'^^{x). 

So fortschreitend gelangt man zu der n**^" Derivirten von ^{x) 
oder dem n**'" Differentialquotienten 

DiesQ Potenzreihe ist von der Gestalt 

n\a^ + x^{x)j 
and man sieht, dafs der Coefficient von af' in der Reihe ^{x) gleich 

x = 

und der Coefficient 'i^nix^ gleich 



^(-^i-')-i*-'w 



ist. Schreibt man noch für >^?, ^^<*> oder ^', so wird 



a; 1 rt^io»//Yv Ä* 



and wenn man hier an Stelle von XQ-\-h x setzt, entsteht die Reihe: 

n^, + {x-X,)] = ^^(a:„) + *P<')(Xo)^''+ g.^W(a;„)^=pl* + . . . 

Diese auch direct durch die Substitution 

Xq + {x — x^) für Xq 
aus ^4>(^) ableitbare Potenzreihe, die wir mit 

^(x\x^) oiier "^{x — Xq) 
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bezeichnen; convergirt zum mindesten so lange als 

d. h. für alle Stellen in dem am Xq mit dem Radius M — \Xq\ be- 
schriebenen Kreise. Dieser Convergenzbereich braucht nicht der wahre 
zu sein, aber an den ihm angehörigen Stellen x hat '^^(x — Xq) den- 
selben Werth wie ^(x), dort ist 



00 OD 



Ist nun auch eine Potenzreihe 

OD 

^(a;,, x^, ...Xn) = 2^^*-^'' •^«^'^- • -^^ 

vorgelegt und sind 

(x(^>) und (x<o) + h) 

Stellen in dem Gonvergenzbereiche^ so kann man 

«ß(4o» + Ä„ 4»' + Äj, . . . iC«» + Ä.) 

in eine nach Potenzen von %|, Aj)-*-^» fortschreitende Reihe 



OD 




entwickeln. Die Coefficienten sind wieder Potenzreihen in den Ghrofsen 

^i"N ^i^S ' "^n^f ^^^ wieder gilt 

^0,0.. .0(^1; OC2, . . .Xn) = ^(^i, X2, . ..Xn). 

Die Coefficienten von Aj, h2,...hnf nämlich 

heifsen die partieUen Ableitungen der Reihe ^ nach den Variabeln x^ , 
x.2y . * . Xn an der Stelle {x^^^). Man bezeichnet sie mit 

/d^_\ /dß\ /a*\ 

Vaa:J> [dxi) "\dxj 

(^W) (rr^«^) (a;^«)) 

und zeigt leicht ^ dals die partielle Derivirte nach Xv ^--- aus ^^ her- 
vorgeht, indem man an Stelle o?»* ii^af^^~^ setzt. * 

Durch denselben Ableitungsprocefs kann man die Ableitungen 

aller Ordnungen 

^.+i".+ ...+/*« ^ (aj, , a:,, ... a:^ ) 

gewinnen, die von der Anordnung der Processe unabhängig sind. Der 
Werth dieser Ableitung (f*i + f*2 + ' * ' + f*»)'"' Ordnung an der 
Stelle (0) ist bis auf den Factor 



I'otpnr.reihen e 



uud uiöhrerer Varial'L'ln. 161 

um man dii? gegeben«! Keihe mit' die 



leicb Op,.;,,,. „,, iinil dsiniin kniin ir 
Porm briDgOD: 

" •■' (Ol 

1 die Reihe für ^iK^^,"' + '»i . *,"' + '*i . ■ ' ■ <" + *,) erhält die Ge- 

,„ -t^A 's-< 0^ ■ ■ - 0<'/ ^- ^ '" ^''■ 
Spt.zt man an Stelle von b, x,—xT, so wird 

»der bei der der früheren analogen Bezeichungsweise 

'lj(a,,a:j,...a:,|(a;«")) 

&n allen Stellen des Convergeuzbereiches dieser abgeleiteten Reihe, 
weit er mit dem der gegebenen Reibe übereinkomint, geben beide 
Leihen dieselben Werthc, denn daselbst ist die dnrch die Substitutionen 
■'•■;.'" + {x> — af I) für X, 
TYCrgehende neue Reihe nur eine identische Umformung von 

■■»„.,.,, „.(rf'+(»,-rfW'(a4"'+fe-ir)r...(»f'+(^.-^r)y- 



g 'i2. Beziehung zwischen den aua einer ersten Reihe abgeleiteten 
Beihen. Obere und untere Qronze der Convergenzradien der 
abgeleiteten Reihen. 
Räumen wir der Reihe 



«(■»■!«) -^'^.(^-" 



|die Rolle einer primitiven ein, so gelten für diese zunächst folgende 
: Eine Poteuzreihe ''^{x — a), die für unendlich viele Stellen 

■ einer Punktmeage mit der HäufuugBstelle n verschwindet, ist identisch 
Null Zwei nach Potenzen von x — a fortschreitende Reihen sind 

f identisch, wenn sie an unendlich vielen Stellen (a:, , a^^, . . .a;,, , ..) 
Imit der Haufungsstelle a dieselben Werthe annehmen. Ferner besitzt 
■iäe Potenzreihe '■)^{x — a) in ihrem ganzen Convergenzbereiche den 

■ Wertb.^, wenn sie an unendlich vielen Stullen jeder (noch so kleinen] 
1 Umgebung von a den Werth Ä annimmt. 
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Ist ai eine Stelle in dem Convergenzkreise R unserer Reihe und 
ersetzen wir 

X — a durch a, — a + (a: — a,), 

ordnen die entstehende Ileihe 



OD 



2^*(»1 — « + (^ — «1))' 



v = 



nach Potenzen von x — a^ , so geht eine Reihe 

ip,(a;|a,)=2'<"(^-«.)' 

hervor, in welcher die Coefficienten c<J^ in folgender Weise zu defi- 
niren sind: 



00 



Die neue aus ^(a;|a) (abgeleitete Reihe ^i{x\a^) bezeichnen wir, um 
ihre Entstehung anzudeuten, mit 

Sie convergirt mindestens so lange als 

|a; — aj < R — |a, — a\ = R — dj 

und gibt in der Umgebung R — rf, von a, dieselben Werthe wie *'j>(a;|^). 
Bezeichnet a^ eine Stelle in dem Convergenzbereiche von 

'Jß{x\a^ a,) 

und setzt man von Neuem anstatt 

X rtj «2 ~" ^1 4" (^ — ^) » 

so entsteht abermals eine neue Reihe: 



CO 



* = 

deren Coefficienten 

= J./^?A^I«;3l\ (n = 0, 1, 2...) 






2 = Oj 



sind. Ist der Convergenzradius von ^^J(a?|a, a,) -K, , so convergirt 
'4J(it:|a, «1, a.2) gewifs für die durch die Bedingung 

\X — «2! < Hy — 1^2 — ^'il 

definirten Stellen. 

Setzt man dieses Verlahren fort, wühlt eine Stelle «3 in dem 

Convergenzkreise von '^.H^l«> «w «2) ^^^ *^^^^^* '4>(^k'i «i^ «2» «3) 



, wählt flv in dem CoiiverffenzkreiBf 
bdlicb eine Heifae: 



von *(.V-i{a' 



i), so fol^ 



'l<.(»-o.)-'»(»l», «,,", 
i man eine durch VcrmitÜang der Stellen i 



, rtj, . ■ . «« aus '^s(i|a} 

geleite Reihe nennt. 

Liegt die Stelle a, in dem Kreise R um a, a, in dem Kreise 

- \a, — n\ = R, um n,, o, in der Umgebung R, — [o, — ff,| ^flj 

ii-i usw., endlich a, in dem Kreise Jf,_i — |«,-j — «,_i| = it» 

[ von a, 1 , 80 wird 

iy — a\<R (1/= 1, 2 . ..n), 
I und daher gibt es auih eine direct ableitbare Reihe nach Potemen von 
h^x — «■) ''J«(3:|a„), die rait ^^{x\a, a, , a^, ■ ■ • ein) identisch ist. 
Wir beweisen diese Behauptung für den Kall n = 2. 
Die Reihen *J?(j^la) und "IH^-i«! 0|) stimmen an allen Stellen der 
Umgebung R, von n, iiberein, d. h. sie nehmen dort dieselben Werthe 
ebenso '^(x\a, a,) und 'l>{a:[ß, o,, a^) und folglich auch 'IH-'-l«) 
I nnd ^^^l^l^'i '■ii (*'j)' ^'^ Reihen ^^(j:|a) und ''^^(xjo, a^) besitzen 
}■ aber an allen Stellen des Kreises R — | oij — a | um a, ebenfalls die- 
Lselben Wertbe und nun ist klar, dsis die beiden Reihen ^^(.cja, «,, a,) 
rund "^(xla, a,) an unendlich vielen Stellen jeder Umgebung von a.^ 
1 Übereinstimmen , und es wird in der Tbat 

und altgemein 

f(i:\a, o.) = <P(ila, o,, «,, . . . o.) . 

I die»em Satze gebt gleichzeitig hervor, dals der wahrte Üonvergenz- 
[ kreis einer, aus •^.'(a:!«, a,) abgeleiteten Reihe '4j{a;|o, o,, a,) den Con- 
»ergenzkreis von '-p(^-|fl, a,) keineswegs von innen terUhren mufs, 
I denn der Convergenzraili ua von ^^(;i'|a, a,) ist zum mindesten 

It-\„,-a\, 
Txoid er wird gröfser sein als 

Rj= Bi — |a, -ßil -= Ü - |o, — a| — |a,, — fl,|, 

\a,-a,\>\\a,-a\~\a,-a\\, 

und ebenso wird der Convergenzbereich von ^{^(s^ja, a,) nicht in dem 

[ Kreise i£ um a liegen mtiasen. Wir konnten eben nur beweisen, dafs 

r mindestens bis au den Kreis R hinanreicht. Es wird uns alsbald 

gelingen, ein Kriterium l^r die wahre Convergenzgrenze zu erkennen. 

Zunächst zeigen wir: Wenn man aus ''\^{x\a) eine Reihe '^{u-\a, b) 

hdired absuk-iten vermag, so kann man umgekehrt auch ')^{x\a) aus 

L$(x|a, h) ableiten. 

Falls die Stelle a dem Uonvergenzbereiche der Reihe !lJ(a|o, b) an- 
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gehört, so ist ^^(2;|a, 6, a) eine direct ableitbare Reihe, die für jeden 
Werth X einer hinlänglich kleinen Umgebung von a mit ^{x\ay b) 
und mit ^4>(^l^) übereinstimmt, folglich ist 

und '^.>(a;|a) ist wirklich aus '']y{x\a,h) abgeleitet. 

Gehört aber die Stelle a dem Convergenzbereiche von '*]ß{x\a,b) 
nicht an, so kann man eine Reihe vermittelnder Stellen 

angeben, von denen 6, in dem Convergenzbereiche von ^>(^l^» ^) ^^^ 
a näher liegt als die Stelle 6, h^ dem Convergenzbereiche von ^ {x \ a, fc, 6|) 
angehört und a näher liegt als die Stelle b^ usw., dann wird schliefs- 

lieh die Reihe ^^(a:|a, &, , t^« * - * ^**) ^^ ^^^ Stelle a convergiren. Die 
Convergenzbereiche der hier successive abgeleiteten Reihen enthalten 
stets Stellen, die in dem Convergenzbereiche der vorangehenden Reihe 
nicht vorkommen und darum kann man auch schliefslich eine Reihe 

ableiten, die mit ^(x\a) identisch sein wird, weil ^(x\a,b^^ , . .bn) 
in einer gewissen Umgebung von a mit ^45(^1^) übereinstimmt. — 
Sind zwei Potenisreihen 

n^\a). f,{x\b) 

gegeben^ deren Convergcnzbnriclie tJmlweisc susammenfaUcn ^ und be- 
sitzen sie an ummdlich vielen Stellen jeder Umgebung des dem gemein- 
samen Bereiche angehörigen Punktes c dieselben Werthe, so lassen sich 
die ReiJien aus einander ableiten und Jiahen an allen Stellen des gemein- 
samen Bereiches dieseU)en Werthe. 
Der Voraussetzung zufolge ist 

'^'{x\a, c) - ^',(icK>, c) 

und weil ^4S(a;|a) aus ^4?(a:|a, c), ']^\{x,b) aus '\>i{x\b,c) abzuleiten 
ist, geht auch ^^^(a?|6) durch Vermittlung von a und einer Reihe 
von Stellen fej, ftj? • • • ^» ^"^ ^H^l<*) "^^^ umgekehrt ^>(a:|a) durch 
Vermittlung von e und einer Reihe von Stellen a, , ^j, . . . r?« aus 

^i'i(^l^) hervor. 

Ist c' eine Stelle in dem gemeinsamen Convergenzbereiche {A) der 
gegebenen Reihen, an welcher die Übereinstimmung von ^(a;|a) und 
^Si(a:|2») noch nicht bekannt ist, so wähle man innerhalb {A) eine 
Reihe vermittelnder Stellen c^^ c^, . . • Cm derart, dais c^ dem um c^_i 
zu verzeichnenden Kreise aijgehört, der innerhalb {A) Platz findet, 

so wird 

X^{x\ay c, c,, . . . r,;,, c) :-?-- ^^(a;|6, c, (?,,... c«, c') 
und 

f{z\a,c).. i«,(3:|6,c'), 

denn es gilt znuächst 



PottinxrüiheD einer imd mehrerer Voriabcila. 



I und wegea der Iilciitität 



•Hx\l,c,c,)-^li,(xll,,c,) 



muls 






sein naw. — 

Heilst der wahre Cunvergeiizradius einer Keihe ').!(:!; — a) E und 
ist a, eiue dem OüuvergeuzbereicLe uugehöri^^e Stelle iu der Entfer- 
nung d = [fl, — u\ von a, wobei rf < -5- sein mag, bo ist der Con- 
vei^uzradiiitt Ü, tou ^(u;{a,a,) gewils muht kleiner alti R — d, d.h. 
grÖFaer als -^ , nnd dann liegt a in dem (Jon vergeuzk reise der abge- 
leiteten Keihe. Weil mau hierauf ~f(j;|«) wieder aus '^{x\a, a,) ab- 
leiten kann, iHt H nicht kleiner als 7i, — d, und soitiü Icintzl dar 
Radius der abgelcUden Bcihc die Oretisen 

B~d und Ji + d. 
"Wählt man die Stelle a, iu einer Entfernuug rf von a, die grülser 
ist als — - , so bleiben diese tJreuzeu für Ü, erhalten; die untere 
Grenze ganz uffenbar und die obere Grenze darum, weil mau andern- 
falls aus ^|!(3:|a, a,] eiue Heihe 

"^5 ix\a, a,, öl, tj, . . . ö,, a) 
ableiten künut«, die mit '|>(x]r) übereinstimmt, aber nicht den ange- 
uouinieuen Convergenzradius R bat. 

Weil d die obere Grenze R besitzt, sind die Grenzen der Conver- 
geuzradien aller abgeleitet«n Poteuzreiben 
und 2R. 
Der wahre Convcrgcnzradius R einer PoUtisrcifte '^{x — >i) ist geradezu 
äaäwch clmraklerisirl, dafs die Ufilerc Grenze der CoHvergenxradien 
der abgdeitctcn Reilicn NuÜ ist, das will sagen: wenn die uutere 
. Grenze niijht Null ist, so ist der Cunvergenzradius nicht R, sondern 
gröfser als li. 

Um das zu beweiseu, setzen wir als bek.inut voraus, dafs eine 
gegebene Ueihe 

■tw -^•■.»- 

Iflr alle Stellen a der Umgebung R von .r '= convergire, dann ist 
för alle der Bedingung 

l«l + kl<ß 

loflgenden Werthe von z nnd a die Ueihe 
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couvergent. Ferner sei die untere Grenze der Couvergenzradien dieser 
für alle Stellen der Umgebung R van x=^0 abgeleiteten Reihen nicht 
Null, sondern r. Wir wollen zeigen, dafs in diesem Falle die Reihe 
^ß{x) den wahren Convergenzradius R -{- r besitzt. 

Es sei Q <r und x eine Stelle in dem durch die Radien R und 
12 4~ (> definirten Kreisringe um die Stelle x = 0, also: 

R< \x\ <B + p, 

dann hat der durch die Bedingung 

\ X — x' \ < r 

definirte Bereich um die Stelle x' mit der Umgebung jB von a; = 
einen Bereich (Ä) gemein und zu einer Stelle a in diesem letzteren 
gehört eine Reihe ^(a;|a), deren Convergenzradius nicht kleiner ist 
als a. Der Kreis r um a enthält die Stelle x' und ^(a;'|a) hat einen 
bestimmten Werth. 

Ist b eine zweite Stelle innerhalb (^)y so hat auch ^(a;'|&) einen 
bestimmte^^ Werth. Weil aber die um die Stelle 

giltigen Reihen ^{x\a,c) und ^{x\b, c) mit 'JP(a;|c) und somit unter- 
einander übereinstimmen^ so nehmen die Reihen ^(:z;|a) und $(2;|&) 
an allen Stellen ihres gemeinsamen Convergenzbereiches und auch an 
der Stelle x = x' dieselben Werthe an^ es ist also 

'^{x\a) = ^{x'\h). 

Jetzt ergibt sich leicht, dafs die gegebene Reihe ""^{x) auch noch 
für x = x' convergirt. 

Die Reihe i)3(^|a) ist der Voraussetzung nach convergent, wenn 

I a I < 2J und \ x — a | < r. 

Bezeichnet dann a die obere Grenze der Werthe | ^ (^ I a) | für alle 
Stellen der Kreislinie \ x — a | = (>, so ist 



00 

— y 



It I r'(«) I = :^ ^^(f* - 1) . • . (,1 - 1/ + l)c^a/' 

und hierauf 

^(^-1) (>>-v+ j) |,^| <; ^p_. |„_,.-v,| 

X • 2 • • • y 

oder 

(i;)Mi«'i(i)'s.f- 

Bezeichnet man | a \ mit a und bildet die Summe 

«'•(iy=«''ic.i(i+iy. 



<9Q-' , 



v=0 ^ ^ 



so ist diese wegen der letzten Ungleichung 



Poteuxreibco einei' uuil mi'lirerer Vuiiiib«?!)!. 



eu 
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für jedes ^ klei 



i fijr alle Werthe 



-2'.' 



■ bleibeD als eine angebbare Liröfae, miils die Heilie 
jii X, deren absoluter Betrag 

■.«!<« + ¥ 

uveryireii. Da a deui Wertbe ft Ijeliebig iiabe komiiiL-u kuuii, wiril 
Pder ConvergeiizraJiua von *^(ä) wirklich griifaer als li und wird von 
yR + 1/ und H -j- r beliebig wenifj abweichen. Dann mul's er aber 
■ gleich ü -|- r sein, denn der Couvergenzradius kaun seiaer Natur zu- 
folge einer oberen Grenze uicht blos beliebig nahe kommen, sondern 
er hat ein Maximum. 

Es sei nunmehr li der walire ConvergenzradiuB einer Potenzretbe 
Dm die Stelle oder a oder od — sie beilse 

lux), W-o). !P(»-»)-*{^) 
— dann haben die Convcrgenzradien der abgeleiteten Reihen nothweudig 
die Null zur unteren Grenze. Es existirt deshalb eine Stelle, in deren 
Doch so kleineu Umgebungen Stellen der Hea c baffen he it liegen, dal» 
die ihnen zugehörigen abgeleiteten iieiheu einen Convergenzradiua 
besitzen, welcher kleiner iat ak eine beliebig kleine Gröfse. Diese 
Stelle kann nicht im Innern des Convergeuzkreises der vorgegebenen 
^ fteihe und niuls daher auf der Begrenzung liegen. 

Wir können nuch sagen, dal'a es auf der wahren Grenze eines 
L CouTergenzbereiches mindestens eine Stelle c geben muis, in deren 
Umgebung keine Potenzreihe 'Lp'(x{c) esistirt, die au den Stellen des 
l< dieser und der gegebem^n Reihe gemeinsamen Couvergennbereiches mit 
\ der letzteren übereinstimmt, denn gäbe es für jeden Punkt der Be- 
I grenzong eine solche Reihe, so könnten die Convergenzradien der aus 
der ursprünglichen abgeleiteten Reihen nicht die nntere Grenze Null 
Die Anzahl solch ausgezeichneter Punkte c kann endlich oder 
^unendlich sein, ja es ist denkbar, dafa alle Stellen der Begrenzung 
reines Convergenzbereiches von der genannten Art sind. Wenn eine 
l^unendliche Menge von Punkten c auf dem Convergenzkreise liegt, sind 
idie Stellen der abgeleiteten Punktmenge Stellen gleicher Art, denn 
3 sind dadurch deüuirt, dafa iu jeder Umgebung derselben unend- 



d 
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lieh viele der gegebenen Stellen liegen. Die Stellen, in deren Umge- 
bung keine Potenzreihen existiren^ welche mit der gegebenen Reihe 
an den Stellen des gemeinsamen Convergenzbereiches übereinstimmen, 
constituiren somit eine abgeschlossene Punktmenge. 

Die den letzten entsprechenden Betrachtungen über die Potenz- 
reihe mehrerer Variabelu 

fassen wir kurz zusammen. 

Man kann durch die Substitutionen 

a^ — a^ -{- (x^ — ai) (v = 1 , 2, . . . n) , 

wo (a') eine Stelle in dem durch die Ungleichungen 

\Xp—a^\ < B (i; == 1, 2, ... n) 

charakterisirten Convergenzbereiche der gegebenen Reihe ist, vor Allem 
neue Potenzreihen 

^1 (^1 , a:^, . . . Xn\ («')) oder ')^{x^, x^y,.,Xn\ (a); (a')) 
ableiten. Der Coefficient a^j,|u„...Ai» ^er Reihe 

'^tix^,x^,...Xn\(a)) 

OD 

ist der Werth der Ableitung 

^i+f *^-^--^f*ns^^xt, xt... . g, I (g)) 

däft'da^ . . . a«;;* 

an der Stelle {a). 

Wählt man in dem Convergenzbereiche der abgeleiteten Reihe 
mit dem Radius ü, eine Stelle (a") und Jiegt diese in dem Conver- 
genzbereiche von ^4$, so gibt es eine indirect und eine direct abgeleitete 
Reihe 

^(a;, ,x^,...Xn I (a), (a)i (O) »nd '^{x^^ x^,.,,Xn\ (a), (a")), 
die wieder identisch sind. 

Fallen die Convergenzbereiche zweier Poteuzreihen 
^(a;i, X2,... Xn\{a)), qj, (a;, , iTj, . . . Xn\{h)) 
theilweise zusammen und stimmen sie an unendlich vielen Stellen, 
welche eine Häufungsstelle (o) haben, überein, so werden die Potenz- 
reihen 

'13(^1 , i»?2> • • • ^n\{a)y (c)) , ^4?, (x^ , 0:3, . . . Xn\{h), (c)) 

identisch imd die gegebenen Reihen stimmen au allen Stellen des ge- 
meinsamen Convergenzbereiches {A) überein, in deren Umgebungen 
aus ^(j?i, a;^, .,.Xn\(fl)j (c)) abgeleitete Reihen existiren. 
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Bezeichuet mau den Convergeiizradiuä von '45(*^n ^^2» • • • ^n\{(i)^ {c)) 
mit Q und wählt man eiiiü Stelle (c') so, dais 

\c, -eil < Q (v= 1,2, ...m), 

so werden die gegebenen Reihen jedenfalls an allen Stellen derjenigen 
Umgebung von {c) übereinstimmen , welche dem Bereiche (Ä) und dem 
Convergenzbereiche von ^^(a;, , a:.,, . . .x„\{a), (c), (c*')) angehören. So 
fortfahrend findet man ein 2 n fach ausgedehntes Continuum, wo die 
Reihen ^ und ^|n, übereinstimmen. 

Ist der wahre Convergenzbereich einer Potenzreihe wieder durch 
die Gesammtheit der den Bedingungen folgender Art 

\x^ — a^l < li (v = 1, 2, . . ,n) 

genügenden Werthsysteme (x) definirt, für welche ^^(a;, , iCj, . . . a;«|(rt)) 
convei^irt, indefs die Reihe für jedes Werthesystem : 

\Xt — a^\> li (v = 1, 2, . . . n) 

divergirt^ so mufs er dadurch charakterisirt sein, dafs unter den 
Stellen (a;), für die 

\Xv — ar\ = R (v = 1, 2, . . . w) 

ist, mindestens eine existirt, in deren Umgebung keine Potenzreihe 
'4? '{x^, x.jy . . . Xn i (c)) aufzustellen ist , die an den Punkten des dieser 
und der gegebenen Reihe gemeinsamen Convergenzbereiches mit der 
letzteren übereinstimmt. 

Die untere Grenze der üonvergenzradien der abgeleiteten Reihen 
ist Null. 



II. Abschnitt. 

Begriir der monogenen analytischen Function. 
Allgemeine Eigenschaften der analytischen Function einer Variabein. 



§ 33. Definition der monogenen analytischen Function. 

Überblicken wir die Sätze über die convergenten Potenzreihen 
einer Variabein '^^^(x — a), so ist vor Allem hervorzuheben, dafs der 
Couvergenzbereich (-4) ein Kreis um die Stelle a ist, au dessen Stellen 
die Reihe einen bestimmten endlichen Werth annimmt, stetig ist und 
Ableitungen aller Ordnungen besitzt. Jede Ableitung '-)?<'*)(»/; — a) ist 
innerhalb des Convergenzkreises der gegebenen Reihe convergent. 

Darnach verhält sich eine Potenzreihe dort, wo sie eine Bedeutung 
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hat, wie eine 
Varia be In. 

Üreift man in dem CoavergeuzkreiBe irgend eine Stelle 6 heraus, 
SU kann mau auu '^^(a;|a) eine nach Potuuzeu von (x — h) fortschrei- 
tuude l'oteuzreihe ■^'{j:!«, i) in bestimmter Wuiae ableiten. Ihr (Jou- 
vergenzkreis um die Stelle b kauu entweder ganz dem Convergenz- 
liertiiche der Reihe '^t{xja) augehüren und berührt dann die Grenze des 
letzteren, oder aber er kann Stellen c der Begrenzuug von (A) ent- 
halten, und dann enthält er auch Stelleu, die aufaerhalb {A} liegen. 
An den Stellen des beiden Reihen gemeinsamen Convergeuzbereiches 
nehmen ^(x]a) und %{x\a,b) dieselben Werthe au. Wenn daher 
der Convergenzbereich von '^i (.!■[«, J) nicht Über den vuu '^>(3;|a) hin- 
ausragt, so nimmt die abgeleitete Heihe keine Werthe an, die nicht 
auch die primitive gibt. Andernl'alls huifat die abgeleitete Reihe eine 
Fortsetzung der ersten. Weil 'J-t^l«) auch aus '(j(:C[a, 6) abzuleiteu 
ist, ist umgekehrt "i^CxIfl) eine Furtsetzujig von *lf(j:|o, &). 

Bezeichnet c eine Stelle auf der Begrenzung des Bereiches {A) 
und enthält der Cuuvergenzkreis der Furtsetzung '^(x\a,h) diese 
Stelle, so gibt es auch eine nach Potenzen von (x— t) fortschreitende 
Reihe %{x\a,h,c) , die an den Stellen des dieser und der Reihe ^(a;|a] 
gemeinsamen Convergenzbereiehes dieselben Werthe hat wie die pri- 
mitive Reihe. 

Darum kann der Convergenzkreis Ton^t(x|a,&] nicht alle Grenz- 
stelleu des Bereiches {A) enthalten, denn sonst gäbe es in der Um- 
gebung jeder solchen Stelle c eine Reihe ilJ(a;|a, h, c), die im Inneru 
des dem IJoreiche {A) und dem eigenen Convergeuzkreise angehürigen 
Uebietes niit^4^(x|a} übereinstimmt, und das ist nicht möglich, wenn 
(yl) dtT wahre Convergenzbereich der gegebenen Reihe ist. 

Mau sieht also, dala die ausgezeichneten Stellen der wahren Cou- 
vergenzgreuze von (-1), in deren Umgebung keine durch Vermittlung 
einer Stelle h aus '^(^la) abgeleitete Heihe esistirt, auch solch aus- 
gezeichnete Stelleu abgeleiteter Reihen ')^{x\a,b) sein werden und 
offenbar wird der Convergenzkreis von '^J (a; | u , t) durch die der Stell« 
h nächstliegende Stelle der genannten Art auf der Begrenzung <H}a 
{A) gehen müssen. Man neunt diese Stelleu s'mipilärc. 

Aus den Iteiheu ^{x\a,b') kauu mau neue ableiten. Die (jesammt- 
lieit der aus der ursprünglichen direct um! indirect ableitbaren Reihen 
stehen in derartigem Zusammenhang, dafs aus jeder Reihe jede andere 
abzuleiten ist, woru&ch jede die Rolle der ersten Übernehmen kann. 
Man sagt: 

Die GcsammtheU der aws einer gesehenen Beihc ableitbaren und. 
itt einander fortsetisbaren Potenercthcn constUuirt eine monogene 
analytische Function. 
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IL Die einselue Reihe heifst ein Element der Fundion uuil dureli ein 
^ement ist die Functiuo volktäDdig defiuirt, donn luaii kiiuu alle 
Fortsetzungen desselben ableiten, 
lat Xq irgend eine Stelle im Bereiche der unbeschntnkten Variabelii 
taid kann man aus eiuem primitiven Elemente '|l(j:|«) eine Keibe ab- 
leiten, deren Convergenzkreis die Stelle x,, enthält, so nennt man den 
Werth der neuen Reihe für x ^ x„ den Wertb der durcb *l.'(*l«) de- 
finirten Function an der Stelle Xr. Indem es aber dann eine nach 
Potenzen von (x — x^) t'ortech reiten de Reihe gibt, ist der Werth der 
Function für x — Xg auch als das Änfangsglied dieser Reihe '^[(xlXo) 
211 defiiiiren. 

Wenn der Convei^enzbereicL jeder aus dem primitiven Elemente 

ip(a:|a) abgeleiteten Reihe ganz dem Convergenzk reise dieses Elementes 

BDgehürt, BO stellt dasselbe allein eine analytische Fuucttuu dar, d. b, 

P die arithmetische Abbängigkeif des Wertbes der Function von dem 

der Variahein ist dutcb die Reihe "4? {i|a) allein ausgedrückt, denn dii' 

I kbgeleiteteu Reihen uebmen keine Werthe au, die nicht auch jene 

besitzt. Ist b eine Stelle in dem ConvergenzUereiche von ^4-K'^l<')i 

' HO nird 

W (i I «. 4)2 -■;: ('!»)■ 

Hat hingegen das primitive Element *|i{3;|a) Fortsetzungen, so 
I wird die durch dasselbe definirte Function durch die Gesammtheit ihrer 
Elemente dargestellt. 

Den Übergang von dem gegebenen Elemente 5^(2.' |a) zu einer 
> Beihe '']i^{x\x^) kann mau auf unendlich verschiedene Weise durch 
i Vermittlung verschiedener Stellen bewerkstelligen. Gelangt man auf 
i den unendlich vielen vou a nach Xg führenden continmrlichen Wegen 
I ia dem Bereiche der Variabein x und in dem Convergeuzbereiche der 
Gesammtheit vou Elementen stets zu derselben Reihe , so hat die Funu- 
r tion an der ätelle x„ einen Wertb; besitzt sie an jeder ätelle, in deren 
Umgebung überhaupt Potenzreiheu existiren, welche in 'l*(a:|«) fort- 
LcDaetzen sind, nur einen Werth, so beifst sie eine eimlcatige analy- 
[ Mache Fundion. Die durch ein einziges Element vollständig dargestellte , 
I analytische Function ist darnach gewifs eindeutig. 

Erhält mau bei den verschiedenen Über^ugeu eine endliche An- 
\ sahl oder unendlich viele vou einander verschiedene Elemente 

%{x\x,} (1-= 1,2,3...), 

t M heifst die durch '^J(.(.'|«) definirte monogene analytische Function 

oder mehrdeutig, und zwar endlich oder unendlich vieldeutig. 

iDie Function hat an der Stelle x^ so viel Werthe, als es Elemente 

^(a;|xo) gibt und dabei wird ein Werth mehrfach gezählt, wenn die 

AD&ngsglieder mehrerer Elemente ':).!,(.£ |xu) gleich sind. — In dem 
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gernuiiixaniea Coitvergeuzberekbe zweier Klemtiijte köimeu aber iiiebt 
uneudlicli vielu stellen mit dor Uütil'uugsstelle z„ lie^eu, fUr welche die 
Kleraeut« gleiclie Weillie tiaWu, suust würeii sie identisch. 

tietzt man, von dem gemeiDüameu Cuuvergeu^be reiche der n Ele- 
mente eiuer »-ütiiitiguu Function auägehend, die gegebenen (leihen 
'l.^(x|j;„) durch Vermittlung derselben Stellen nach x, fort, so heilsen 
diu n nothweudig wieder von einander verschiedenen Elemente 

'il.i,(a:|a;„, o, , a^. , , . a^,, x,) 
simultane Elemente der n-deutigen Function und diu Worthc der An- 
i'atigsgiieder dieser EU-ihen smuUanc Futicltonswerthc. 

§ 34. Allgemeine Betrachtungen übor die eindeutigen 
analytiBchen Functionen. 

Die üesammtheit der Stellen ^r,,, in deren Umgebung die durch 
ein primitives Element definirte eindeutige Function f'{x) durch eine 
Poteuüreihe dargeatellt ist, heifse der Stetiykeitslerekh der Function. 
Dieser Bereicli ist nütbwendig begrenzt, d.h. es gibt Steilen, in deren 
Umgebung keine aus dem primitiven Elemente ''lJ{a;|(i) ableitbare Po- 
teuzreihe enistirt, und zwar darum, weil jedes Element mindestens 
eine solch singulare fStelle auf der Grenze seines Couvergen^bereiches 
besitzt und die singulare Stelle c des einzelneu Elementes singulare 
Stelle derjenigen Fortsetzungen bleibt, welche Stellen der kleiustea 
Umgebung tcm c in ihrem Couvergenzbereiche enthalten. Ob die 
[leihe '^i,(;c[;x') direct oder iudirect aus '^(x|a) abgeleitet ist, die 
Stelle c kann nicht in ihrem Convei^euzkreise lifegen, sonst gäbe es 
auch eine Ileibe ')>|(x|c), die au unendlich vielen Stelleu mit <^t(j;|a) 
übereinstimmte. 

Die Grenzstellen des Stetigkeitsbereiches der eindeutigen Function 
können eine isoUrle Punktmenge bilden oder eine ruuktmenge der 
BeKchaffeuheit, dal's in jeder Umgebung jeder Stidle unendlich viele 
andere Grenzatellen liegen, oder endlich l'unktmengen, die aus Mengen 
der genannten Arten zusiimmcugesetzt sind, sie können aber niemals 
ein zweifach ausgedehntes Continuum constituiren, denn sie sind ein- 
gulüre Stellen ihrer Elemente, und darum gibt es in jeder Umgebung 
einer Urcnzstelle auch Stellen, in deren Umgebung ein Element der 
Function existirt. Die in Rede stehenden tirenzstellen nennt man 
singulare Stellen der Function. 

Die Uesammtheit Jf der siuguliLren Stellen c einer eindeutjgeu 
analytischen Function bildet auch eine abgeschlossene Menge (die ihre 
abgeleitete Punktmeuge F' enthält), denn eine Stelle c', iu deren klein- 
ster Umgebung unendlich viele singulare Stellen liegen, kann nicht 
dem Stetig k ei tsbe reiche der Function angehören, weil man nämlich 
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inguliii 



1 SlelK^i 



ftine Poteti/.rDÜii' ''li'(.r'r') angeben kann, •!!(• koine 
i ihrem Ootivergcnzbereiclie entliült, — 

Wenn die siiigulilrGn Stellen allpr nuH einem ersten lifrvorj*ehentien 

tnoite ein Continiinm begrenzen, anlserbnlb dettHen noch stellen x» 

^teiBtiren f so mOssen wir sagen, dort ist die Funrtiun nicht deünirt, 

tDBn kann kein Element naeli x„ fortsetBen. Die Urenxstellen 

B Stetigkeitsbereichi's einer Function werden wir aber später zn dem 

IJBereicbe der Function" /.ählen, wenngleich mtm auch nach diesen 

elleii kein Element fortsetzen kann. 

Ee sei f{x) eine eindeutige Fimctiou. Lufst sit^h dieselbe in der 
FOniffebung niuer Stelle a In Form einer daselbst couvßrgenten PoteiiK- 
■.jeihe a^(x\a) darntellen, gehen sumit die Werthe von f[x) in dem ge- 
1 bannten Bereiche aus der Uleichung 



!;«.(-- 



<•)• 



■ f{') 



ao heilst die Function in der Umgehung der Stplle n reijfiUir 
ider von regulärem Verhalien. 

Die Gesammthßit der Stellen, an denen sich eine eindeutige nna- 

EljtiBcbe Function regulär verhält, bildet den Stetigkeit^bereich der- 

Raelben. innerhalb dieses liereiches ist f{x) eine endliche, stetig ver- 

I Soderliche Grülsc, die »u jeder Stelle x^ einen bestimmten Wertb )in- 

L nimmt, der auch offenbar ala Urennwerth derjenigen Werihe anzusehen 

miA, welclie sich ergeben, wenn man für eine nach x convergirende 

teihe von Varia belnwerthen die zugehörigen Functionalwerthe sucht. 

^Befindet sich die Stelle a;,,- auf dem Couvergenzkreise eines Elementes 

$i(2:|&) der Function, ohne auf der Begrenzung di?s Steligkeitsliereiches 

derselben zu liegen , und bezeichnet 

li,", ;ri,", ....-ri"' .. . 
eine dem Convergenzbcreiche von '^5, (xjfc) angehörige l'unktmenge mit 
der C'renzst«lle «„. s" werden die Werthe 

nach dem bestimmten Functionalwerthe /"(a,,) convergiren, denn es 
gibt eine Reihe ^'j(3;|i|,), die an denjenigen Stellen ihres Convei^enz- 
bereiches, welche auch dem Convergenzbereiche der Reihe *|'j(a:|Ä) 
nngehiiren, dieselben Werthe besitzt wie 'J.«, (3;|fc), und der Fiinctional- 
werth an der Stelle i,, ist gleich 

oder gleich dem (jrenzwerthe der Reihe 

'ftWI*.). «.K"+"|».)--., 

WO nun 3:'"+" (v ^ 0, 1,2,...) nur mehr Stellen sind, welche auch 
in dem Convergenzbereiche von '■^■j(x\x^) liegen. 
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Der io definirte Werth braucht nicht diruct durch die Substitutioa 
x=Xg aus der Reihe "J.'ifa^li') hervorzugehen, da eiue Fotenzreihe nur 
in ihrem Convei^euzbereiche stetig sein mura. 

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, dafs eine eindeutige ana- 
lytische FuDctiuji an einer aingulären Stelle c, wo eiue der in dem 
•13 teti)^keitsbe reiche bestehenden Eigeuscbaftcu der Endlich-, Stetig- nnd 
Eindeutigkeit verloren gehen niufs, nicht einen von demjenigen end- 
lichen Greuzwerthe verschiedeneu endlichen Werlh beHitzen kann, noch 
welchem die aus einem Elemente mit der singulären Stelle c entsprin- 
genden Kunctionalwerthe couvergiren, sofern die Variabel nw er the ans 
dem Innern dea Couvergenxbereiches des genannten Elementes nach 
c convergiren, d. h. die tinalytisclte Function kann keine endlichen Dis- 
continuitätett an ihren singulären Stellen irlciden. 

In der That: sei f{x) eine analytische Function mit solch einer 
singulären Stelle c, ao wird (x~c).f{x) in der Umgebung von c re- 
gulären Verhaltens sein und die das Product darstellende Potenzreihe 
bat die Gestalt 

(x-c)'f(,l-c}-^c,ix-cy, 

weil daa Product fUr a; ■= c verschwindet; dann aber iat l'{x) in der 
Umgebung von c regulär und die Voraussetzung ist nicht zulässig. 

Die Function kann an einer singulären Stelle c auch nicht dadurch 
vieldeutig sein, dafs sie daselbst bei einer emthchen oder unendlichen 
Anzahl verschiedener Annälierungen mit den Variabein werthen ver- 
schiedene aber endliche Werthe annimmt, denn es ^be immer noch 
Potenzreihen *4?(a:|c), die mit gewissen, aus dem primitiven Elemente 
abgeleiteten Reihen, deren Convergenzkroise die singulare Stelle c be- 
sitzen, an unendlich vielen Stelleu mit der Häufungss teile c ubereia- 
stimmten , und übrigens wäre auch {x — c) f(x) und dann /'{x) regulär. 
Also auch dieses Verhalten ist zufolge der Definition der singulären' 
Stelle nicht möglich. 

Die eindeutige analytische Function wird demnach an den singu- 
Inren Stellen jedenfalls unendlich und gleichzeitig vielleicht auch viel- 
deutig. Diese Möglichkeit kann man hier nicht ausschlicfsen , denn 
die letzten Argumentationen verlieren nun ihre Berechtigung. Eine, 
eindeutige analytische Function, die aber überhaupt nicht unemllich' 
wird, gibt es nicht, oder — was dasselbe sagt — eiue solche Punctioa 
kann nur t;iue Conatante sein. 

Um die Art des Unendlichwerdens zu fixireii, suchen wir zunächst 
die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dal's eiue eindeu- 
tige analytische Function f{x) an einer Stelle j^ endlich und stetig 
bleibt. 
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Wenn Xn eine Stelle des StetigkeitebereicheB der Function f{x) 
Kjst, 30 convergrrt fliis Proiluct (x — Xg) f{x) uach Null, auf welchem 
IkWege immer die Variable nacli Xn rückt. Dasselbe gilt von dem Pro- 
Vducte dor Fuuctiou f(x) uuil einer iu der Umgebung von x,, regulären 
pnnd für x ^ x„ verschwindenden Function. Ist aber umgekehrt 

vifd f{x) in der Umgebung von x„ durch eine l'otenzraihe dar- 
L gestellt. 

In der That: nehmen wir zuerst an, dafs das Product (x —Xg)f{x} 
iLbei irgend einer Annäherung von x an die Stelle Xa nach dem end- 
|l lieben Werthe n convergirt, so ist die analytische Function {x — x^f{x) 
Ljn der Umgebung von x^ regulären Verhaltens und es existirt eine 
[ Darstellung: 

{x-x„)f{x) " 

Hieraaa folgt, dals 



'.+(i-».,)*,(»|i.)- 



r.(l-i,)-. 



- + o,+o,(a;-i.) + o,Cl-i,)'+ . 



Kfet and f{x) wird an der Stelle x^ unendlich grofs, solaoge u,, von 
Null verschieden ist. Ist aber 

|(«-I.)/'(l)]^-0, 

|-80 mufs a„ veracliwinden, und f(x) ist in der Umgebung von x^ end- 
l'lich und stetig. Die verlangte Bedingung Ist »omit gefunden. 

Trifft man nun die Unterscheidung: Entweder gibt es eine gantt- 
r sablige Potenz von (3: — c) derart, dafs das Product von ({x) und 
r dieser Potenz eine in der Umgebung der singuliireii stelle e reguläre 
I Function ist, oder es gibt keine solche Potenz, und nennt mau in 
[ dem ersten Falle die siuguläre Stelle eine außerwcsentlirh , in dem 
L zweiten Falle eine wesentlich singulare, so erhellt, dafs die analytische 
k Function in der Umgebung einer aufserwea entlieh singulären Steile in 
I fler bestimmten Gestalt 



/■(.). 



(»-* 



[a, + a,(x- c) + o,(i-c)'-| ]— 2'''(*~ 



[ dsTStellbar ist, wo m eine positive gauze Zahl gleich oder grBI'ser als 
1 Bins bedeutet ui]d n,^ von Null verschieden ist. Ferner wird /(j?) für 
Kjflden unendlich kleineu Werth von \x — c\ unendlich grols und es 



*) ä. WeiürBtraTs: Zur Theorie der eiadeutigen analytischen Funotionen 
1'^ den Alihaudl. der Berliner Akad. I8T6 oder in den Abhnndlangen aus der 
''motjonenlelire S. 2) 
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Der Functionswerth ist somit auch an der auTserordeutlicb siugu- 
lären Stelle als Greuze derjenigen Werthe anzusehen, welche die 
Function an den in beliebig kleiner aber endlicher Umgebung von c 
liegenden Stellen ihres Stetigkeitsbereiches annimmt. In diesem Um- 
stände liegt der Grund, warum man auch die singnlären oder Grenz- 
stellen des Stetigkeitsbereiches zu dem Bereiche der Function rechnet. 

00 

In dem Convergeuzbereiche der Reihe /^ a^ (rc — c)" gibt es nur 

eine singulare Stelle der Function f(x), nämlich c. Daraus folgt un- 
mittelbar ^ dafs die Häufungsstelle unendlich vieler aufserwesentlich sin- 
gulärer Stellen eine wesentlich singulare Stelle sein mufs, denn für 
diese gibt es keine Umgebung, die nicht auch singulare Stellen ent- 
hielte. Umgekehrt braucht natürlich die wesentlich singulare Stelle 
nicht Häufungsstelle aufserwesentlich singulärer zu sein. 

Da wir unter x — c» stets die Gröfse - verstehen und demnach 

X 

die an der Stelle c» reguläre Function in der Umgebung der unend- 
lich fernen Stelle die Darstellung hat 

I 1 I 1 I 
^1 + «1 ^ + «2 -^ H > 

so wird die Stelle cx) eine aufserwesentlich singulare sein, wenn die 
Function daselbst erst nach Multiplication einer ganzzahligen Potenz 

von regulären Verhaltens ist. Die Function erhält dann die Dar- 

Stellung jr» 

Die aufserwesentlich singuläreu Stellen c und oo sind nunmehr 
durch die Bedingungen gekennzeichnet, dafs die Gröfsen 



[ix -c)"- fix)), (^„-/•(^)) 



X= C X = ao 



endlich und von Null verschieden sind. Nach dem Exponenten m 
heifst die aufserwesentlich singulare Stelle eine von der m^"^^ Ordnung 
oder eine mfacJie. 

Die wesentlich singulären Stellen (c) einer Function f(x) sind für 

die reciproke Function - -. gewifs Stellen gleicher Art. Denn wäre 

vT^ in der Urnffebung von c regulär oder hätte -^r\ die aufserwesent- 

lieh singulare Stelle m**'' Ordnung, so müfste f(x) ebenfalls regulär 

sein und zwar besäfse f(x) in dem zweiten Falle die ni fache NuttsMIe 

Cy denn das die Function f{x) in der Uinijfebung von c darstellende 

Element hätte die Gestalt , . ,^, . . 

\^x — c^'X^^x — c). 
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Die Stelle c ist alier auch eine weseDÜich singniäre Stelle von 
nx) — A und I _ j ' ^^ -^ irgend eine angebbare Gröfae bezeichnet. 
Daraas folgt, dals die Function f{x) in unendlicb kleiner Umge- • 
ing einer wesentlich siiigutäreu Stelle jedem Werthe beliebig nahe 
kommen kann. Denn wenn die Functionalwertbe bei einer bestimmteu 
AnnäberuDg von x an die Stelle c der Begrenzung des Stetigkeitsbc- 
reidieit nach dem Wertlie oo convergiren, und auch die Functionen 
u-jj—, nnd -fj-^ — j- in beliebiger Nähe von c dem absoluten Betrage 
|bach gröfser werden als jede angebbare GrÖfse (?, so gibt es daselbst 
kncb Stellen, wo \f{x)\ gröfser wird als G, und Stellen, wo \f{x)\ 
1 jeder Gröl'se A um die beliebig kleine Gröfse -^ beliebig wenig 
|ver6chieden ist. 

Die Fundion ist demnach an der wesmiHch dngulären Stelle völlig 



Es sollen die bisher aufgestellten, durch bestimmte arithmetische 
ßröfsen Operationen definirten Ausdrtlcke betrachtet werden, auf dafs 
wir die neuen Resultate gleich verwerthen können. 

Die rationale Function einer Veränderlichen konnte stets auf die 

«.) = .w + j{.^ + ,^, + • . ■ + ,^} 

' gebracht werden, wo (/(.r) eine ganze rationale Function bedeutet, 
I deren Grad etwa m sei. Die Function f{x) ist eine eindeutige, stetig 
I veränderliche Gröfse, aber auch eine monogene analytische Function, 
\ denn sie läfst sich in die Umgebung jeder von c^, Cj,...Ca und oo 
Terschiedenen Stelle x^ durch eine Potenzrethe ^(x|Xg) darstellen, 
I indem 

9{3i) = 9{x,) + j,'{^o) ^r + ■ ■ ■ + g'-'M '—^ 

ist and der Ausdruck 



eine innerhalb des durch die Ungleichung 

I definirten Bereiches convergeute Potenzreihe zu entwickeln und die 
Summe einer endlichen Anzahl solcher Reihen nach Poteuaen von 
I {x — a:;^) gewils endlich ist. 
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Die Stellen q , c^^. . .Cn und oo sind die Grenzstellen des Stetig- 
keitsbereiches unserer Function /"(a;), und weil 

{x — c^Y^f{x) und -^ f{^) 

in der Umgebung von ev und oo regulären Verhaltens und an diesen 
Stellen von Null verschieden sind , sind die Grenzstellen aufserweseat- 
lich singulare der Wy**" und w**° Ordnung. 

Die rationale Function hat somit heine tvesenUich singulare Stellen. 
Diese Eigenschaft ist charakteristisch, denn umgekehrt ist jede eindeu- 
tige analytische Function f{x)y deren Stetigkeitsbereich nur durch aufser- 
wesentlich singulare Stellen begrenzt ist, eine rationale Ftmction.*) 

Der Voraussetzung zufolge ist die durch die singulären Stelleu 
definirte Punktmenge eine isolirte, welche keine abgeleitete Punkt- 
menge besitzt, denn deren Stellen wären ja wesentlich singulare Stellen. 
Daher ist f{x) in der Umgebung jeder Stelle Xq in der Form 

{x — a;o)-"»[Co + c^ (x — x^) -j-c^ix — a?o)*H ] 

darzustellen, wo m nur für eine endliche Anzahl von Stellen Xq po- 
sitiv ist. 

Gibt es im Endlichen keine Grenzstelle, läfst sich f{x) demnach 
in der Umgebung jeder endlichen Stelle Xq und auch in der Umgebung 
von x = durch eine für alle endlichen Werthe von \x — Xq\ resp. 
\x\ convergente und ausschliefslich nach positiven Potenzen fortschrei- 
tende Beihe darstellen, so ist f(x) noth wendig eine ganze rationale 
Function 

f{x) = Co + ^1 (i*^ — ^o) H h Cm (a; — a^o)"* 

oder 

f(x) = ao + a, a: + a^x^ + " - + a^nSf^ , 

denn die beständig convergenten Reihen 

Co + c, (a; — Xq) + ^2 (a? — or^^Y H 

oder 

tto + öJ|a; -f- a2X^ -{-... 

müssen bei einem endlichen Gliede abbrechen, wenn eine ganze Zahl 
m existiren soll, so dafs 

(ir f(-) 

in der Umgebung der unendlich fernen Stelle oo regulär und für un- 
endlich grofse Werthe von x endlich und von Null verschieden wird. 
Existiren hingegen im Endlichen die n singulären Stellen c,, C2, 
, . ,Cn und wird 

{x-cr-f{x) (i/-.l,2,...w) 

in der Umgebung von Cr regulär und au der Stelle c^ endlich und von 
Null verschieden, so ist das Product 

*) Wcierstrafs, Abhandl. aus der Functionen lehre S. 3. 
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der Umgebung jed^r endlichen Stelle in eine Potenzreihe zu ent- 
irickelii und somit eine ganze rationale Function g{x), denn das Pro- 



1 f{x) und der ganzen rationalen Function 1 !(^ ^ '^»)"'' 

e wesentlich ai 
ng Ton f{x) all 

9(^)_ 



Htet «bensowenig wie f{x) die wesentlich singulare iStelle oo. Auf 
Dlche Weise ist die Darstellung von f{x) als Quotient ganzer raiio- 
later Function 

/■(«)■ »<-* - 



irirUich bewerkstelligt und der Satz bewiesen. 

Fagt man darnach dem Stetigkeitebe reiche (.^i) einer Function f(_r) 
|die au fser wesentlich singuliiren Stelleu hinzu und stimmt der neue Be- 
weh (A') mit dem unbegrenzten Bereiche der unbeschränkten Varia- 
Kbeln X überein , so ist f{x) eine rationale Function. Ist aber der neue 
VBereich (A') begrenzt, so hat /'(x) nothwendig wesentlich singulare 
bellen. Die Function heirst dann transcendent und man sagt von ihr, 
Kdafs sie sich in dem Bereiche (A') wie eine rationule Function verhält. ~ 
Entwickelt man den Quotieuten gegebener rationaler Functionen 
g,{x) =t= UnX' + «,^i.t"-' + ■ ■ + a„ 
?,(*) — ß^sr + ß-^-'x'-' + ... + ß„ 
3ine Potenzreihe 



/"(^■) 






=2'«'*'='4?(«), 



so sind die Coefficieuten aller auf das (n-j-l)" folgenden tilieder durch 
eine Gleichung der Form 



ß„a,+. + ß^a^+,. 



■ + ß 



= (l 



defiuirtj d. h. jeder Ooefficieut n„^r i^t als ein und dieselbe gan/.e 
Function ersten Grades einer constanten Anzahl m unmittelbar voran- 
stehender Üoefäcienten darzustellen. 

Eine Potenzreihe, deren Coefficienteu von einem bestimmten ab 
diese Eigenschaft haben, heifst recurrirend. 

Eine recurrirende Poteuzreihe 



n^)=^ c,^ 



oder i(.!(ic|a;|)) stellt in ihrem Uonvergeuzbereiche eim 
tiou dar. 
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Setzen wir luiter AiiDahme einer für jedes v geltenden Besdehangn 

ß, C.+, + ^,r,+,_t + ■ • . + r-,+._„^„ = 
ß„^'- + ^„._,X— ' + ■ ■ ■ 4- ^„ = tf. (^) 
und bildtm das Product *p(*)-ffi(*)> so ist die conrergente Summe 

wegen (1er angesetzten Gleichung nur eine Poteuzreihe mit einer end- 
lichen Anzahl von Gliedern, d, h. eine g&nze rationale Function «7, (x) | 
und aus 

folgt 

Die Potenzreihe ist also nur das Element der durch sie defioirtenl 
ratiimalen Function. — 

Von der Summe unendlich vieler rationaler Functionen 



^Mx)-F(,x) 



können wir nun auch sagen, sie ist eine eindeutige analytische Func- 
tion , wenn für dieselbe ein Bereich gleiclimäfsiger Convergenz existirt. 
In der Umgebung einer Stelle x^ dieses Bereiches kann man nätnlich 
jede einzelne der rationalen Functionen /, (x) in eine Potenzreihe , 
5]Lv(j;|3;o} entwickeln und hierauf die Summe 



Sv-i'-'.) 



selbst in eine Potenzreihe ''^{x — a;„) zusammcuziehen. Diese Reihe ■] 
bildet ein primitives Element der nunmehr sclion als analytische Func- 
tion erkanuten Gröfse F(x), ans dem man alte Kiemeute ablett«ii kaue. 

Der Bereich der gleichmäfsigea Convergenz einer Reihe ^f,{x) \ 

kann aus mehreren von einander getrennten einfach zusammenhän- 
genden und zweifach ausgedehnten Coutinuis bestehen. Da die Stellen 
auf den Begrenzungen eines Bereiches (Ä), der die Stellen Xg enthält, 
nothwendig singulare Stellen des primitiven Elementes ^i(a:|Xn) ind 
seiner Fortsetzungen sein werden, so können die Convergenzbereiche 
der Elemente oder kann der Stetigkeitsbereicli der durch *^j(x|a:|,) de- 
finirten Function nicht über das Continui 



In einem zweiten Contiuuum definirt die Reihe ^ fy(x) eine 
zweite Function, die mit der früheren — soweit wir jetzt ersehen — 
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rRufäer allem Ziisuiuiueiiliimge »teht, dcuti wir sind uiclit im ätami«, die 
Elt;meDte der beiden Fiiuctiouen in eiiiauder überzuführeu. 

Gibt HS ituillich auch Stellen auCserhalb aller Bereiche gleich- 
mäfsiger l^uvergeuz, so detiuirt die gegebene Summe durt keine ana- 
lytische Function. — 

Wir begegneten frOher auch einer beständig couvergenten Beihe 

*w = 1 + f + fi + Ji + • • ■ 

Diese detiairt eine eindeutige analytische Function f{x) und stellt sie 
vollatiindig dar; die Function f{£) hat die wesentUcJi singulare Stelle 
OD und ihr Werth an einer endlichen Stelle jr, wird durch ^JJ^Ci) oder 
den Werth einer direct abzuleitenden Reihe '4-H^l^a) ^i> der Stelle z, 
anzugeben sein. Da offenbar jede Ableitung von ^^(x) wieder '15 (x) 
ist, wird 



•tiz 



und nun 



=>.)-'■»(*.) -(1+^ + 



-I.)" 



+ ■■■) 



Die Function f{x) = l+T +.tiH ^^^ *^^° ^'^ '" der Gleichung 

f(j:) = f'i^:,i)-/'{x — x^) ausgesprochene Eigenschaft, die vor Allem be- 
seht, dals f(x) in seinem Stetigkeitsbereiche nicht verachwindeu kann, 
indem mit einer Nullstelle x„ auch x eine sein miilste ujid eine Func- 
tion, die an jeder Stelle X verschwindet, keinen Sinn hat. Wir be- 
zeiclinea sie mit £{x) und schreiben ihre Eigenschaft in der Form 
E{Xf)E(x2)^ E(x,-\-x^), indem wir anstelle von x und Xg .r, resp, 
fEj setzen. 

Offenbar wird jede beständig couvergenle Reihe eine eindeutige 
analytische Function mit der wesentlich singuläreu Stelle cc darstellen, 
und umgekehrt wird eine für jeden endlichen Werth der Variabein 
reguläre eindeutige analytische Function durch eine beständig cou- 
vergente Reihe auszudrücken seiu. 

Diese eindeutigen Functionen heil'seu ganec FancUonun und zwar 
I ganze rationale oder ijanee tratisccndcnte , je nachdem die Stelle oo eine 
aufserwesentlich oder wesentlich singulare Stelle ist. — 

Für die ganze rationale Function i/{x) bestand der Satz: Es läi'st 

sich stets eine positive Grölse r der Hesch alten hei t angeben, dafs für 

alle der Bedingung \x\ > r genügeudeu Werthe der Variabelii der 

' absolute Betrag von ff[x) grölser wird als eine beliebig vorgegebene 

GrÖfse Ä. Für die ganze transcendente Function 

kann der gleiche Satz nicht ausgesprochen werdeu, denn der Beweis 
des voran stehe u den Satzes beruhte auf der Voraussetzung, dals die 
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Potenzexponenteii eine angebbare Zahl nicht überschreiten. Doch wir 
können zeigen, dal's unter den Werthen x, deren Betrag gröfser ist 
als eine positive Grofse r, stets solche existiren, für die der Betrag 
von G{x) gröfser wird als eine beliebige Gröfse A,*) 

In der That: bezeichnet K die obere Grenze der Werthe \G{x)\ 
für alle Werthe x mit dem Betrage g, so ist für jedes v 

und hier kann man | > r so wählen, dafs die obere Grenze K auch 
gröfser wird als Ä] es mu& unter den Gröfsen |ay| nur solche geben, 
die von Null verschieden sind, und das ist zweifellos der Fall, wenn 
die ganze Function nicht überall Null oder constant ist. 

Dieser Satz schliefst nicht aus, dafs die ganze transcendente 
Function in dem Bereiche {a;|>r Werthe annimmt, die kleiner sind 
als jede vorgegebene Gröfse , und das ist auch der Fall, denn in be- 
liebig kleiner Umgebung der Stelle oo existiren Stellen, an denen die 
ganze Function jedem Werthe beliebig nahe kommt. 

Wir betrachten endlich noch die Verallgemeinerung des Quotienten 
ganzer rationaler Functionen, nämlich den Quotienten beständig con- 
vergefUer Potemreihen 

OD CO 

y = y = 

der sich gewifs in der Umgebung der Stelle Null in eine Potenzreihe 
entwickeln läfst, wenn G2{0) nicht verschwindet. Diese Reihe definirt 
wieder eine eindeutige analytische Function, und zwar wird die Fort- 
setzung der Reihe 



V =r 






um eine Stelle o^Q mit derjenigen Reihe übereinstimmen, in welche der 
Quotient der aus Gi{x) und 6^2(0;) direct abgeleiteten Reiben 



V 



00 



^, av{x — x,))^ und > by{x — XqY 

zu entwickeln ist. 

Haben G, (x) und 6^2 (^) ^^ ^^^ Umgebung einer Stelle c die Gestalt 

a^nix - er + «,„+1 (x - 0)»»+» -1 

ßm{X - C)» + ßn+1 {X - C)»+1 H 



*)'J. Thomae, Elementaro Theorie der analytischen Functionen §§ 109, 
164, 165. 



M*M 



Bügvill' iler monoKtnen analyUaüben Fuuctiou. 



( auch Null sein köuneu, so wird der 



je uaüfadem tn — n positiv, Null oder negativ ist. Nur in der Umgebung 
der Uuendlichkeitastelleu c des Quotienten kann man keiue Foteuz- 
reibe '^(x|c) herstelleu, welche mit dem Quotieuten übereinstimmt, 
daher reicht der Convergenzbereicb des ursprüaglichen Elementes '^! {x) 
bis an die der Stelle Null mlcLstliugüude Une udliclik ei testet le des 
Quotienten, d. li. bis au die nächste «fache Nullstelle des Neuner» 
Gi(x), weiühe für deu Zilhler (r,(x) Nullatflle niedrigerer Orduuug ist. 

Hier heilst eine Nullstelle c wieder »ifach, wenn die Entwicklung 
der gaiizeu Function G(x) in der Umgebung von c mit dem Glleile 
fi'" Potenz beginnt oder wenn die Ableitungen der ersten n^l Ord- 
nungen f ür a; = c verschwinden, 

Hat die gauze Function 6r,(x) im Enditohen keine Nullstelle, so 
mnis der Quotient ^ wieder in eine beständig convergente Keihe /-u 
entwickeln sein oder eine ganze Function deliniren. 

An diesen Satz schlielat sich unmittelbar das Fundamental 1 theo rem 
der ganzen rationalen Function: 

Jede ganze rationale Function G(x) hat Nullstellen, 
denn audernfalls müfate ja -7-;, wo (?((!) natürlich von Null verschie- 
den vorausgesetzt wird, eine ganze Function sein, doch das ist nicht 
möglich, weil mau eine GrÖfse r so angeben kann, dBi's*jj/(j,*)| für 
alle Werthe von x aufserhalb der Umgebung r von x ^0 grofser 
wird als eine vorgegebene Gröl'se und dann keine Werthe in dem ge- 



nannten Bereiche existiren , für welche auch 
eine angegebene Gröfse. 

Dieser Beweis rührt von Weierstrafs her. 



g{x) 



grÖfser wird als 



§ 35. Endlich vieldeutige analytische Functionen. 
Wir wollen auch die aus einer gegebenen Potenzreihe entsprin- 
gende mehrdeutige analytische Kunutiou im Allgemeinen untersuchen. 
Es sei also eiue convergente Potenzreihe ^p(a;|aj gegeben und es 
Bei bekannt, dal's bei den unendlich vielen Übergängen von a nach 
, einer Stelle x^ eine endliche Anzahl von einander verschiedener Ble- 

hervorgehen. Jedes dieser Elemente ^, besitst mindestens eine sin- 
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guläre Grenzstelle , lu deren Uiugebimg keiuo aua '^i, abgeleitete Reihs 
existirl:, die mit '}i, au unendlich vielen Stelleu übereiustinunt. Ver- 
fichiedeue Elemeute ki^niien auch dieselbe aiuguläre Grenzatelle haben; 
daher ist es möglich, dafa gerade Xq auch singulare Grenzatelle wei- 
terer aua i[.i(a:|a) abgeleiteter Potenzreihen ist; aetzeu wir aber fest, 
data dies nicht der Fall sei, so definirt die ursprüngliche Reihe eine 
ndeutige analytische Function. 

Die n Elemente '^S, setze man auf gleichem Wege, d. h. durch 
VermittluDg derselben Stellen fort. Die Werthe aimultaner Fort- 
setzungen au einer Stelle a;, ihres gemeinsamen Convergeuzbereiches 
sind die h Werthe der Function Pir x ^ x^. Die Gesammtheit der- 
jenigen Elemente, welche aus einem Elemente '■^,,{x\Xti), •^^^'^ '^^' S'^'' 
cheu vermittelnden Stelleu aus keinem der Übrigen Anfaugselemente 
'^ii(_x\Xa) hervorgehen, constituirt einen ,2weF^ der m deutigen Function. 
Jeder der m Zweige verhält sich insofern wie eine eindeutige 
Function, als er an jeder Stelle setnes Stetigkeitsbereicfaes , der durch 
die Geaammtheit der regulären Stellen des Zweiges zu definiren ist, 
nur einen Werth besitzt) aber er besteht nicht als ein abgeschloasenes 
Gauze, sondern nur in Zuaammenhaug mit den übrigen Zweigen, denn 
mau kann von jedem Eiumentu eines Zweiges zu jedem Elemente irgend 
eines anderen gelangen. Es ist darum auch nicht erlaubt, von vorn- 
herein zu behaupten, dafe der einzelne Zweig an den Grenzstelleu 
seines Stetigkeitäbereiches wie die eindeutige analytische Function un- 
endlich wird. 

Es läfst sich aber beweisen, dafs die endlich mehrdeutige ana- 
lytische Function unendlich werden mufs, und zwar dadurch, dafs 
mindestens einer ihrer J^weige unendlich wird. 
Bilden wir ans den n zusammengehörigen Functionäelementen 
•Ux>x,), <l.!,(«il.)...'ii.{l|x.) 
die » clementarsymmetrischeu Ausdrücke 

Pi + '*. + •■■ + «. 



die in dem gemeinsamen Convergenzbereiche der n Elemeute selbst in 
Potenzreihen _ 

%ix\x„), ^,ix\x,),...^^.(x\x„) 
zu entwickeln sind , so haben wir n eindeutige analytische Functionen 

t\(x), f,{x),...fAx) 
definirt — Heifsen uämh'ch die in der Umgebimg einer Stelle a;, ex- 
iatirenden simultanen Elemente 
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'li,-(x|a:,), %-(x\x,),...'K{a:\x,), 
i die ubigen Ausdrücke auf irgend einem von Xg nach 
igii fort, Bo erhält mnn stets diesolbeu Ausdrücke 

% + %+■■■ + % 



Die n Reibeu 

W,Mx,), >ft(*|a:,)....-ft(i|i.), 
tD welche sich die transformirten Ausdrucke zusammenziehen lassen, 
sind keine anderen als die auf irgeud einem Wege abgeleiteten Fort- 
setzungen der n Elemente "i^»(.c|,t„) (w = 1,2,.,.«), 

Der Beweiij ist sehr einfach: Nehmen wir zunächst an, dafs die 
Stelle Xj in dem gemeinsamen Convergenzbereiche der Reihen ^,(£|Xg) 
liege, und setzen z. B. in 

Hi,{^l^») + '437(2^1^«) + ■ ■ ■ + ^.C^l*») - f C*l^«) 

jede Reihe nach x^ fort, so entsteht durch Vereinigung der Reihen 
'^^(x\x„, X,) eine Reihe 



r(:.|l,)-2'fe(-'1 •'..•'■.). 



die an unendlich vielen Stellen jeder Umgebung von x, mit der aus 

'ip(x|Xo) abgeleiteten Reihe '-^(^l^'o* ^'i) übereinstimmt. Ks wird also 

^{xlx^,x,)^^^-(x\Xi}. 

tio kann man fortfahren, und der Satz ist evident, den man all- 
gemein dahin aussprechen kann: Eine anabjtiscJn: d.h. dtircJi die ele- 
mentaren Gröfsenoperalionen ausdrückbare Beziehung zwisclien Polene- 
reihen von gemeinsamem Convergcmbereiehe bleibt auch für die simul- 
tanen Forlsetmngen besl^ehen. 

Die n elementarsymmetrischen Ausdrücke oder die Poteuzreiheu 
^^(x\x^,) definiren somit eindeutige analytische Functionen, welche in 
dem Bereiche, wo es m B,us'^(x\a) entspringende Elemente gibt, ex- 
iatiren. An den singuläreu Stellen werden sie aber unendlich, und 
weil fi(x) nur dadurch unendlich werden kann, dalä eines der Ele- 
mente ^'^f, (x I a.'o) oder eine der Fortsetzungen dieser Reihen eine singulare 
Stelle hat, in deren nächster Nähe der Werth eines Zweiges gröleer 
wird als jede vorgegebene Gröfse, so ist auch die »i deutige analytische 
Function an einer ihrer Grenzstelleu unendlich. — 

BeKctchneu wir die mdeutige Function mit y{x) und sind die w 
Werthe an derselben Stelle Xg 
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und somit 

so erhellt, Jais die « besagten Werthe yr(Xj,) die n Lösungen der al- 
gebraisclieu Gleichung 

r - /'. (*•«) jr-' + • • • + (- i)Y. (3!«) = 

sind. 

Dieselbe Gleichung besteht ofiFenbar für alle Systeme von y Wer- 
then, die den Stellen x^^ des gemeinsamen Convergenzbereiches der 
Reihen ^fi{x\x^ angehören, wenn nur das Argument der eindeutigen 
Functionen /^(a;) in x^' abgeändert wird, dann aber gilt für jedes Sy- 
stem simultaner Functionalwerthe die Gleichung 

Vn- f\{x) y»-' + f,(x) jr-" + (- l)-/".(a!) = 0. 

Man sagt daher: Die n Elemente 2^^= Vt*{^\^o) ^^^ deren simultane 
Fortsetzungen genügen einer algebraischen Gleichung, in welcher die 
Coefficienten eindeutige Functionen sind und drückt damit aus, dal's 
die Substitution von 

y = ^^fi (^ I ^0) und f^ {x) = % {x\Xq) 

eine identisch verschwindende Potenzreihe hervorruft. 

Ist nunmehr bewiesen, dafs die n deutige analytische Function als 
Lösung einer algebraischen Gleichung mit eindeutigen Coefficienten zu 
betrachten ist, so folgt auch, dafs jedenfalls einer der Coefficienten 
unendlich werden niufSf wenn ein Zweig der Fundion y und diese selbst 
unendlich wird. 

Es sei yn = ^-j^nC^i^o) ^^^ Element eines Zweiges mit der singu- 
lären Stelle c, an welcher der Zweig unendlich ist, aber c gehöre 
noch dem Convergenzbereiche der übrigen (w— 1) Elemente ^^fi{x\xQ) 
an. Bildet man dann die Poteuzreihen, in welche sich die (n — 1) 
Ausdrücke 

%\ +% + '" + ^-1 



entwickeln lassen, sie heiisen 

so sind die Coefficienten ft{x) in der Umgebung der Stelle x^ der lleihe 
nach durch 



llcgrill' lier iiioQOfjeiivn aualytiBclien Fuucüva. 1S7 

f,(*|:^,)-»,(«|a:.) + ?.(i|i.) 

•5.(«k.) - V.(i|«.) + V.--.(«l«.)-'l<.(*l»„) (-■- a, 3 . . . u-I) 

r!.(:t|a;.)-t^,(:c|i.).'^i.{a;lx.) 

durzuütellen, aber man kann aue diesen Reilion nicht u Poteiinreiheu nach 
(a: - c) bilden, weil ^,{j;| j:,,) unendlich wird, wenn x nach t convergirt. 
Dann mufs '!].!, (i | j-^) und f:,{x) die singulare Stelle c beeitzeu, aofBer 
wenn ^>,^.i((r| jj,,) verschwindet. In diesem Falle muls ip,_i(3r|Xo) und 
fn-i{x) die singulare Stelle t haben, wenn uur [(3(j;|x„)] von Null ver- 
schieden ist. Ist aber V(c\x) gleich Null und verschwinden alle Po- 
tenzreiheu an der Stelle x ^ c, so mufs nothwendig der letzte Coef- 
licient /'i (x) die singulare Stelle c besitzen. Einer der Uoefäcienten 
fi,{x) wird also in der Thnt an der Stelle c unendlich. 

Denken wir nun eine ndeutige analytische Function y direct durch 
eine algebraische Gleichung definirt, deren Coefficientcn eindeutige 
analytische Functionen sind, und will man diejenigen Stellen finden, 
au denen mindestens ein Zweig der Function unendlich wird, 8o suche 
man die Grenzstellen des gemeinsamen Stetigkeitsbereiches dieser ein- 
deutigen Functionen, Sind die Coefficienten gauzo Functionen, so wird 
die Stelle <x> die einzige Unendlichkeitsstelle. 

Die vorstehenden Beweise sind nicht mehr anwendbar, wenn es 
sich um unendlich vieldeutige monogene analytische Functionen han- 
delt, denn die Summe unendlich vieler Elemente ''J!^(ar|x„) oder irgend 
eine der froher benfitzten Combi nationen , die nun bis auf die letzte 
immer aus unendlich vielen Summanden .bestehen, braucht keinen Be- 
reich gleichmäfsiger Convergeuz zu besitzen, und wir können die 
Reiben '^fi{x\Xo) nicht mehr bilden. Wir dürfen nicht schliefsen, 
dafs die unendlich vieldeutige analytische Function auch unendlich 
werden müsse, und es erscheint möglich, dafs unendlich vieldeutige 
Functionen existiren, die nirgends unendlich werdeuj doch der Stetig- 
keitsbereich oder der Bereich regulärer Stellen einer solchen Function 
mufs auch begrenzt sein. — 

Es ist jetzt noch zu erwägen, was man aus dem einzigen Umstände 
Bchhefsen kann, dafs einem Elemente *^(Ä|io) mehrere Poteuzreiben 
'il}K(ar|3^,) (v ^ 1, U . . .) entspringen. Der Einfachheit halber nehmen 
wir an, iJafs wir es mit einer zweideutigen monogenen analytischen 
Function zu thuu haben. 

Ist das Element ^f[x\Xf) durch Vermittlung der Stelleu a,, a,, 
...On und der Reihen 

ii, (xlx^, a,), ^i(a;|ar,, «,, o,), . . . ^,(a;|2o, a^.aj,... a„) 

aus '4-'i (^l^o) abgeleitet, so kann man such noch unendlich viele andere 
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coatiouirliclie Wege iiiideii, auf denen mau wiederum tou ^, {j:|Xn) 
auf ^t|(a;|ar,) gefBhrt wird. 

Heilst der gemeinsanie Uouvergeusbereicb der aufeluanJerfoIgeodeu 
Elemeute 

ip, (l|j:,|, ([,, fij, . . . (i,_i) uud '4!|(j;|i„, «, , a^, . . .a,) 
A„ und wählt man in demselben ein oder mehrere a, hioläugUch be- 
nachbarte Steilen a,, bo werden offenbar auch die Element« 

i*i (^l«u. "T). IH«i=Pu. «i'> O ■ ■ ■ 'l-vC^l^u. «i'. "■/. ■■■<) 

den Übergftug zu der Reihe 5{J,(a;|;Cu) vermittelu, denn deren Conver- 
geuzbereiche köuneu ganz in denen der früheren Reihen enthalten sein. 
iA[si man darauf x eine von Xg Über a, , a, , . . . a. nach x, und 
llber Oh- , fll,_i ( - . • o,', a„' nach j:„ zurückführende Werthemenge P 
durchlaufen, welche ein i^wciTach ausgedehntes Coutinuum vollständig 
begrenzt, verläfst mau aber niemals dau aus den CouTL'rgenzbereicheu 
aller angeschriebenen Elemente zusammengesetzte tiebiet, so wird der 
diesen Variabein werthen euteprecheude t'unctionalwerth yon 
['^l,(a;|ar|,)] ausgehend über ['15i(;c|^,)] 

uuch dem Anfaugswerthe zurückkehren. Es gibt also gesci^lasset^e 
Wege, auf welchen ein Fuuctionalwertb in sich selbst übergeführt 
wird; dieselben begrenzen ein Coutinuum, an dessen inneren und Be- 
grenzun gaste llen der zu Iß, (x|Xg) gehörige Zweig regulären Ver- 
haltens ist. 

Vermitteln ferner die Stellen 6,, ft,, . , . ii„ einen Übergang von 
'^>,(;e|3;„) nach einer zweiten Reihe ^!pj(a:|x,), so mufs der Functionol- 
werth ['^'^(•'^l^i)] i^Lif dem Wege von x, über die h uud x^ uud die 

Stellen a bis a:, in [¥i(a:|*,)] übergehen und die Fortaetzungen 

■l'a(*ki. «•). ^2{x\x,,an,a^\). ..'-Cj(2:|^, , «„, «,_,,... a,) 
führen notbwendig zu einer von 'V'i(a:lxo) verschiedenen Reihe '^ij(,c|a;o). 

Es gibt also auch geschlossene Wege, auf welchen ein Fuuctio- 
iialwerth Pl-i C^la:,,)] iu einen andern ['-ii... (j:|a:,i)| übergeht. Üie- 

nelbeu begrenzen ein Üontinuum, innerhalb dessen Stellen liegeu müs- 
sen, iu deren ünigebuiig keine aus '■t>i(a;|a;u) oder ^;,{a!|3;o) ableitbare 
Hotenzreihe esistirt. 

Andernfalls könnte man ja innerhalb dieses Continuums immer 
eine Fulge von Stellen 

c, , Cj, , . .Cr oder c,', cj, . ..c, 
so angeben, dafe die Convergenzbereiche der Reihen 

^,{x\x„ c,), %{x\x„ C„C,)... %, {X\X„ C,,C„... Cr) 
theilweise mit denen der Elemente 
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zu sammea fallen und daselbst mit ihnen fibereinstänimen ; und dasselbe 
VerhältniCs bestünde zwischen den Reihen 

1.i;({2:|.T„,ß|'}. "I^iC^^Ud. c,', f;,')---?;(^l^o> '',',c^',...r,) 
und den durch Vermittlung der Stellen a reapective b aus '1.',{a:[Xo) 
abgeleiteten Keiheu. Sind aber die Stellen c, und c, so nahe bei On 
und b„ gelegen, dafs der Convergenzbereich der Elemente 

^, (xjain, c^, Cj, . . .Cf) und '^^(xla;,,, c,', c^, , . .c',) 
die letztgenannten Stellen umfafat, so kann man aus diesen direct die 
Reihen 

^!,(z|a;„a,,a,,...o,) und %{x\x^, h,,b^.. . .bj 
bezi ehu ngs weise 

^3(a:|z„, fl|, Oj, . . . fl„) und '{J;{.rI.ro, t, , ft,, . . . A,„) 
ableiten, und zwar stimmen dann diese Paare von Elementen in ibrein 
gemeinsamen Couvergenzbereiche überein, soweit er auch dem Be- 
reiche von 

$,(a;|a:B, c,, Cj, . .. Cr) oder ?ß,(ii:|a!o, c,', c,', . . .c',) 
angehSrt. Wenn aber die Stellen a» und bm genügend nahe bei z, 
liegen, so enthält der in Rede stehende Bereich auch die Stelle x, 
und es werden die Reihen • 



''i^,(x\Xf,, «[, Oj, . 

%\ix\x„b^,b„. 
^j(x\Xa, O,, «j,. 

%\{x\x„b,.b„. 



.On.x,) =!p,(a:|a:,) 
.b„,x,) ^%{x\x,) 



untereinander übereinstimmen, was gegen die Voraussetzung verstöfst. 
Die ausgezeichnete Stelle (c) innerhalb des durch einen geschlos- 
eenenWeg begrenzten Bereiches, bei Durchlaufen dessen ein Element 
eines Zweiges in ein Element eines andern Zweiges übergeht, heifst 
eine Vcreiveigungsstelle der mehrdeutigen Function, Dieser Übergang 
ist nur dadurch erklärlich, dafs jedes Paar der aus ^|-,(3^{:ro) und 
5P,(a:|a:o) oder t5|(a;|a;,) und ^j(a;|i,) abgeleiteten simultanen Elemente 

%{x\x'). %(x\x') 

mit der singulären Stelle (c) Functionalwerthe gibt, die bei irgend 
einer innerhalb des Convergenzbereichea Ton ''^i{x\x') und *|»j(3;1j;') 
gelegenen Werthereihe der Variabehi mit der Häufungsstelle c immer 
nach derselben Grenze convergiren, denn dann kanu bei einem durch 
c gelegten Wege ein Functionalwerth von jener gemeinsamen Grenze 
ab zwei verschiedene Wege einschlagen. Diese Grenze aber kann 
endlich oder unendlich sein. 



190 Drittes Capitül. II AbBchuitt 

Ks ist aber wohl zu beachten, dafs aus der Aussage allein: Eiue 
zweideutige Kunction hat au der Stelle c eines und nur einen Werth, 
noch uicbt geschlossen werden kann, daTs sie sich dort verzweigt, 
denn die Function kann in der Umgebung dieser Stelle durch zwei 
Poteuzreihen darstellbar sein, die einfach in den Äul'angsgliedem über- 
einstimmen. Die Verzweigungsstelle mul's zudem eine solche sein, in 
deren Umgebung kein Zweig regulären Verhaltens ist. Es ist deshalb 
nicht jeder mehrfache Punkt (an welchem die Functionalwerthe über- 
einkommen) Verzweigungapunkt , aber jeder Verzweigun gapunkt mehr- 
facher Punkt, und zwar wird die ndeutige monogene analytische Func- 
tion Verzweiguugsstellen 1 ,iJ, 3 (» — 1)'" Ordnung aufweisen können, 

an denen 2, 3 usw., endlich alle n Zweige zusammenhängen, jedenfalls 
aber muf» jeder Zweig mit jedem andern, sei es direct oder sei es in- 
direct, verzweigt sein. — 

Es sollte nun unsere Aufgabe sein, die voran steh enden Unter- 
suchungen auf den Fall von Potenzreihen mehrerer Variabein auszu- 
dehnen. Wenn wir wieder von einer Potenzreibe 

•4i {:£,,»,,... ».!(«)) 
mit dem Convergeuzradius R ausgehen, und durch die Gesammtbeit 
der ineinander forteetzbaren , dem gegebenen Elemente entspringenden 
■ Potenzreihen die monogene analytische ein- oder mehrdeutige Function 
definiren und den Stetigkeitsberelcb der m deutigen Function durch die 
Gesammtheit der Stelleu bestimmen, in deren Umgebung m reguläre 
Elemente existiren, haben wir zunächst das Verhalten der eindeutigen 
Function an den Grenzstellen zu untersuchen und als erste Aufgabe 
erscheint die Bestimmung der nothwendigeu und hinreichenden Be- 
dingung dafür, dafs die analytische Function an eiuer Stelle {x'°>) 
endlich und stetig bleibt. 

Die nothwendige Bedingung besteht gewifs darin, dafs das Pro- 
duct der Function f(x,,x^,...x„) und einer an der Stelle (a;"") ver- 
schwindenden Potenzreihe X'-i (^i , ^'i i - ■ ■ *n 1 1;*^"'*)) '° *'^'' Umgebung 
von («'"') r^ulär und für Xy =- a:<,"> (v = 1, 2, . . . ») Null wird. Will 
man aber erfahren, ob diese Bedingung auch hinreichend ist, so mufa 
man aus 

den Quotienten 

entnehmen und erst fragen , wie sich dieser verhält. Man gelangt 
also zu einem Ausdruck, dessen Untersuchung wir schon früher ver- 
schoben haben, als es sich darum handelte, aus gegebenen Potenz- 
reihen neue abzuleiten (S. 15£i). Auch hier geniige uns vorderhand der 
Begriff der analytischen Function mehrerer Variabein. — 
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lu dieBem Capitel soll nur noch einer Reihe von Functionen ge- 
dacht werden, die zugleich mit einer analytischen Function esistiren: 
wir meinen die AbleUunffen. 

Wir wissen, dafs das einzelne Element einer Fimction: 

eine bestimmte Ableitung besitzt: 

die zum mindesten ebenso lange convergirt als die gegebene Reihe; es 
mufs aber untersucht werden, ob die Ableitungen der Fortsetzangeu 
von ip(a;|fl) auch Fortsetzungen von ij}'(a;|ra) sind oder ob die Ablei- 
tungen aller Elemente einer monogenen analytischen Function seibat 
eine monogene analytische Function eonstituiren.*) 

Diese Frage beantwortet man damit bejahend, tlai'H man zeigt, 
die Ableitung der durch Vermittlung vot Stellen n,, «^....o, ge- 
wonnenen Potenzreihe 



l^ixlf. 



'i' <*!> 



' ' ist identisch mit der auf demselben Wege ermittelten Fortsetzung von 
^^'(x|a), nämlich mit 

'!>' (x I o , 0[ , a, , . . . a. , x^) . 
Man hat den Beweis nur für direct ableitbare Iteiheu zu erbringen. 
Wir stell CD also die Reihe 

*(»|o, a,} - 5<..(o, - o + {I - o,))- -^ß.l.x - »,)■ 

auf, bilden die Ableitung und zeigen deren Identität mit 

Üie Reihen ip(a;|a) und *p(i|«, «,) besitzen einen gemeiimamen Uou- 
vergenzbereich. Sind x und x -\- h zwei Stellen dieses Bereiches, so 

entsteht beim Ordnen der Reihe ^,g^(a — a,+(a:+A — rti))' nach Po- 
tenzen von Ä: ' = " 

wo anch ^^>i(x|/0 mit h unendlich klein wird. 

Die genannten Ausdrücke stimmen in einer Umgebung von x 
flberein. Da aber dort ^(j|a) und '!J5(a:|n, o,) dieselben Werthe er- 
geben und daselbst 



•)S 



) Pincherle a. Thoil ä 31. 
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mit Ä beliebig klein wird, werden die Reihen ^t{x\a,ai) und ^'(a;|a,) 
an allen Stellen einer hinlänglich kleinen Umgebung von x dieselben 
Werthe annehmen. Indem nun noch ^{x\a) und ^'(a;|a, a,) in dem 
genannten Bereiche übereinstimmen, werden die nach denselben Po- 
tenzen fortschreitenden Reihen ^i(^|a,af) und ^'{xla^a^) identisch. 

Damit ist der Satz begründet, dafs die erste Ableitung und dann 
auch jede folgende eine monogene analytische Function ist. Ob diese- 
Derivirten ebenso vieldeutig sein werden wie die gegebene Function, 
ist a priori nicht zu entscheiden, nur die Derivirte einer eindeutigen 
Function ist gewils wieder eindeutig. 

Derselbe Satz gilt auch für die verschiedenen partiellen Derivirten 
einer analytischen Function mehrerer Variabein f(x^, x^, . . .Xn)y deren 
Differentialänderung df{x^ , x^y, , . Xn) durch die Summe 

QO OD 

^i hi^i f ^29 ' ' ' ^n) äXy = Xt ~^^ d^v 

definirt ist. Sind die Grofsen x^, x^y,,.Xn selbst analytische Func- 
tionen neuer Variabein 

so wird 
und 



df{x^,x^,,..Xn) =2"S~ ~^^y^ 



/*.» 



dx, dy^'^^f' 



Viertes Capitel. 
Ülier den Umfang des Re^rifTt;» di-i- analytisvliPii Fnnelion. 

1. Abschnitt. 
Theorie der alg:ebrai8clieii Gleichungen. 



§ 3li. Einleitung. 

Mit deu bieherigeQ Definitionen hat die allgemeine Functionen- 
tbeorie insoweit einen bestimmten Inhalt, als genau formulirt ist, was 
für veräuderiiche Gröraeii als Functionen bezeichnet wurdon; doch der 
bestimmt gewählte Begriff einer analytischen Function wird erst da- 
durch von Bedeutung, doTs mau die durch irgend einen arithmetischen 
/asammenhang definirteu Gröfsen als analytische Functionen erkennen 
lernt. Wenn aber einmal gezeigt ist, dals der Functions begriff die 
ii^endwo in RecLuuug tretenden Grolseu wirklich umfafst imd nicht 
zu eng gewählt ist, dann kann man andrerseits bei der Frage nach 
Grölsen von befitiuimt analytisch ausdrilckbarer EigeuHchalt stets ver- 
langen, dals die gesuchte üröl'se in einem endlichen, wenn auch noch 
ao kleinem Bereiche der unabhängigen Variabein eine analytische 
Function, und dort als solche durch eine couveigente Potenzreihe dar- 
stellbar sei. Aus der primitiven tteihe, deren unbestimmte Coefficientan 
mit Hilfe der Voraussetzung bestimmt werden, dafs das Element die 
Eigenschaft der gesuchten Function besitze, geht durch Furtsetzung 
eine analytische Function hervor, welche in ihrem ganzen GJltigkeits- 
bereich die verlangte Beschaffenheit aufweist, wenn die gefundene 
Poteuzreihe wirklich couvergeut ist. Wir ziehen dabei gewifs nur Zahleu- 
grofseu in Betracht, welche in der arithmetischen Einleitung als in 
der Rechnung zulässige bezeichnet waren. 

Nach dieser kurzen Andeutung zweier Aufgaben der Fuuctioneu- 
tbeorie, die den Gang für die ferneren Untersuchungen vorzeichnen, 
wenden wir uns gleich zu der Frage, ob eine von n unabhängig ver- 
änderlichen Gröfsen x,, x^, ■ . ■ x« abhängige Grbfse y, welche durch 
eiue Gleichung »1"° Grades in y deäuirt sei, in welcher die Coefficienten 
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eindeutige analytische Functionen sein mögen, eine analytische Func- 
tion, ist. 

Die Gleichung laute: 

Wir wissen bereits, dafs jedem Werthesysteme der Variabein 
(rr, , x^, ,,.Xn), für welches die Coefficienten ^ endliche Werthe be- 
sitzen^ im Allgemeinen m von einander verschiedene Werthe y zu- 
gehören. Die Grofse y ist also tn-deutig^ doch weil einer ihrer Werthe 
an der Stelle (x^^^) unendlich wird, wenn diese eine Unendlicfakeitsstelle 

eines der Coefficienten — ^ ist, so müssen die m Functionen 

iffQ 

^- (^ - 1 , 2 . . . m) 

Wo 

einen gemeinsamen Stetigkeitsbereich besitzen. Werden die letzten 
{m — n) dieser Functionen an einer und derselben Stelle (rf<®)) ihres 

Stetigkeitsbereiches unendlich klein , -^ aber nicht, so nimmt die aus 
der Gleichung 

r + |^r-' + -- + *^=o («) 

hervorgehende Grofse y an der Stelle (a:<®>) {m — n) unendlich kleine 
Werthe an. Im Falle n >= m — l haben wir diese Behauptung als 
richtig erkannt und wenn wir sie als zutreffend ansehen, sofern die 

letzten m — n — 1 Coefficienten — ^ unendlich klein sind, so folfft sie 

auch in dem genannten Falle. 

In der That: bezeichnet y* eine der (w — n — 1) unendlich kleinen 
Wurzeln, die nun existiren , so genügen alle übrigen Losungen der 
neuen Gleichung 

Da aber in dem Resultate der Division: 

F{y)-F{y) _ y*" - y"^ , ^, y^' - y^"»"^ , 

y-y' y — y' "^ -^0 y — y' "^ 

, ^m-2 y« - y'« , ^m^i y-y' 



^0 v — y ' ^0 y — y 

m m 

=yi y ""y'"-' + -'- y r-'-y'"-' + ■ • ^ + %^ 2 r-^y'"-" , 

wenn dasselbe noch nach abnehmenden y-Potenzen geordnet wird , die 
letzten (m — n — 1) Coefficienten unendlich klein werden, hat die 
Gleichung (a) wirklich (m — n) unendlich kleide Wurzeln. 



Ober dec ümfring dea Begrifl'eB der aniiljtiBchen Function. 195 

Fafst man die urBprflnglichc Gleichung ins Augo, so kann mau 
nur sagen, y hat nn einer Sißlie (s^"") des gemeinsamen Stetigkeita- 
bereiches der (»i -j- 1) Fimctioneu i/i [m ~ n) unendlich kleine Wurzeln, 
wenn die letzten (»i — ti) Coefficienten ip daselbst unendlich kleine 
Werthe annehmen und tl'aixf*, iEJ,"', . . . 3^'') nicht unendlich klein ist. 

In ähnlicher Weise zeigt man, dal's n Wurzeln y unendlich grofs 
werdäp, wenn die ersten n Coefficienten V«, ^,, ■ ■ - '/'»-i unendlich 
kleine Werthe annehmen und keiner der übrigen Coefficienten unend- 
lich grofs ist. 

Damit ist auch leicht bewiesen, dafs die endlichen Wurzeln 

welche einer Stelle (:r'">) des Stetigkeitsbereiches der Coefficienten ent- 
sprechen, mit den Coefficienten stetig veränderlich sind. Denn wählen 
wir in einer Umgebung von [x^"') eine Stelle (a;'"'-f-|), an weicher 3;„ 
»on Null verschieden ist, so werden in den zugehörigen Wurzeln 

!/^" + % (ft = 1 , 2 . . . «0 
die Incremente t}^ mit den |, unendlich '' ~in. Substituirt man zu- 
nächst in F(y, x^, cc^, . . . x„) an Stelle von x,, x, -f- S.» so entsteht 
eine Gleichung: 

r'{^«\n + r-'i^iin -\ 1- {i''")j"i + rz" + r-' j:i + ■ ■ ■ 

■ - ■ + Z-« - 'J , 

wo (V'm)^'') I'OJ" ('';.(a^l"') 3''JJ" ■ ■ ■ 3^i") gesetzt ist und j;^ Functionen von 
Ell Ei ■ ■ ■ €n sind, die mit diesen Grbfsen unendlich klein werden. 
Hier gibt die Substitution von j/'"' + n an Stelle von y'|'> einen Aus- 
druck der Gestalt: 

F{fi , x'^i, 4"i, ...x<;;') + t>{n^. E,. 6, . - . l,) = o. 

worin <& mit den 6* und F mit ij^ unendlich klein wird, so dafa einer 
der Werthe von tj^. gewifs nach Null convergirt. Weil daa aber für 
jedes i],.- zutriflft, so erseheint wirklich die unendhch kleine Werth- 
änderung der Coefficienten, bei welcher ^„ nicht Null wird, mit einer 
unendlich kleineu Änderung der Werthe von y »erbunden, d. k die 
Wurzeln einer Gleichung F •^ ändern sich stetig mit den Coeffi- 
cienten, solange wir uns auf die Umgebung solcher Stellen des ge- 
men Stetigkeitabereich es det letzteren beschränken, für die der 
Coefficieut der höchsten tf-Fotenz nicht verschwindet. 

Diese Eigenschaft der zu untersuchenden m-deutigen GrÖfse haben 
wir hier vorausgeschickt, um uns in dem Falle einer algebraischen 
Gleichung: 

ß(j/. x„ X,, ■..x,)=^r-'-u^\,^,, ...x,) = i), 
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WO die Coefficienten ganze rationale Functionen sind, gleich über die 
ünendlichkeitsstellen der Function y orientiren zu können, in deren 
Umgebung y gewifs nicht durch Potenzreihen darstellbar ist. Wir 
denken die rationalen Functionen f^ von gemeinsamen Theilern befreit, 
dann sind die im Endlichen liegenden Nullstellen von fo{x^y x^, .. .Xn) 
Stellen , in deren Umgebung wir die Stetigkeit von y nicht erschliefsen 
können. 

Wir setzen ferner fest, dafs G{yj x^y x^^ • . • Xn) nicht in das 
Product mehrerer Functionen Gf^{yy a:,, X2, >• 'Xn)j deren Coefficienten 
wieder ganze rationale Functionen der unabhängigen Variabein sind, 
zerlegbar oder nicht reductibel sei^ denn andernfalls würden wir die 
Gleichungen 6r^ «» untersuchen und die hieraus bestimmten Grofsen 
y genügten gewifs der gegebenen Gleichung G = 0. 

Die wahre Bedeutung der irredudiblen ganzen rationaien Function 
G{y, x^j x^^ * * ' Xn) erschliefst der folgende Satz: 

Sind G(y, rc,, iCj, . .*. Xn) und jF(y, a;, , ajj, . . . Xn) zwei ganze 
rationale Functionen der (n + 1) Variabein y, a;, , x^, . . - Xn und ist 
G irreductibel , haben aber die Gleichungen 

G = 0, -F=0 

für jedes Werthesystem x^ = a^ (r = 1 , 2, . . . n) in der Umgebung 

einer Stelle 

yio)^ af)^ xf)^ .. .a:f 

eine geraeinsame Lösung, so ist F durch G theilbar. 

Andernfalls gäbe es nämlich zwei ganze rationale Functionen: 

^(y> X^, X^. . . Xn), ^P{y, X^ , X.^, . . . Xn), 

deren Grad in y niedriger ist als der der gegebeneu Functionen F und 
(t, und für diese wäre 

jP^— GO 

eine rationale Function dern Variabein x, , x^, , , . Xn R{x^, x^, . . . Xn), 
die nicht identisch verschwindet. Eine Gleichung 

ist aber nicht mit der Annahme verträglich, dafs F und G an jeder 
Stelle einer Umgebung von {x^^^) gleichzeitig verschwinden, es mufs also 

und F durch G theilbar sein. — 

Man kann diesen Satz natürlich dahin abändern, dafs man fest- 
setzt, -F= und 6r = haben für unendlich viele Stellen {x) mit der 
Häufungsstelle {x^^^) eine Wurzel gemein. 

Sind G und F ganze rationale Functionen einer Variabein allein, 
so ist nur nöthig, dafs die irreductiblen Gleichungen 6r(y)— =0 und i'^(y)—=0 
eine gemeinsame Wurzel y «= y<®> besitzen, dann ist schon F durch G 
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theilbar und die Gleichung F =0 hat alle Wurzeln, welche der Ulei- 
cbnug G ^ zukommen. — 

Wenn aus der irrediictibleu algebraischen Uleichuiig 

G(t/, Xt, x.^, ... j;.) = ü 
ein bestimmtem Werthesjatem der unabhängigen Vnriaboln 
a;, = B, , aij = öj . . . Ä, ^ a, 
eine endliche Wurzel ff ^b hervorgeht, 30 iat 
G{y, a,, o-j, . . . o,) 
_ (S(^\ fy-6) I (d'ß^ iy-b)' , , { ^s\ (y - l>r 

~\hJ 1' ~^\dy')' 21 '^ " ' ~^ \ gy- ) .»! * 

wo ( — — j den Werth dea p.""' Difl'erentialquotieuteu von Cr nach y 
für Xr ^ a, (v = 1 , 2 . . . m) und y ^h bezeichnet. Verschwindet 
(-= — 1 an dieser Stelle , so ist y ^ b eine zweifache Warzel. Wir haben 
aber schon bemerkt, dafs mehrfache Stellen (a) fQr eine m-deutige 
analytische Function auch Stellen seiu können, wo fQr dieselbe nicht 
m Poteuzreihen exiatiren. Wenn wir daher beweisen wollen, dafs die 
durch eine Gleichung G = defiuirte üröl'ae y eine analytische Function 
iat, so werden wir, solauge als es sich um den Nachweis handelt, dafs 
1 der Umgebung einer Stelle (x) des Stetigkeitsbereiches der Coefii- 
cienteti {^{x^-, x^, . . . j;«) in eine Potenzreihe zu entwickeln sei, nicht 
allein die Nullstelleu vou /„(s;,, x.^, . . . x„), sondern auch diejenigen 
'Stelleu (x) ausachliefsen , für welche die Gleichungen 

G = und 1^ = 
gleichzeitig bestehen. Man findet diese Stellen, indem mau die Null- 
stellau der Resultante von G und , — , oder was gleich bedeuteud ist, 
die Nullstelleu der Discriminante von G sucht. Diese Üiscriminunte 

D{Xi, Xj, ...x^) 
wird keinesfalls identisch verschwinden, weil vorausgesetzt war, dafs 
G eine irreductible Function ist und G nicht durch -7; — theilbar sein 
kann. Umgekehrt werden aber den Nultstellen vou J) mehrfache Lö- 
sungen von y entsprechen, und gleiche Wurzeln y könneu nur au 
solchen Stellen bestehen, wo die Discriminante verschwindet. 
Die Geaammtheit der zusammengehörigen Werthesysteme 
(x,, x.i, ... Xn, y), 
welche die algebraische Gleichuug erfüllen, nennt Weierstral's das 
durch die Gleichung defiuirte algebraische Oänlile im (2n -(- 2)-fach aus- 



kAi 
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gedehnten Gebiete der Grofsen x^, x^ . . . Xn, y und eines der Werthe- 
Systeme eine SkUe des Oebüdes. 

Ist d;] s=> Ol y ^ •» ^2 9 Xn^^ an ein Werthesystem, dem m von ein- 
ander verschiedene endliche Stellen 

(a,, Oa; . . . a„, 6^) /i — 1, 2 ... m 

zugehoren, und setzt man darauf 

x^ = av + ip (i/ = J , 2 . . . n) , ff — 6/* + i?M ; 
so geht die Gleichung (? >= in die folgende über: 

G(6^ + 1?^, a, + 5,, aj + ^2, ... o« + |«) = 

-(f)^+(t)«.+(w)«'+-- 

^^ (^/u; Si> ^7 ••• 1»), die Summe über alle aus i}^, S,, ... g« ge- 
bildeten Glieder v^^^ Dimension bedeutet. Es entsteht also eine Glei- 
chung der Form 

deren Coefficienten q>m und 9^-1 die Eigenschaft haben, für 

die Werthe Null respective (-« — ) anzunehmen. 

Und nun gehen wir an die Aufgabe, 17^ oder y — ifi in der Um- 
gebung der Stelle |, = 0, I2 = 0, . . . g^ = resp. 

5/| — ^] 9 X^ "^ ^2^ • • • »Ch ^'^ ttn 

iu eine convergente Potenzreihe 

zu entwickeln. Entsprechend den m Wurzeln &^ werden wir m simul- 
tane Elemente: 

y = 6^ + ^45/i(a^u a;^, . . . :rni(a)) (^ = 1 , 2 . . w) 

erhalten, welche in ihrem gemeinsamen Convergenzbereiche die m-deutige 
durch die Gleichung 6r = defiuirte Gröfse y vollständig bestimmen. 

§ 37. Darstellung der Wurzeln einer algebraisohen Gleichung. 

Zum Beweise der Existenz einer Poteuzreihe für die durch eine 
algebraische Gleichung G(y, x^, X2, ... a;i») ==> definirte Grosse y 
in der Umgebung einer Stelle {x), die weder Nullstelle der Discrimi- 
naute, noch Nullstelle der bei der höchsten Potenz von y stehenden 
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ganzen rationalen Function ist, suche mau ein Verfahren , durch wel- 
ches man die Wurzel einer Gleichung 

bestimmt, wo la^ | und |o;m-i| nicht unendlich klein sind und die übrigen 
Goefficienten dem absoluten Betrage nach kleiner bleiben als eine an- 
gebbare Grölse. 

Heifsen die m von einander verschiedenen endlichen Wurzeln der 
Gleichung f{z) = 

SO wird 

r_W _ _1 1 1 I . . r A _ 

Bezeichnet ferner i eine von £?,, jefj, . . . ie?^ verschiedene endliche Grolse, 
und bildet man 



und 



m . m 



rw ^ V-i V 






vergleicht hierauf die Goefficienten gleich hoher Potenzen von {s — g) 
in den für diese Ausdrücke geltenden Potenzreihen ^ die gewifs in einer 
Umgebung von jef = 5 übereinstimmen, so wird der Goefficient der 
Potenz {z — g)^ : 



r rw 1 V ^ ' 






Da dieser Ausdruck in den Wurzeln s^^ z^} ••• ^m symmetrisch ist, 
wird er als rationale Function von i und den Goefficienten von f\z) 
darzustellen sein. Dasselbe gilt dann auch für den Quotienten auf- 
einanderfolgender Entwicklungscoefficieuten : 



m 






clor uiiF die Form 
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Mt)-('.-0 '-' ' 



S Ct^D 



- - -'* 

gebracht werden mag. 

Der Convergenzkreis der die eindeutige Function yT) ^^ ^^^ Um- 
gebung der Stelle z = i darstellenden Potenzreihe geht durch die dieser 
Stelle nächstliegende Nullstelle von f(x), sie heifse xr^. Dann sind die 
absoluten Beträge von 

-— — p (/x= 1, 2, . . v — 1, 1/+ 1, . . . w) 

kleiner als Eins und der grofste sei e. Bestimmt man nun eine posi- 
tive ganze Zahl l derart ^ dafs 

(m— l)«^i<l 

wird, so kann man den absoluten Betrag von iJji(6) — (xf — f) kleiner 
machen als 



Z, 



f,, /l-f(fll— l)f* ,\ J I f.! 2 111— 1)«* 



< 1 (|tt = 1, 2, . . . V — 1, 1/ + 1, ... m) 



Fafst man femer in der durch die Bedingungen 

definirten Umgebung einer Stelle (g, jsr, , Z2, ... xf;„) denjenigen Bereich 

auf, wo die obere Grenze s der absoluten Beträge der aus den als 

variabel gedachten Gröfsen ^, 0^, z^, . - - Zm gebildeten Ausdrücke 

^v — S . 

-— .- kleiner ist als Eins, so wird för alle Stellen dieses Bereiches 

iB<(o-(«.-oi<i..-fi,-!;f5^'^ 

und jetzt kann man eine ganze Zahl l so finden, dafs 

für alle Stellen des genannten Bereiches die Wurzel Zv so genau an- 
gibt, als man nur will. Mau sieht, dafs in derjenigen Umgebung 
einer Stelle (g, z^ , z^, ... £?,«)» wo \Zr — g] kleiner ist als jede der 
übrigen Grofsen |£?^ — J;|, Jiji(J;)-|-S *ür ein A, das grofser ist als 
jede angebbare Gröfse, gleichmäfsig convergirt und gleich z^ ist. Er- 
setzt mau den gefundenen Ausdruck für die Wurzel z^ durch 

6 + RxiX) + (iii(« - -K.CS)) + (Ji»(5) - «,({)) + • • • 

und entwickelt die rationalen Functionen Rx (5) von f und den Coeffi- 
cienten der Function f{z) nach Potenzen von f, so wird auch die 
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•A)l 



Wurzel s, durch eine (nach Potenzen von £ fortschreitende) conver- 
geiite Potenzreihe dnrziistetlen sein, denn man kann die gleich mäfsii; 
convergeute Summe unendlich vieler rationaler Functionen 3ell)3t in 
eine convergente Potenzreihe uniformen. 

Diese von H. Ruuge herrührende Entwicklunfj der Wurseln einer 
algebraischen Gleichung in Summen rationaler Functionen der Coeffv- 
cienten*) ist nicht mehr anwendbar, wenn f{z) keine ganze rationale, 
sondern eine ganze tranacendente Function oder das Element einer ana- 
lytischen Function ist; und weil wir diese Fälle auch in Betracht ziehen 
müssen, wollen wir die verlangte Entwicklung einer Wurzel auf dem 
von H. Weierstrafs in seinen Vorleaungen eingehaltenen Wege direct 
ableiten, denn auf diesem ist die genannte Verallgemeinerung möglich. 

Entnimmt man der Gleichung 



«») = 



die Beziehung: 



oder 



" + 



■ + « * 



= 



•+ , 



3 = 6 + h.,3' + t,5^ + ■ ■ ■ + K^i- = ;/(.-), 

SO handelt es sich um die Ermittelung eines Werthes b\ weichet 
Gleichung 



identisch ertUltt. 
gTÖfsen 



2 =r/{2 ) 

Dm s' zu finden, suche 



? Folge 



die eine Fund amen talreihe constituiren und deren Terme die verlangte 
Eigenschaft, nämlich der Gleichung z=.g{B) zu genügen , immer näher 
und näher erfüllen. Dann wird 

j»o — i/C^o). «1— 9C«i)» ■•■s^ — gi.e^) 

eine Elementarreihe, und die Grenze der Fundamentalreihe z' ist die 
verlangte Wurzel der Gleichung /'(ß) =^ . 

Das erste Glied «„ einer Rpjhe von OrÖlsen sei Null, a, sei g{z„) 
oder h, e^ = gi^i) ^ h -\- h^h- -\- ■ ■ ■ -\- hnW usw., »^ = g(£^-,). Es 
ist zu zeigen, dal's die so deiinirte Gröfaenmenge, deren einzelnes Glied 
eine ganze Function von Ei und b-,, h^, ... i,„ wird und niTr positive 
gauzzahlige (Joefficienteu enthält, eine Fundamentalreihe ausmacht. 

Wenn man 

«^+1 — g^ = {Zf. — e^~\)U 
setzt, wird 



•) Siehe Acta mathenialka Bd, i 



und 
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^3 — ^2 = */*! A 

^/M+1 ^/i = ft/l/i- • 'ff' 

uud die Addition dieser Gleichuugen ergibt: 

^^+1 = &(1 + /l + /1/2 ^ h /iA • • • /ii) • 

Hier läfst sich nun beweisen , dafs Zf^^i für ein unendlich wach- 
sendes fi endlich bleibt und 

lim {e^^i — 8^) = lim (g(e^) — ^^) = 
ist. 

Ersetzt man b2, h^ ... hm durch bestimmte positive Gröfsen 

ßif ßi '" ßmy WO 

ßi^ \h\f ßsi^lhl} ••• ßm'^ \K\ 

ist, und b durch eine noch unbestimmt gelassene positive Gröfse ß, 
bezeichnet die diesen Gröfseu entsprechenden Functionen ffi und Grofsen 
Zfi durch griechische Buchstaben, so wird 

und defswegen 

< 2ß,t^ 4- 3^3^+ • • • + «^».sr' = y'(U- 

' Bezeichnet femer s eine beliebig kleine positive Gröfse und wählt 
uian die positive Gröfse ß derart , dals 

— was gewifs stets angeht — so ist jede Gröfse ^ und das zugehörige 
(Pfi kleine als 

ß{l -{- s) beziehungsweise * , 
denn erstens ist 

i,=ß<ßa + e), ip,=ß2ß+ßzß'+-' + ß»^ß"'''<TTT 

und wenn die genannten Ungleichungen für {^2? S3 *• * ^m ^"^ 92 7 93) 
. . . q)fi erfüllt sind, wird zweitens 
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<ß- 



i {! + <), 



■ + ■ 



q>,+,<2ß-:ß(l + tl + 3ß,ßH\+if+- + «>ß.ß- '(l + <)— <l4.-,. 
d. h. die ÜD<^1eichuiigeu gelteu t'ilr jedes £'^ uiid q),, iiud a» ittt auch: 

t' = Um t>. = ß{l-\-9x-\-'Pi'Pi-i-'P,'P,<P-,+ ■■ ■)< ß ii- + f) ■ 
DauD aber mufs in dem Bereiche, wo 

\b\^ß, \K\^ß,. {v^2,■^ ... m) 
die Reihe 

«■ = lim B^~b{i+ 1\ + fj, + /,/,/;, + ■ ■ ■) 

unbediugt und gleichmalsig convei^ren, denn die Differenz 
kann dem absoluten Betrage nach kleiner gemacht werden als 

und bei wachsendem fi kleiner als jede noch eo kleine Grültie S. 
Stibstituirt man für die Gröfaen /J, ihre Änsdrilcke: 
/■, =6jfc + t,,ö^ + ...-(- b,..h"-' 



welche alle ganze Functionen von b sind, so folgt für s' eine nach 
Potenzen von 6 fortschreitende convergeute Potenzreihe 

«■-ft-(S), 

deren CoefGcienten ganze Ausdrücke in 6^ , &., , ... h,a mit gunzzahligeu 
Coefficienten sind. ^^{0) ist gleich 1, denn die Gleichung 

s = b-^ b^e' -) h (-„.E'" 

mui'ü durch s' identisch erfüllt sein. 

Jetzt ist nachgewiesen, dafs zum mindesten eine Wurzel einer 
Gleichung f{e) ^ durch Zahleugrölsen der eingeführten Art dar- 
stellbar ist und dann iat es auch jede andere. Es ist aber auch klar, 
dafs man aus der Gleichung 

f(e)'= «0«'" + tt,t!"'-' + 1- ß„_i« + a«=^ 

stets eine in gewissem Bereiche um a„ convergente Potenzreihe 

entwickeln kann, die für jeden innerhalb des Convergeiizkreises liegenden 
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Werth Zq einen Werth Zq gibt, welcher die Gleichung f{z) — Zq=\) 
erfüllt; es niufs nur loro-il > sein. 

Ersetzt man f{z) durch eine in der Umgebung R der Stelle js? == 
convergente Potenzreihe 

00 

Z=^a^zf', 
wo «, von Null verschieden ist und bildet man 

■■~f^-i:\''+^^'+ ■■■■)' 

so ist auch diese Gleichung durch eine für Z== a^ verschwindende con- 
vergente Potenzreihe 

« = '^ {Z - ao) 

identisch zu erfüllen ^ wenn nur die Coefficienten ^ ==» 6v kleiner 



j 



tt 



1 



sind als die positiven Coefficienten ß2} ßs » - > ßyj • • • einer absolut 
convergenten Reihe, indem dann gewils eine Gröfse ß so bestimmbar 
ist, dafs 

CO 

wird. Die Reihe ^(Z — «„) convergirt dann sicher in dem Bereiche, wo 

ist. 

Die Coefficienten bji ^3; ••• werden aber zweifellos die gestellte 
Bedingung erfüllen, weil |Z| für alle Werthe |£r| = r < iJ ein Maxi- 
mum g hat und 

Damit, dafs eine Reihe 'ip(Z — cCq) existirt, ist noch nicht gesagt, dafs 
die gegebene Reihe an einer Stelle 0' ihres Convergenzbereiches ver- 
schwindet, denn die Stelle Z =^ braucht nicht in dem Convergenz- 
kreise der Reihe für z zu liegen. Es kann somit auch ganze trans- 
cendente Functionen geben, die für keinen endlichen Werth der Va- 
riabein verschwinden, und in der That haben wir eine solche in der 
Function E(x) bereits kenneu gelernt. 

Gehen wir nun wieder auf das durch eine Gleichung 

ö(y, a;,, x.^, ... x«) = 

definirte algebraische Gebilde mit der Stelle (fc^, , a, , n.,, . . . a„) zurück 
und setzen fest, dafs in 



m 



G{b^ + ri^, «i + 5i, ... «« + Sn)=^9/u(5i, I2 ••• S«)»?^* " "=^0 



M = 



(jp,«_i(0, 0, ... 0) von Null verschieden sei, so läfst sich in der Um- 
gebung der Stelle Si = ^2 = • • • =* 5m = ein Bereich angeben, wo 
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die Quotienten ^ — — durch convergeute Potenz cei In.' ii 

f.-,CE,,l, ..«.) 

darstellbar siud. Dann werden aber die Coefticienteu des Ausdruckes: 

ri,-'9M„t,.-'i.) + %'t„i, ■■■i.)vi + - + V'..il„i,'--i.)i: 

in einem hinlänglich Itleiueui Bereiche um die Stelle (|) = iiuch die 
Bedingungen erfüllen, welche für eine convergente Entwicklung 

Dothwendig siud. %{<), 0, ... 0) ist wieder gleich ^^„(n, li ... 0), 
d. i. Null. 

Ist endlich uut*;r 

G(j/, X,, x.^, ... x^) 
eine in der Uoigebung fl einer Steile (b, a,, a.^, ... a„) convergente 
Potenzreihe verstanden , die an dieser Stelle verschwindet und hat der 
CoefBcieut von y — b nicht die NuUatelle (o) , so geht aus der Glei- 
chung Cr SB wieder eine zweite der Form 

1-^,{i„U---l.)-X\(l„i„---i.W-%\{i„i,.---UW II 

hervor, wo die Potenzreihen '^j einen gemeinsamen Convergenzradius 
r besitzen und i] die Wertbe annehmen kann, deren Betrag kleiner 
ist als li. 

Offenliar gibt es auch hier eine die letzte Gleichnufj identisch er- 
füllende i'oteuzrcih'- 



= 'i=a,,£,. 



. u. 



Wis; 



; 38. Darstellaug des algebralBChen GebUdes. 
. wir einmal, dafs eine Gleichung 



Qiy, z,, Xj, ... 3-.) = 
in der Umgebung einer reguläreu d. h. endlichen und einfucben Stelle 
{h„, (t|, «, , ... a„) durch eiue bestimmte Potenzreihe 

V - ^, = 1H^.' ^2, ■•■fl^.Ka)) 
identisch zu erfClllen ist, so können wir zur Ermittelung derselben die 
Methode der unbestimmten Cuefflcieuten verwenden, d. h, wir aub- 
slituiren in der gegebenen Gleichung eine Potenzreihe 



v+2]'-'.. 



..(.'■ 



-(x,^ «,)"'... (:r, - «,)"■ 



und hestinmien die Coefficient^n derart, dafs die Gliichung identisch 
besteht. 
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Ist z. B. die Gleichung 

y^ - (1 + xY = 

vorgelegt, in welcher n eine positive oder negative ganze Zahl be- 
deutet, und beachten wir, dafs {x ^==0, y =» l) eine Stelle des alge- 
braischen Gebildes ist, schreiben die Gleichung in der oben ge- 
brauchten Form: 

— ar" = 
und setzen 

y — 1 «=» xS!ß{x) = x ^, Cyoe' , 

00 

{y — if = x^^ (CqC^ + c, <V-i + CjC,_2 + h CyC^^)it' 

in der letzten Gleichung ein, so gibt eine einfache Rechnung fßr den 
Goefficient'Cn c^ den Ausdruck: 



(t-')-(t-') 



n / n 
~2 



1.2. ... (»+ I) 
n 



Dieser Ausdruck ist aus -^ gerade so zusammengesetzt, wie der 



(v -f- 1)»*^ Binominalcoefficient ( jL i ) ^^®' (^)h-i ^^^ **» darum führen 

wir für c^ die entsprechende Bezeichnung ( ^ j oder (— ) ein, 

\v+lj ^ H-i 

und die Entwicklung der Grofse y in einer Umgebung der Stelle 

(a: = 0, y = 1) lautet: 

In der Umgebung der Stelle {x = 0, y = — 1) folgt 

Die gefundenen Reihen besagen, solange sie eine Giltigkeit haben, 
was man unter der zweiten Wurzel aus dem Ausdruck (1 + a;)" zu 
verstehen hat, und man schreibt: 



n 

T 



Die Potenzreihe y «= 6 -f- ^^(a;,, x^, ... a?„|(a)) können wir noch 
auf Grund einer anderen Bemerkung aufstellen. Weil y in der Um- 
gebung einer Stelle (a), die weder Unendlichkeitsstelle eines Coeffi- 
cienten der Gleichung: 
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m 



,1=1 

noch Nullstelle der Discriminante D(r|, x^, ... Xn) ist, durch eine 
convergente Potenzreihe dargestellt wird, besitzt y an der Stelle (a) 
Ableitungen aller Ordnungen nach den Yariabeln Xy. Wenn wir diese 
Ableitungen aus der Gleichung (?(!/, a;, , X2, ... Xn) =0 selbst ab- 
lesen können, dürfen wir dann 

y -b^ = ^N(a:, y x^, .,. Xn\{o)) = 
_J^' ( a^'+'''+-^'« y \ (rr, - a,/'« {x^- a^^ x^ _ aj^n 

setzen. 

a 

Was diese Ableitungen betrifft, so sind diese wirklich leicht zu 
finden. Ist zunächst G{y, x) = die vorgegebene Gleichung, und 
denken wir hierin y durch die ihr genügende Potenzreihe fe + ^^(a7|a) 
ersetzt, so ist die Differentialänderung der convergenten Potenzreihe 
G(b + ^{x\a), x) 

dG(y,x) = ^dx+l^ <iy 

identisch Null' und demnach 

dG 

dy dx 

~dx ^ JG ' 

dy 
Aus den Gleichungen 

<PG(y, X) = . 
cPG{y, X) = 



USW. folgt dann: 

d^y "aäJ* ^ " dxdy dx '^ dy 



d*G J^G dy . ^ö_ /d0 

x^ "^ dxdv dx'^ dv* ^dxf 



dx* dG 



dy 



da^ dG ' \dx' ■*" aar^t^y ^5^/ "^ aa:ay« Wa;/ "*" äy^ Vdic/ 

■^ \^aa;ay "^ dy^\dx)) dx^\ 
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Es ist ersichtlich, dafs 

^'y _ A (<^y) =A 1^1^ \ und ^'^ = ^ (^) ist usw 

dar* da: Vda:/ da: I ^ I ""° da?« da: Vda?«>' *®^ ^^• 

\ dy ) 

Ist die gegebene Gleichung 6(2^, a;,, a;,, .. ^) "»0; so wird 

^<^ =2 ^tIS; '^^'.^^- + 22 ^1^- '^^.rfy 

Wendet mau diese Methode zur Bestimmung der um die Stelle 
(a: = 0, 1/ = l) des Gebildes 

jr - (1 + rc)» -= 

giltigeu Entwicklung für y an, so geht die Potenzreihe 

hervor und weil der Coefficient von a^ 

1 . 2 . 3 . . . v 

wieder die Form des v^^^ Binomialcoefficienten einer sanzen Zahl — 

O Ml 

hat^ schreiben wir auch in dem Falle der gebrochenen Zahl — : 



VI 

« 

tn 



Sind £ = 1, «2, «3 . . . «m die w Wurzeln der Gleichung £*» = !, 
so sind die a: = zugehörigen y-Werthe «^ (/i = 1, 2 . . w), und die 
Darstellung der m-deutigen Gröfse y in der Umgebung der Stelle 
(a* = 0, y = £ft) lautet: 

wo nun auch die Bezeichnung (^ J = 1 benutzt ist. 

Bildet man die m**" Wurzel der n/*^" und 1*2**^" Potenz von (l +^) 
in der Umgebung derselben Stelle (a; = 0, y = 1), so läfst sich durch 
Multiplication oder Division der diese Wurzeln darstellenden Potenz- 
reilien leicht der Satz beweisen: 

(1 + a:)'»»'" (1 +x)~^ = (l +x)~ 



m 
} 



über den UmfaTig des Begriffe» der unal^gcben Functioo, 



(I 



~^0+x) ™ 






1. h. für die gebrochenen Poteozeii gelten dieselben formalen Rechnungs- 
gesetze wie fUr die gnnzzahligen Potenzen. Wenn diese Beziebungeli 
zunächst in einem Bereiche um die Stelle x^O (welcher der Wertli 1 
zugeordnet ist) erkannt aind, gelten sie aucli für die aus den primitiven 
Elementen auf gleichem Wege abgeleiteten Fortsetzungen , die acbliefs- 
lich den ganzen Stetigkeitsbereich der TW-deutigeii Potenzen umfassen. 
Wir werden später die allgemeine Potenz zu untersuchen haben; 
hier sollte nur darauf aufmerksam gemacht werden, dafa wir die Po- 
tenzen mit rationalen Exponenten bereits behandeln können und wir 
stehen nicht an, ihre Regeln schon hier zu verwenden. Es mag nur 
noch bemerkt werden, was für eine Eigenthümlichkeit das algebraische 
Gebilde aufweist, wenn in 

y» _ (fl + j:)' = „der r - o- (l + ~y = 

die ganzen Zahlen m und n einen gemeinsamen Theiler k besitzen. 

Es sei m = »i[/' und n ^ n,%, dann wird die Entwicklung in der 
Umgebung von x = 0, y => //ö" ^ j4 ■= ^'^ : 

sie stimmt also dort vollständig mit der aus der Gleichung 

entspringendcji Entwicklung überein, und jede Fortsetzung dieser letz- 
teren genügt auch der ersten Gleichung, die reductibel sein mula. 
Wenn man also y als die (" " ) Potenz anffafst, ist y nur m,-deutig. ~~ 
Gehören zu einer endücheu Stelle x = a zufolge der atgebraischeu 
Gleichang 

e(», I) - /;, Wr + A(^)9" + • ■ ■ + /•.;x) = « 

m endÜclie und von einander verschiedene Werthe y^^b,, hj, ... b,„ 
und sind die Umgebungen der m Stellen [x -= a, y ^ b,,) durch 

y = b, + {x-a) ^^{x -a) = 5pW(2r|fl) 
dargestellt, so folgt leicht, dal's der Convergenzradius keines der auf- 
gestellten Elemente ''^'■'''> {x\a) kleiner sein kann als \c ~ a\, wenn c 
die der Stelle a nächstliegende NuHstelle der Function /^,{a) oder der 
niscrimiuante D(j) bedeutet. Denn andernfalls könnte mau in der 
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Umgebung jeder Stelle Xq^ welche auf der Begrenzung des kleinsten der 
Convergenzkreise unserer Elemente liegt, m Potenzreihen 

aufstellen, weil daselbst die für eine solche Entwicklang nothwendigen 
Bedingungen erfüllt sind. Allen Stellen x^, welche dem gemeinsamen 
Gonvergenzbereiche dieser und der ursprünglichen Elemente angehören, 
lassen sich dann 2 m Reihen 

^^^x\a,x^) und ^^\x\Xo,x^) 

zuordnen, die aber paarweise übereinstimmen müssen, weil es nur m 
Reihen geben kann, welche einem Werthe x^ m der Gleichung 
G{y,x)=0 genügende y- Werthe zuweisen. Dann aber kann Xq keine 
singulare Stelle eines der gegebenen Elemente ^^^(x\d) sein, und man 
sieht, dafs in der Umgebung der nächsten Grenzstelle nicht m sondern 
weniger Potenzreihen ezistiren können, und dieselbe als Nullstelle von 
/'o oder D zu definiren ist. 

Bei der allgemeinen binomischen Gleichung 

sind die Nullstellen der ganzen Functionen f^^x) und fm(x) die im 
Endlichen gelegenen singulären Stelleu der allenthalben aufzustellenden 
Elemente für y. Sind die Coefficienten /J,, /i,.../in ganze transcen- 
deute Functionen, so konneu diese in einem endlichen Bereiche nicht 
unendlich viele Nullstelleu besitzen, sonst müfsten sie ja in der Um- 
gebung einer Häufungsstelle für unendlich viele Werthe Null und dann 
identisch Null sein. Darum aber läfst sich für Gleichungen G{x, y) 
= 0, deren Coefficienten ganze transcendente Functionen sind, der 
Satz über den gemeinsamen Convergenzbereich m simultaner Elemente 
um eine Stelle a ebenso aussprechen wie früher; er enthält alle Stellen, 
die a näher liegen als die nächste Nullstelle von fo(x) oder D{x). 

Andere Vorkommnisse wird man später' leicht beurtheilen, wenn 
die Darstellung eindeutiger Functionen mit beliebigen singulären Stel- 
len bekannt ist. — 

Enthält die gegebene Gleichung mehrere unabhängige Variable 
x^, x^^ . , . Xn und ist (a) eine Stelle, in deren Umgebung m Elemente 

y = ^^^^{x^,x^,...Xn\{a)) 

existiren, so kann eine Stelle (x^^^) nur dann auf dem wahren gemein- 
samen Gonvergenzbereiche dieser Reihen liegen, wenn es unter den 
den Bedingungen 

Xr — aJ = \Xy^ — a. 



gehorchenden Stellen {x) mindestens eine gibt, die zu jenen singulären 
gehört, welche bei Entwicklung der Elemente ausgeschlossen werden 
mufsten. 
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Die simultanen Fortsetzungen simultaner Elemente werden nach 
einem früheren äatze dieselbe Gleichung erfüllen wie diese und in 
ihrem gemeinsamen Convergenzbereiche geben sie alle Werthe y, deren 
diese Gröfse daselbst fähig ist, d. h. es gibt in dem Convergenzbereiche 
von m Reihen 

keine Stelle (x'), der zufolge der Gleichung 

0(1,, I, , i„ ...».)-/. + }/;.,+ ff.-,+ ...+/;;,-= 

andere Werthe für j/ zugehören, als diejenigen, welche eben die 
Eloiheu liefern. 

Gäbe es neben den aus den Reihen entspringenden Werthen ^,', 
i/j', . . . y'„, noch einen zu der Stelle (i) gehörigen Werth y', und 
setzt man 

a:, = i; + e; , y = y; + 1;; , y = y; + tj-, 

BO entstehen die (m-|-l) Gleichungen 

9™(ii'. h', ■■■§:) + v'9>,n~iiii\ u, - . . e.)+ - ■ ■ + ij''"vo(6,', u. ■ ■ -I-') 

= 0. 
Die Subtraction ergibt: 

(.Vm — V) 9'.»-i + {l2 — l'*) 9'".-« H \- (1^ — V'") fo = 0, 

und weil man bei ungleichem 17^ und ij' durch r]^ — i}' dmdiren kann, 
folgt auch 

9^, + (j)^ + nlf-^i H h {i;r' + T' "J' "I >■ '''"'"') 9'» = *•■ 

Doch diese Gleichung kann nicht bestehen, indem die Cuefficienten 

von (ij^ + ij'), (ij2 + rifirf + jj'') usw. mit g,', |j', . . . |,| beliebig klein 
werden und «p,,,-! (0,0... 0) von Null verschieden ist, weil ja in einer 
Umgebung von {x') m Reihen aufzustellen sind. Die Annahme war 
also unrichtig und der Satz erscheint bewiesen. — 

Jetzt ist auch die in dem zweiten Capitel angeregte Frage nach 
der Gontinuität einer ganzen rationalen Function f\s) dahin zu beant- 
worten: Weil die ganze Function jeden Werth annimmt und die einem 
ersten für z = a hervorgehenden Wertbe Ä benachbarten Functions- 
werthe für solche Argumente s entspringen, die nur durch eine Potenz- 
reihe gegeben werden, so ist die ganze rationale Function continuirlich. 

§ 39. Fortsetzung. 
Wir setzen nimmehr voraus , dals die algebraische Gleichung (mit 
rationalen Uoefficienten) G[y ,x) =0 in der Umgebung einer Stelle 
{h, a) nicht die vollständige Form 
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besitze, sondern dafs hierin 

dG dCG^ c^^O 

dx ' dx* ' * * ' ^a/«-i 

-^ J 

von Null verschieden, so werden die oben aufgestellten Differential- 
quotienten 

dy (Py df-'y 



• • • 



dx ' dx^ ' da/«-i 

an der Stelle {x'=a, y = &) Null sein, und die oben benutzte Ent- 
wicklungsform 

erhält die Gestalt 

y = h + {x - ay^i{x\a). — 

Ist y=ß keine Nullstelle der Discriminante der Gleichung (7(^,0;) 
= mit der unabhängigen Variabein y und keine Nullstelle des Co- 
efßcienten von rr" in der nach x geordneten Gleichung (mit ganzen 
Functionen von y als Goefficienten), so können wir in der Umgebung 
einer Stelle (y = /8, a; = a) eine Potenzreihe 

ableiten, sofern ( ^ ) von Null verschieden ist. 

Jenachdem wir also x oder y als unabhängige Variable ansehen, 
folgt in der Umgebung einer nicht singulären Stelle (a, 6) resp. (6,a) 
eine Entwicklung der Gestalt 

x — a = t, y — 6 = ^ <p, (<) 
oder 

y^b = t, x — a = ^^2(0, 

wo t eine neue Variable bedeutet. 

Substituirt man an Stelle der Variabein t eine in der Umgebung 
der Stelle m «= verschwindende convergente Potenzreihe 

80 besteht in der Umgebung jeder endlichen Stelle {a,b)y an welcher 
nicht gleichzeitig Null sind, eine Darstellung des alge- 



dx ' dy 
braischen Gebildes in der Form: 

wo ^^i(m) "iid 'il?2W gewöhnliche Poteuzreihen sind. — Beschränkt 
man die neue unabhängige Variable u auf den Bereich, wo ^4>, und ^^ 
convergiren, so gehört zu jeder Stelle u ein Werth t und ein Werthe- 
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paar {x, ij), und verschiedenen Werthen u, , u, entsprechen verschiedene 
Wertbepaare, wenn nur |n, | von Null verschit^deu ist, denn dann 
werden Uj und u^ veracbiedene Werthe t, und tj zuzuordnen sein. 
Wäre nämlich #, = ij, ao müfate in 

(,-(,- (u, - »,) (», + o, («, + »,) + «.{«,<+«,«, + »,<) + • • ■) 
der absolute Betrag von 

«, + «= C«. -f '*i) + ■ ■ ■ 

verschwinden, und das geht bei der aber ja, | gemachten Amiahme 
nicht an. 

Setzt man au Stelle von u eine neue Potenzreihe mit der unab- 
hängigen Variabein r: m •= '-PC")) nimmt au, dafs '^^(0) verschwindet 
und der Coet'ficient von v von Null verschieden ist, auf dafs 



gilt, so folgt üiue neue Darstellung: 

^- ■■ + ?,(»), ti- ' + ?,(«)• 

Jedem Werthe v aus dem Convergenzbereiche der Iteiheu 'ß, und '^^ 
gehurt ein Werthepaar (x, y) und verschiedenen Werthen üj und «, 
gehören verschiedene Werthepaare {x,y) an, denn bei der gemachten 
Vüraus«et£uug können die entciprecheuden u-Werthe uieht gleich sein. 
Auf die genannte Art läfst sich demnach ein Element des alge- 
braischen Gebildes durch unendlich viele Paare von Potenzreihon dar- 
stellen; es ist nur zu zeigen, dafs die einem Fundionettpaare 

l-a + u-fM, y-h + u'U«) 
entapringeudeu Werthepaare (x,t/) einer hinlänglich kleineu Umgebung 
von u =1 identisuh sind mit den aus einem zweiten Fuuctioneupaare 

hervorgehenden Werthen Tür x und ij, wenn man v wieder in hin- 
länglich kleinem Bereiche um diß Stelle v = erhält. 
Setzt man 
j; — a = af,u^-i-a,uf+' -^ , y — i = ftuM'-f (.,»•+' H 

und leitet einen der fi Werthe von y ~ — er heifse X^ — durch 
die Entwicklung von 






ab, bestiiuDit hierauf die der Reihe 

X, — « + o,' »' + 



W 
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identisch genügende Reihe 

«- W>(Z,)-<l)»i((=i^)' I (« 



■■■{(V)') 



oder kehrt — wie man sagt — die Reihe (a) um, so wird die Reihe 
(/J) die Gleichung a; — a = w^, (w) identisch erfüllen. Durch Substi- 
tution der fi Reihen (/)) in die Gleichung y — & = u^jC^) ordnet man 

andrerseits den fi Werthen von y^'^^^ ^ Werthe y zu, denn in 

können nicht alle Potenzen von ( ^~^M ^ , die mit fi keinen Theiler 

gemein haben, verschwinden, denn sonst würden verschiedenen n -Wer- 
then gleiche Werthepaare (x, y) entsprechen können. Man sieht also, 
dafs einem Werthe von x in der Nähe von a (i der Stelle b benach- 
barte Werthe y zugehören , und ebenso gehören einem Werthe y * v 
der Stelle a benachbarte Werthe x zu. 
Ist andrerseits 

so entsprechen einem Werthe x iu der Reihe von a fi' Werthe y und 
einem Werthe y v Werthe von x. Das ist nicht anders möglich als 
wenn 

ist, da einem x- oder y-Werthe nur eine bestimmte Anzahl von y- 
oder a;- Werthen zugehören kann. Ferner lehrt ein ähnlicher Schluis 
wie früher, dafs die Werthepaare (a;, y) aus den beiden Functionen- 
paaren gleich sein müssen, d. h. solange u und v zufolge der Beziehung 

u = ß^v + ß2V^ -(-... 

um beliebig wenig von einander abweichen, können die zugehörigen 
Werthe x^ und X2 nicht verschieden ausfallen. 

Umgekehrt sieht man, dafs die zweien Functionenpaaren ent- 
sprechenden unendlich kleinen Werthe für {x — a) und (y — h) nur 
übereinstimmen können, wenn u und v durch eine Gleichung 

u^ß,v + ß,v' + --- (1/5,1 >0) 
oder 

v = ß,'u + ß2U^+'" (liSi'l>0) 

verbunden sind. — 

Wir haben nun gelernt, wie man das algebraische Gebilde an jenen 
endlichen Stellen darstellt, wo die Discriminante D^(x) oder D2{y) 
verschwindet, jenachdem man x oder y als die unabhängige Variable 
betrachtet, doch war vorausgesetzt, dafs an diesen Verzweigungsstellen 



Dbui- dun (Jmfujig den BegrilFcs der analjtisubuii Fuuotiou. ^lö 

voü y(x) oder x{ii) (r'j respect.ive (.,-) uicht verBcbwiudet, Dana 
konnte y Oder x nach gebrochenen Potenzen ?on (x — a) oder iy — b) 
eutwickelt werden oder es existirte ein Fuuctioiienpaar 

,-a~f.(u). s-i-'M«), 
WO die Potenzreihen '|^, und i^, i<i<^lit; beide mit Gliedern ersten Grades 
beginiieu. 

Wir aetzen nun aucb voraus, dafs die ganze Function G(x, y) 
in der Umgebung einer im Eudliclien gelegenen Nullstelle (a, 6) die 
Furm besitze: 

G(a -(- g, & 4. ^) = (I, ,,)^ + ^s, ,j),^., -1- f- {g, 7i)„+---, 

wo (6, ij), wieder die (leaammtbeit der Glieder v'" Dimension be- 
zeichnet. Es »olleu also die beiden Gröfsen 



r Dirnen 

Vir kßn 



versuLwiiideu und die Glieder niedrigstür Dimeutticiu, welche uicht Null 
sind, seieu Olieder fi"" Dimension. Wir können vorausset/eu , dafs 
die Coefficienten von ^ und ij'', d. i. 



nicht Null sind, denn imderufalls t'ülirt eine homogene lineare Sub- 
stitution 

auf eine Darstellung von ö^a-fS» i* + ')')) i"» welcher die Coeffi- 
cienten TOn IV und rff nicht verschwinden. In der That folgt ja aus 
der Existenz eines Gliedes fi'" Dimension 

f^^^^^J"'* 5! = ( ^" '\t",.r+°.. 'i'i''~' (°tir+««';r 

dos Vorhandensein nicht verschwindender C'oefäcienteu von g'** und i}'\ 
Zerlegt man die homogene Function n"" Grades (i, i])^ in das 
Croduct ihrer Primfactureu : 

{i,v),. = v{ß,i-tt,rir'(ß,i-'',iy".-.{ßri-arvr^, 

indem mau zunächst ~ = £ setzt, dann 



(S, ')). ■ 

bildet und endlich 



r(S), 



'tlii -(,)'' 



substituirt, und wählt man nach der Zerlegung entsprechend dei 
Grüfsenpaareu a^, ß^ r Gröfsenpaare a^ \, derart, dafa 
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a^ß^ — b^a^ = 1 und \a^ßf^ — ^e^t > ^ 

wird, so kann man rmal zwei GröHsen ^ und ^^ durch die Glei- 
chungen 

definiren, aus denen 

resultirt. In den neuen Grofiien l^^^p erhalt die Function (g, ti)^ die 
Gestalt: 

r 

ond es wird 

wo ^p eine ganze Function von ^ und H^ bezeichnet.*) 

Wir behaupten nun, dafs die Gesammtheit der aus den r Glei- 
chungen 

MS^»i2e) = (p = l,2,...r) 

entstandeneu unendlich kleinen Werthepaare (^, 19^) mit Hilfe der 
diese Gröfsen definirenden Gleichungen gerade in die der ursprüng- 
lichen Gleichung ©(a + S, 6-f.i2) = genügenden unendlich kleinen 
Werthepaare zu transformiren sind, oder mit anderen Worten: dafs 
die letzten r Gleichungen in der Umgebung der Stelle (0, 0) der Glei- 
chung G(a + g, 6-|-iy)t=0 äquivalent sind. 

Da ^p(ip, 17p) keine von |p freien Glieder in ^p enthält, die von 
niedrigerem als dem ft^^^" Grade sind, entsprechen einem unendlich 

kleinem Werthe von |p, ^Iq unendlich kleine Werthe i^p, die wegen 
der Irreductibilität von Qq im Allgemeinen von einander verschieden 

ausfallen. Daher gehören zu unendlich kleinen Werthen f, , 12»-* 'i*- 

*) Man kann andrerseits die Gröfsen op und hq so wählen, dafs og — ^Qhq 
für ein von q yerschiedenes p' von Null verschieden und Op — fp'&? = 1 wird, 
und dann setze man 



oder 



so folgt 



und 



4 = (- fp + öp^p) Sp 1 J? = (— 1 + ^Q^ij) Ip 

r 

ö(a + 5, b + v) = iJPpdp.'Je). 



wo «7 ebenso wie G{x,y) irreductibel sein murs. 



über deo Unifaug de» B^griÜea dijr uuiiljtiacliou Fuuutioii. 



I fi unendlich kleiue Werthcpaare (|( , ijg) (p 
1 vergeh iüdenen üleichnngeu 

eutnominenen Wertbepaare geben vo 
der Gleichung G(a + |, t + ii) = 0. 



= 1, ^, 



r) imd die 
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Vi = i-ß, + (>,■■ n<.'')h 

Setzt man näiuüch voraus, dala 



bei gleichen Werthen von g^ und S^ 

Si =Sa. 1)1 = »Ij 

wird, so mDlste bei den hier in Betracht kommenden ituendliub kleim 
Werthen von ^^ und ij^' 



sein, was gegen die angenommene Zerlegung tou (|, }])^ verstofBeii 
wQrde. Es gehen also aus den r Gleichungen g^, =- uud den die 
Gröfseule, ^j mit | und ^ verbiudenden Gleichungen wirklich (t un- 
endlich kleine Werthepaare |, jj hervor, die der Gleichung 

G(a+6, ö + ij) = 
genügen. Weil aber diese Gleichung die Glieder if und yf enthält, 
gehören umgekehrt zu einem Werthe % ji unendlich kleine Werthe i; 
nnd ^t^, Wertbepaart £p, ^p. Jetzt ist die Äquivalenz des Systems 
von r Gleichungen g^^O mit der gegebenen Gleichung für unendlich 
kleine Werthepaare (|p, ^j) und (5, ij) evideut. 

Um nun ij als Kunction von i darzustellen, benutze mau — sofern 

r(a^) "" ^^' Stelle ^p'=0, |p = nicht verschwindet — die auu den 
CGleicfaungen Sf{%, Ve) "^^ hervorgehenden Poteuzreihen : 

Wenn demnach in der Zerlegung von (£, j;)^ fi von einander 
verschiedene Primfactoren (ß^i — a^i;) aul'treten, gibt es in der Um- 
gebung der Stelle (x = a, y =' b) des algebraischen Gebildes tr(a;,y) 
= ;* von einander verschiedene Punctiouenpaare; 

t - V,''(i). 1 - ww 

oder 

ic -« = ■;;((!((), y-b^%i',e){t) {e=l,2,...p) 

and die Geaammtheit der aus denselben für hinläuglich kleine Werthu 
von / entspringenden Werthepaare (x, y) genügen der gegebenen 
Gleichung. 

üie Stelle (a, b) heilst eine (t- eleiinstUge, weil ft der m Elemente 
. für j/ an der Stelle x = a denselben Werth b annehmen. 
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Gibt es hingegen ganze Functionen ^^(f^, ^^), in welchen das 
Glied niedrigsten Grades in ^^ ^^? ist, so verfahre man mit der 
Gleichung 

ebenso wie früher mit 6r(a + 5» 6 + ^) = 0. Man zerlege die homo- 
gene ganze Function (|^,^^), welche die Glieder Ip und fj'^9 wieder 
enthalten soll, in das Product ihrer Primfactoren : 

WO ^(iQ,n = /*e ^^*» wähle dann p Grofsenpaare a^,n,bQ^n derart, dafs 

wird, setze wieder • 

leite dann _ _ _ 

ab, so wird das System der p Gleichungen g^^^ =0 mit den neuen 
Variabein 1^,^, ^^,ä der einen Gleichung ^^ = in dem früheren 
Sinne äquivalent sein und es kann der Fall eintreten, dafs für fJQ^n 
eine an der Stelle |^^^=0 verschwindende Potenzreihe aufzustellen ist, 
die wieder die Existenz eines Functionenpaares 

zur Folge hat. 

Andernfalls mufs man die Transformationen der bisherigen Art 
fortsetzen, doch ist zu zeigen, dafs man nach einer endlichen Anzahl 
von Transformationen stets zu Gleichungen 5r(|,^)=0 gelangt, welche 
die abhängige Variable rj in der ersten Potenz enthalten. 

Nehmen wir der Einfachheit halber an, dafs 

sei, und schreiben wir die aufeinanderfolgenden Substitutionen in der 
übersichtlichen Form: 

/3,a,-a,&, = 1, I = (-ai + ai^i)g|, V = {- ßi+birii)^ 

/^2«2 — «2^2= 1| 5l=(— «2 + «2^2)62l *?! = (— /'2 + ^2 ^2) §2 

ßyar—a^hv= 1, 5y-i = (— a,.+öt^»?05v, ri^-i = { — ßv+Kri^)l^y 
durch welche successive die Gleichungen 

ö(a + 6, 6 + ij) = g^'i/, (g., >?.) 
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hervurgeheD, so mufa man beneisen, dafs die gewils uicht KunebDiendeu 
Exponenten n, fi, , ^,, . . . fi* nicht gleich hteiben können, sondern ab- 
nehmen und ein letzter den Werth Eins annehmen wird; dann ent- 
hält gr(%r, ^>) gewifs ein Glied erster Dimension. Wenn aber in 

tf .= sein sollte, führt eine lineare Substitution 

auf eine Gleichung: 

5:(Im »?;) = rt, -f cyrii + {i;, ^;), + ■ - - = o, 

der eine Potenzreihe: 

zu entnehmen ist. Weil ferner | und ij rational durch ^', und i;, au»- 
zudrQcken Bind, existiren auch zwei Potenzreiheu : 

£-*■«;)■ i-wa;), 

welche der Gleichung G(a + |, (i + ij) = genügen. 
Leitet man aus der Gleichung 

G-«'»,(l,,n,) 



die Relationen ab 






dG_ ^dß H.dG dri 



oder 

f*. £r ■ i/. + S'." Ig- = II (~ «. + «, 1,) + If {- ^. + i, -/-i 

aud berechnet aus diesem Gleichungssysteme 






30 erscheint ^-r^ uud ^- als homogene liueare Function von ^ uml 
^ - Drückt mau wieder^, und die ersten partiellen Ableitungen durch 
«/i, -iv, ^ aus uaw., so wird 

wo 91, uud ü', ganze Functionen bezeichnen. Stellt man auch noch 

£,, g.,,...|,-i durch 1, dar, so folgt: 
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Nehmen wir nun an^ dafs die Exponenten |ü|, |Ü2,...fiv gleich 
bleiben, dann ist vor Allem 

/7i(5i, ^i) = Gif,^ + 61^1 (Si, i?i), 
und wenn yi(5n ^i) Glieder der (/Ltj — l)^*"* Dimension enthält: 

so muls 

die |Lt/° Potenz eines Fastors (1^2' Si — «2'^i) ^^in und die Coefficienten 
«2» ß»! werden «3 ^^^ ß2 proportional, weil die Function (|, , i^O/u» der 
Voraussetzung nach den Factor {ßi^x — «2^1) enthält Die Gröfse a^ 
wird darnach gewifs von Null verschieden sein. 

Durch denselben Schlu(s ergibt sich, dafs unter der Annahme 
gleicher Exponenten |L(, , /l^j^ . . • f^f auch «3, a^, ... et, nicht Null sein 
können, aber dann resultirt endlich noch für § und 17 eine bestimmte 
Darstellung der Gestalt : 

l = ((— l)'«!«? . . . flfy + Ä, (gv, l^r)) Sr 
17 = ((- lyßy «2 • • • «^ + ^i (6n '?^)) 6^ > 

wo die ganzen Functionen A, und A2 kein constautes Glied mehr ent- 
halten. 

Ist G(x,y) eine irreductible Function, so können G und t^— keine 

gemeinsamen Theiler in rj besitzen. Dann gibt es zwei ganze Functionen 
<2>(g, iy), 'J^d, iy), deren Grad in rj niedriger ist als der von G resp. 

« - und welche die Beschaffenheit haben, dafs 

eine rationale Function von \ allein wird. Wir setzen fest, dafs 
und ^ keine Potenz von g zum gemeinsamen Theiler haben und 

q>^-J^WG = g^Ji(S), I Jt(0) I > 

sei, benutzen dann die oben abgeleiteten Formeln, und vergleichen in 
der entstehenden Relation 

= 1; ((- 1)'«, «j . . . «, + Ä, (g„ ij,))' n%) 

die niedrigsten Potenzen von %i, so wird nothwendig 

/*! + ftj H 1- /*» — »* = »' (^1 — 1) ^ ^' 
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I Da somit v an die endliche obere Grenze - _ gebunden ist, existirt 
nur eine endliche Anzahl von TranBformationen , durchweiche der Ex- 
ponent fi, nicht erniedrigt wird. 

Mit diesem Satze ist vollständig; bewiesen, d&l'a die Umgebung jeder 
endUchen Stelle (a, h) eines algebraischen Gebildes dttrch ein oder mehrere 
Fundionenpaare darsustellen ist, je nachdem an dieser Stelle 

SG , SG 

-s— und ^r- 
(ix öy 

, inoM beide verschmnden oder beide Null sind.*) 

Es handelt sich noch darum, die Darstellung des Uebildei^ itj der 

Umgebung unendlich ferner Stellen (o, i) zu voUführon, wenu iilso a 

oder 6 oder beide Gröl'sen a und b unendlich sind. 

Mau setze der Reihe nach 



■T- V- 



oder z ~ 



■ i. 



y-7; 



lud behandele tj als Function von ^ in 
is ergeben sich die Potenzreihen: 

)j = j/ — h = I ^* (6) oder 

= 1-45(5) = 



der Umgebung der St«lle | = 0. 



rt') 



von Null vereciiieden ist, und allgemein existirt ein Functionenpaar 

Die Darstellung um die Stelle (c», b) gilt iiufserhalb desjenigen eud- 
I liehen Oereiclies, welcher alle im Endlichen gelegenen aingulären 
I Stellen x' enthält, fnr die die Grleichungen 

G = 0, 4^ = 
cy 
gleichzeitig bestehen. 

Es ist nunmehr analytisch ausgedrückt, wie man die den x Wer 
then der Umgebung irgend einer Stell« in dem Bereiche der uuabhSn- 
[ gigen Variabcdn X zugehörigeu Werthe von j/ darstellt. Es soll noch 
kurz das Verhalten der durch eine algebraische Gleichung: 

G(j, «) - /VW r + r, M r-' + ■■• + /:. (I) - 



*J Die ia diesem t'aragrapht 
i WeierBtrafa' Vorlesungen 



gegebeo 



I Entwicklungen sind dnrcliaiia 
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— wo ffi(x) ganze rationale Functionen sind — definirten Gröfse 
y = f(^x) an den verschiedenartigen Stellen x durch neue Bedingungen 
charakterisirt werden. 

Ist X = a ein Werth^ dem eine einfache endliche oder unendliche 
Wurzel y = f{a) = b zugehört, so wird 

{ax).(x - a)) = 

oder 

{f{x).{x---ay'^') =0, 
denn es gilt: 

beziehungsweise : 

(a,0D) (a,oc) 

« 

Ist an der endlichen Stelle {a, b) neben 

«(»,.,-0, (II) _(-)-...- (^r'#.) - 

,--j von Null verschieden, so wird 

(fix).{x-a)l) = 0, 
weil die Entwicklung 

y ^b = (x — ay ^^((a; — a^) 
besteht. Ist erst das Product 

(ax).{x^a)l^) = 0, 



x = a 



so mul's die Entwicklung lauten: 

± = {x-a)^'^({x^ay) 



y 

V 

u 



und man sagt: y oder f{x) wird an der Stelle a von der Ordnung - 

unendlich. 

Tritt an Stelle des unendlichen Werthes a die unendlich ferne 
Stelle 07^=00; so sind 



« := oo 



die Bedingungen dafür, dafs y an dem (/ü — 1) fachen Verzweigungs- 
punkt« rr— »oo endlich oder von der (*')*" Ordnung unendlich ist 



über den UmfaDg des Begriffes der analytiHulmn Fimction. 
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Ist x = a eine ^-etementige Stelle des algebraiGcheD Gebildes, so 
rk&uneD die genannteji VorkommuiBse zusammenfalleii , d. h. dieselbe 
le bann aus einer oder mehrereu einfachen oder Verzweigungs- 
I Btellen bestehen, und y kann für x ^ a endlich oder unendlich sein; 
^ zum Beweise erinnere man sich nur an die Äquivalenz der Gleichungen 
■ G = und (?( = (p = 1, 2, . . . r). 

Wir behaudeln ein bestimmtes Beispiel: 

Es sei die algebraische Gleichung 



r gegeben und bierin 



2«. 



'')' 



= 



Die (A -|- 1) positiven ganzen Zahlen m und «x sollen keinen gemein- 
samen Tbeiler haben, der grijlate gemeinsame Theiler von m und n 
heiTse »(„, der von m und »„ vi, und es sei 

w* = ni„iio = ^»f'i'i " = *'i|i*'ui "» •* »'«"«- 
In der Umgebung einer endlichen , nicht singularen Stelle (n , b) ex- 
istirt ein Functionen paar 

x^a + t, y = itl + p;i[/}). 
Ist aber a eine Nullstelle a. des Polynoms 

so setze mau 

WO der Strich bei den Productzeicben anzeigen soll, dals unter den- 
selben ( nicht mehr den Werth x anzunehmen hat. — Bezeichnet man 



'/7(«. 



",)■ 



- B. " 



winl 



yr, — Jl. {X - (!,)'. (1 + (I — o.) 1J(J! — a,j). 
Sind p',, 1'^ Kwei positive ganze Zahlen kleiner als (i^ resj). i',, welche 
der Bedingung 

f. »'. — ".ei — 1 

gehorchen, so wird 

/■Ä--" - K-'-i^ - »,)-(l + (« - ».) llKi - »,)) 
und setzt man nun 

Ii7''''{x — a,) = f', 
I 80 folgen in der Umgebung der Stelle (a,, 0) entaprochßnd den w» 
• Werthen tdu B^ ebensoviele Punctionenpaare: 
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Um y in der Umgeßung der m^ unendlich fernen Stellen darzustellen, 
setze man 

hierin aber 

1 

dann 

so werden die m^ Function enpaare: 



X = — --;, y = — 






Damit sind nun zu jeder Stelle {a, h) die zugehörigen Functionen- 
paare aufgestellt , und soweit das einzelne Paar eine Geltung hat, so- 
weit sind die zusammengehörigen Werthe {x^y) durch dasselbe definirt. 

§ 40. Transformation algebraischer Gleichungen. 

Wenn jetzt die durch eine algebraische Gleichung &(y, a;)==0 
definirte Gröfse y in der Umgebimg jeder Stelle x = a dargestellt 
werden kann und daselbst die zusammengehörigen Werthe x und y 
stets durch eine endliche Anzahl von Functionenpaaren auszudrücken 
sind, so läfst sich das Verhalten einer rationalen Function von x und y 

wo die ganzen Functionen ^^ und g^ keinen gemeinsamen Theiler 
haben mögen, in der Umgebung jeder Stelle (a, h) angeben, indem 
man die daselbst bestehenden Functionenpaare für x und y m l{{x^ y) 
einsetzt. Bezeichnet Ji(a,&) den Werth von B{Xjy) an der ge- 
gebenen Stelle, so wird 

B{x,y)-^B{a,b) 

durch eine in der Umgebung der Stelle ^ = convergente Potenzreihe 
nach t dargestellt, sofern Bia, b) endlich ist; andernfalls beginnt die 
Entwicklung mit einem Gliede c^~* . Nach dem Werthe des Potenz- 
exponenten k sagt man, dafs die rationale Function die X;fache Stelle 
(a, h) besitzt und von der ¥^^ Ordnung unendlich wird. 

Ist wie bisher G{y^x) in y vom m**^" Grade und sind j/i, ^2» • • • Vm 
die m einem a: -Werthe zugehörigen Werthe von j/, so kann mau in 
fl^iCa^y^ fl^iC«^^ Otij^^^x) 9ti^^ Vth ' ' 9t(x, y^^i)9t(scjy^^i )..'9t{x , yj 
9f(^yJ ^ 9t{^^ Vi) 9tkxTyt) '~'9t{x , yj 

den Nenner, der eine symmetrische Function von Vi > y^, ... t/m i»t, als 
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tFunctioD von X allein darstellen, der Zähler hingegen ist eine Function 
ffna X und y. Die ration&Ie Function erhält also die Gestalt: 

l'niid hierin kann f[x,y) gewUs nicht den Theiler G(a;,y) haben, wenn 
■ B{z,y) nicht überalt versch winden aoU. Weil G{x,y) irreductibel 
, ist, haben f{x,y) und G(x,y) überhaupt keinen Theiler gemein. 

Wir fragen nun nach den Stellen (ar, j(), für welche Ä(a:,j/) einen 
bestimmten Werth e annimmt. 

Bildet man das Product 



fl' 



(jT .RCj.ylr')) - *^'"'""^^'''" "*""""*"*" ''' - ^^'■' 



wo yjf* die xu einem x gefaürigen y-Werthe sind und die ganzen 
Jf'unctionen i^, ,«>,,... ij'«, keinen gemeinsamen Theiler haben sollen, 
80 wird einer der m Werthe }l(x, y'^^) gleich b, wenn x der Gleichung 

V{X,B)'=0 

entlehnt ist. Dabei denken wir diejenigen x Werthe ausgeschlossen, 
für welche auch ^(x) verschwindet, weil dann unser Product in der 
unbestimmten Form erscheint. 

Um zu sehen, wie oft eine rationale Function B{x,y) eineu 
Werth £ annimmt, mufs mau die Beschaffenheit von ^{x,e) erkennen, 
and dazu behaupten wir, W{x, e) ist irreduclibel oder doch die gam- 
gahlige l'otcns einer irredudiblen Function. 

Es sei V[x,g) dafl Product verschiedener irreductibler Factoren 
V,-(x,i) und x' eine Stelle, der nur endlicije Wurzeln z' der Glei- 
chung y,- ^ entsprechen, dann gehört zu e' eine Lösung der Glei- 
chung G{x,y) =0, für die ß' ~ E{y,x') versehwindet, denn andern- 
falls könnte das obige Product nicht Null sein. Da somit jede der 
Functionen Vi(x, Ii{x,y)) für jede Stelle der Umgebung von x' eine 
Wurael y mit G(x,y) gemein hat, sind sie durch G theilbar. Jetzt 
aber sieht man, dafs je zwei der Functionen W({x, e) für jede Stelle 
aus der Nähe von x' auch eine gemeinsame Lösung z besitzen und 
darum jede durch die andere theilbar ist. Sie stimmen also bis auf 
einen von e unabhängigen Factor Überein, doch weil W(x,z) keinen 
Bolcfaen Factor enthält, wird 

wo A ein Theiler von m ist. Gleichzeitig wird der Üoefficieot von «", 
nämlich ^(e), die i,'" Potenz einer ganzen Function iliiix), und man 
kann das Product in der Form schreiben: 

n('-^(«.«)=(^)" 



226 Viertea Capital. I. Abschnitt, 

Ist der Grad von V, in x v, so gehören gemäCs der Gleichung Wi='0 
v.a einem Werthe von z v Werthe x uud jedem derselben entsprechen 
i verschiedene Factoren si — R(x, j/^'"}. Je l Factoren dea Pro-^ 
ductes liefern W,. 

Hat man die zu einem «-Werthe gehörenden Werthe x gefunden 
so geben die entsprechenden y-Werthe aus den Gleichungen 

G(x,ij) = und W^{x,Rix,y))^0 oder n - R(x.y) = 
hervor. Ist W(x,b) irreductibel , ho kann die diese y definirende Glei- 
chung, deren Cocfficienten rationale Functionen von x oni] e sind, ia 
y gewil's nicht von höherem als dem ersten Grade sein nnd y wird 
rational durch x und ^ darstellbar, denn andernfalls euteprächen e 
j:-Werthe mehr als m Werthe y, und folglich gehören zu einem Werthe 
g so viele Stellen (x,y) ala der Grad von ^P(jx,b) in x anzeigt. Irt 
aber ydie A'" Potenz von 'P',-, so gehören zu einem Werthepaare(e,a!) 
i. im allgemeinen von einander verschiedene y-Werthe und zu einem 
Werthe 3 Iv Stellen (x,y), wo iv = k ist.*) 

Diese Sätze gelten auch, wenn man s einen Werth gibt, fflr den 
mehrere der x-Werthe einander gleich werden, nur mufs man diesi 
und die y-Werthe stets in der gehörigen Vielheit zählen. Hat jb 
Werth, dem gerade ein x zugehört, welches die Function iIj{x) odei 
U'i{x) zum Verschwinden bringt, so werden Grenz betrachtungen die 
fortdauernde Giltigkeit der Sätze bestätigen können. Also jeden. 
Werth B wird die rationale Function R (x, y) an gleich viel Stellen 
{x, y) annehmen. Die Anzahl dieser Stelleu nennt mau den Grad detf 
rationalen Function. 

Sind neben der Gleichung Q{x, y) = zwei rationale Functionen 

| = iJ,(a:, y), i? = ß,(z, y) 

von dem ft'"" und v'"" Grade gegeben, so entspricht jeder Stelle {x, yj 

ein Werthepaar (g, ri). Es entsteht nur die Frage, wann umgekehri 

einem Werthesyeteme (g, jj) eine einzige Stelle {x, y) zuzuordnen iat 

Zu einem Werthe % gehören ^ Werthepaare (,t, y) und (i Werthe 
I], die man auch aus einer Gleichung findet, welche zwischen £ und ^ 
allein besteht. Nennt man die zu | gehörigen ft Werthepaare {x,yy, 

kl. yi). {^2> Sj). ■ ■ • (a^^. ?/.). 
und bildet 



t](^ 



, (*., ».)) , 



so ist dieses Product eine irreduetible Function von £ nnd ij oder die 
Potenz einer solchen. Besteht nämlich zwischen X und 5 die irreductiblsj 



•) Vergleiche die Daratellung von Weber und Dedekind in dem 92. I 
dee JoumalK fOr reine und angewandte Mathematik §§ 1, 2. 13. 
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Gleichung 5'',(|, a^) = und ist t/ rational durch x und | darstellbar, 
so geht das Product in eiu nächstes über: 

jJ(,-Ä(«.,S)), 

welches wegen der symmetrisch eintretenden Grofaen x, rational durch 
»j und die Coetficienteu von ^P'^d, j) ^ auszudrücken ist; sind ja 
doch die zu einem 6 gehörigen Gröfsen x, gerade die Wurzeln dieser 
Gleichung. Es folgt also in der That die Existenz einer Gleichung: 

Sollte V'id, x) die l" Potenz eines irreductiblen Factors und y 
nicht rational durch x und g daretellbar sein, so fuhrt eine einfache 
Substitution 

x = x + cft, y = y 

zu einer Gleichung G(x, y) ^0 der Beschaffenheit, dals die zu der 
rationalen Function ^^ Ji, (.r, y) gehörige Gleichung zwischen 5 und 
X irreductibel ist, d. h, man kann c so wühlen, dal'a einem Werthe 5 
nur verschiedene Werthe x entsprechen: 

x^ -\- cy'^\ ... x^-\- cf/^'', ... x^-\- cy'^^' , ... x^-\- cj/^" . 

Die Gleichung zwischen i und i; lautet 0j(|, q) ^ 0. Ist A' <= l , so 
erreicht jj in ^2(5, ^) den Grad (i, denn ea gibt zu einem |-Werthe 
(t Werthepaare {x, y). In diesem Falk- l' ^ \ kann man umgekehrt 
X und y rational durch ^ und r\ darstellen , denn zufolge der Relationen 

^iCg, x) = i), ^ - ü:(5,x) = 
ist zunächst x rational durch g und tj auszudrücken und ebenso y, 
denn y ist eine rationale Function von x und g. — 

Zwei rational in einander transformirbare algebraische Gleichungen 
G{x, y} = 0, ra, .j) = 0, 
deren Stellen {x, y) und (|, n) uiuauder wechselseitig entsprechen, zählt 
man als zu einer Klasse gehörig und eine jede Gleichung ist als Re- 
präsentantin einer ganzen Klasse aufzufassen. 

Will man einer Repräsentantin eine bestimmte Normalform geben, 
so kann fUr diese Form die geringste Constanten zahl oder die niedrigste 
Dimension oder eine andere Forderung malsgebend werdeu; die Zweck- 
mäfsigkeit hat hier zn entscheiden. 

Beachtet man, dals die verschiedenen algebraischen Gebilde einer 
Elagse verschiedenartige singulare Stellen haben werden , so kann man 
nach denjenigen Transformationen 

l = n^{x, y), Ji = Ii^{x, y) 
fragen, durch welche die entstehende transformirte Gleichung 



r 
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leren Um- -^H 



r«, ,) - 

besondere äiuguläie Stellea erbUU, z. B. eine Stelle, in deren 
gebung das neue algebraische Gebilde durch ein einziges Functionen- 
paar dargestellt wird. Allerdings bedarf die Erledigang dieser Trans- 
formationen weitlüüflger Untersuchungen, dennwir^erden leicht gewahr, 
dafa eine rationale Function « = H(a:, y) mit vorgeschriebenen Ünend- 
lichkeitastelleu durchaus nicht esistiren mub und deshalb sind wir 
nicht sicher, ob man eine Gleichung derselben Klasse angeben kann, 
welche irgend gestellte Forderungen erfüllt. Man muTs also nachsehen, 
welche Forderungen mit der Natur einer rationalen Function B(x, y) 
verträglich sind, sofern zwischen x und */ eine algebraische Gleichung 
G[x, j/) = besteht. 

Wir wollen zur Erläuterung zeigen, dafs eine rationale Function 
e = R(x,y), die nur an einer Stelle und dort von der ersten Ord- 
nung unendlich wird, im Allgemeinen nicht esistireu kann, dafs viel- 
mehr solche Functionen nur möglich sind, wenn die Gleichung 

0(«, !/)-0 
eine besondere Beschaffenheit aufweist. 

Angenommen, dafs es eine solche Function e = ll(x, y) gibt, so 
kann sie jeden Werth z nur einmal annehmen. Zwischen e und x be- 
steht dann eine Gleichung ersten Grades, und x und y lassen sich als 
rationale Functionen von s allein darstellen, lati^n,, eine reguläre 
Stelle, der ein Werth y = b^ zugehört, so kann man jetzt x und y 
durch recurrente Reihen 

X = a„ -\- OiB + öjä' + - ■ - 

y ^ iifl + J,Ä -f- iij«' -J- ■ ■ - 

ausdrücken. £s esistiren demnach Relationen: 

«oQh-.- + «,a»fr-i + ■ ■ ■ + apa,+.^ = (» = 0, 1,2..) 
ß,b^M + ^i6".+/-i + ■ • ■ + ^,6,^^-,- {f. - 0, l, 2 . .) . 
Substituirt man die Reihen für x und y in die Potenzreihe 



y — ^o = (« — oq) ■ '15(^ - 



^.) = (^ 



-a,).^^c,ix 



hf, 



welche die Umgebung der Stelle {«n,6o) darstellt, und vergleicht die 
Coefflcienten gleich hoher Potenzen von e, so ergeben sich wegen 
der Relationen in den Grofsen a und b zwischen den von den Coef- 
flcienten der Function G(x, y) abhängigen Constanten cj und somit 
zwischen den Constanten von Gix, y) besondere Beziehungen. 

Soll also eine rationale Function R(x, y) ersten Grades existiren, 
so mufs die Gleichung (?(a:, y) =^ eine specielle Natur besitzen und 
um diese allgemeine Einsicht war es uns hier zu thun. 
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Man erkennt nun die Berechtigung und Wichtigkeit der folgenden 
■age: Welches ist die geringste Anzahl von Stellen (a, 6), welcbe 
für eine rationale Function Jl{x, y) Unendlichkeita stellen erster Ord- 
nung sein milaaen, oder welches ist der geringste Grad einer ratio- 
nalen Function? Existirt keine rationale Function J£(x, y) mit ^ ein- 
fachen Unendlichkeitsstellen, gibt es aber rationale Functionen mit 
^ -4- 1 beliebigen Uneudlichkeitsstellen, so heifat die offenbar eudit che 
^^ Zahl p der Bang oder das Geschlecht des algebraischen Gebildes. — 
^^L Wählt man zwei rationale Functionen g und ij yom (p -f* 1)"" 

^^■mid (p -|~ ■^)"'' Grade, deren Unendlichkeitsstellen alle iu eine einzige 
^H- (:e^, ?(i) zusammenfallen, und leitet man die zwischen £ und ti be- 
stehende Gleichung r(S, ij) i= ab, die in i; von dem (p -f- 1)"", in 
I von dem (p + 2)"" Grade sein wird, ao besagen die in der Um- 
gebung von (^u, y^ giltigen Entwicklungen für | und ij: 

e - «. ;fFr + ». ;V +■•■ + «. T + li.W 
1 - '. :;^ + ». :;^ + • ■ ■ + »^. I + % W , 

dafs das neue algebraische Gebilde i^(|, i;) = in der Umgebung der 
Stelle {I t= oo, jj = ex) nur durch ein Functioneupaar dargestellt wird, 
indem einem Werthe von % wirklieh (p -|- 1) verschiedene Werthe ii 
entsprechen, wie es die Gleichung verlangt; es ist ja 

, _ !p (llTT) . 

\ Die Gleichuug r(6, ti)=0 ist gleichzeitig mit G{x, ff)«=0 irreductibel, 

und IW, n) ist nicht die Potenz einer irreductiblen Function von S 

undi], gehört zu derselben Klasse und hat offenbar denselben Rang p. 

Diese Gleichung r(|, >)) ^ werden wir bei dem Beweise zu be- 

I nutzen haben, dafa die durch eine irreductible Gleichung G(j;, y) = 

[ definirte GrÖfse y eine monogene analytische Functiou ist. 

§ 41. Beweis für die Uonogenltät dar algebraischen Function. 
Bisher ist nur nachgewiesen, dafs die einer irreductibeln alge- 
( braischen Gleichung 

Gf^x, y) = Ux)r + U W!/-^' + ■ ■ ■ + fJx) = 
L entatammende GrÖfse y in der Umgebung jeder Stelle x ^ a, y ^^ b 
ftdorch ein oder mehrere Functiouenpaare 

»-«-«,('), y-i-^Ät) 

} dargestellt werden kann, ob aber alle Punctionenpaare aus einander 
I abzuleiten sind und ein Functioneupaar als die Quelle aller anderen 
1 betrachten ist, das muTs erst untersucht werden. 
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Früher Labeii wir nur von deii aus einem Elemente 
y-b^lHj: - a) 
abgeleiteten Fortsetzuugen gesprochen. Jetzt wollen wir den Begrifl' 
der Fortsetzung eutäprecliend der Darstellungsart zweier üurclt eine 
Gleichung G(x, y)'=^ zusammenhängenden GrÖfseu durch Potenzreihen 
neuer Variabein t erweitem. 

Ist von vornherein ein Functiouenpaar 

gegeben, nach welchem einem l des gemeinsamen Convurgenzbereiches 
der Reihen 'li, uud ')•, eiu Werthepaar z, y zugehört, und rerachiede- 
ueu Stellen t verschiedene Werthesysteme {x, y), uud endlich einem 
Werthepaare {,x,y) eiue ötelle t entspricht, und nennt man die Ge- 
aammtheit der dem Functionen paare entstammenden Werthesysteme 
(x, y) im Gebiete der Gröfsen x und y ein Element eines analytischen 
GehiUies , so kann mau aus diesem unendlich viele Elemente ableiten. 
Setzt mau 

t=%{T), 

WO %[0) eine Stelle t^ in dem genannten Bereiche der ( ist uud z ein- 
deutig durch t auszudrücken ist, so dal's ^{t) ein Glied erster Dimen- 
sion besitzt, so erhält mau ein neues Element, das an unendlich vielen 
Stellen der Umgebung von /,, mit dem ersten übereinstimmt. Die 
Elemente heissun daher coitwiiUrend. Dort, wo die Elemente nicht 
übereinstimmen, ist das eine die Fortsetzung des zweiten. 
Zwei Functionen paure der oben genannten Art: 

x-a ='-^,(0, y-h =';i,(0 

x~a=%\\{T). y-b-==%{T) 
gehören demselben Gebilde an, wenn sie coincidireu, d. h. wenn ais 
in der Umgebung einer Stelle («, ß) ihres Gl Itigkeitsbere iches überein- 
stimmen. Dazu ist uothwendig, dafa i'Ür ein t =^ t„ und t = Tg 
x = a, y = ß und 

t-l, = {r-x,)X^iz~r,) 

wird, wo ^(^0 — t,,) von Null verschieden ist, denn dann sind die 
Elemente aus einander abzuleiten uud die aus je einem Functionen- 
paare entspringenden Elemente 

y — Ä = ^(.T-o) und y — b'=^'{x — a) 
sind Fortsetzungen früheren Sinnes. 

Die mittelbar zusammenhängenden Functionen paare oder Elemente ] 
eines analytischen Gebildes brauchen wir wohl nicht besonders zu c 
klären. — 

Jetzt ist es leicht, den Zusammenhang zweier Elemente 
y-^-liiCa:-«!). ff — ti = $,(a;-o,), 



über dea Umfang des Begriffes der analytische n Function. 



■231 



die aus einer irreductiblen algebraischen Gleichung G(x,tt) entDommen 
sind, zu beweisen. 

Zu diesem Zwecke gehe man von dem durch die (ileichung G{y,x) 
>~ deänirteu algebraischen Gebilde zu dem oben besprochenen über, 
dessen Gleichung Ff»;, 1)^0 ist. Sind dann die den Stellen des 
ersten Gebildes («, , 6,), (a,, &j) entsprechenden Stellen des zweiten 
("v ßi)} ("jrßj}' ^° kann man vou «, und a, aus >auf zwei über 
keine singulare Stelle | führenden Wegen nach den in der Umgebung 
der Stelle |^:» gelegenen Stellen «,',«./ gelangen, wobei j? = jS[,|Ji 
die Wertbe ß,', ß^' erhalten mögen. Unter der Umgebung von 5^0 
ist hier diejenige verstanden, welche aufser J^oo keine weitere sin- 
gulare Stelle enthält. Da nun die Umgebung der unendlich fernen 
Stelle (I, »)) = (oo, dc) durch das Functioneiipaar 



--.»+"J!,(.), 



-_if*>Hi,(i) 



vollständig dargestellt wird, gibt es einen daselbst von «/ nach a^' 
führenden Weg, auf welchem ß{ in ß^' übergeht, denn das unendlich 
ferne Element coincidirt mit denen um die Stelle (et,', ß^') und («/, ^j') 
und darum sind die Elemente 

V - ß: = 'v,(^ - <) u»d n-ß-:^%'{^- «./) 

znsammenhängeud oder aus einander ableitbar. 

Wenn endlich ^ von ff, über «,' nach cc^' uud nach «j geht, ge- 
langt man mit ßy nach ß^ und entsprechend mit b, nach 6^. 

Damit ist nun die Monogenität der durch eine irreductible alge- 
braische Gleichung G(ä, ?/) = U definirten Grölse y erwiesen; sie ist 
eine mouogeue analytische Function und heifst algebraische i'MMcdon. 

Unser algebraisches Gebilde wird durch eine endliche Anzahl von 
Functionenpaaren dargestellt, denn es gibt nur eine endliche Anzahl 
von Unendlich keitsste 11 en für die algebraische Function und nur eine 
endliche Anzahl von Discriminantenlösuugen . nnd in der Umgebung 
mehrfacher Punkte genügt zur Darstellung ebenfalls eine endliche An- 
Kahl von Functionenpaaren. 

Wenn umgekehrt eine mit einer unabhängigen Variabein x im 
Znsammenbange stehende monogene analytische Function y den Bedin- 
gungen genügt: 

1 ) y nimmt für jeden Werth von a = « mit Ausnahme einer end- 
lichen Anzahl von Stellen x^ u m verschiedene Werthe an, 

2) uud zwar lassen sich in der Umgebung der Stellen o die zu- 
gehörigen Werthe von y aus »i nach positiven ganzen Potenzen 
von {x — <£\ fortschreitenden convergeuten Reihen berechnen, 

3) indefs die den Stellen a; aus der Reihe der singularen Stellen a 
entsprechenden m ^-Werthe durch eine endliche Anzahl cou- 
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Tei^enter Reihen darzustellen sind, welche nach ganzen odi 

gebrocheuen Potenzen von {x — a) fortschreiten und 
endliche Anzahl nef^atlver Potenzen enthalten, 
dann ist y die Losung einer irreduetibeln algebraischen Gleichai 
,jjion Gradea, deren Coefficienten rationale Functionen von x sind. 

Offenbar genügt y als »i-werthige analytische Function einer Gh 
chang wi'^° Grades, deren Coefficienten eindeutige analytische Funi 
tionen sind. Doch können diese nur rationale Functionen sein, inden 
die Potenzsuninien der zu einem Werthe x gehörigen j^-Werthe ein-' 
deutige Functionen ohne wesentlich singulare Stellen werden, 

Non verlassen wir das durch eine Gleichung definirte algebraische 
Gebilde und verzichten auf die Oonstruction der rationalen Functionen 
mit vorgegebenen Unendlichkeitsstellen und auf die Ermittlung der 
Abhängigkeit des Ranges eines Gebildes von der Beschaffenheit des- 
selben, weil uns der blolse Begriff der algebraischen Gleichungen ver 
schiedeneu Ranges späterhin genügen wird. 

§ i2. Systeme algebraiecher Gleichungen. 
Das analTtische Qebllde in"" Stufo im Q-ebiete von (m -\- n) GröfBen., 

Es sollen die voranstehenden Untersuchungen auf ein System 
algebraischer 'lleichungeu mit n -\- m variablen Gröl'sen Übertrag 
werden. Bezeichnen wir die unabhängigen Variabeln mit x„+i, x» 
...Xn+m, die abhängigen mit a;,, Xj,...x^ und die in den letzte) 
ganzen rationalen Functionen, die gleich Null gesetzt sein sollen, i 

G.[Xi ,x^, ... x„, x„+i ,... x^„,) , 
in welchen die Coefficieuten analytische Functionen von x„+,, 3:»+! 
...x^n niit einem gemeinsamen Stetigkeitsbereiche sind, so mög 
vorausgesetzt werden, dafs durch Elimination von je {» — 1) dl 
Grßfsen x^, x, , . . .ar, n algebraische Gleichungen 
g,{x„ x„+t, r„4-i,, . . . x„+„.) = 
hervorgehen, aber niemals eine Gleichung in den m Variabelu j:,^ 
(ft ^ 1, y, . . , m) allein resultirt, denn dann liefse sich das gegeben! 
Gleichungssystem auf eiu anderes redueireu, welches eine Variable 
weniger hat, indem etwa 3:«+,, als eine von den übrigen (m — 1) Va- 
riftbeln abhängige Gröfse anzusehen wäre. 

Die genannte Elimiuation von {h — 1) Variabein z. B. 2-, .. . .x„-y, 
besteht nicht etwa in der successiven Bildung der (n — 1) Resultauten 
■Bl^'C^ji ^3' ■■ ■■*^'-l->n)> ^ö"" Bildung der (« ~ 2) Resultanten 'R'^^x^, 
...Xn+a) der Gleichungen Ü'" i= usw., endlich in der Bildung der 
Resultante zweier Gleichungen 

Bi"-'Ha;,-i, J,....y:,+„) = 0., Bf'-''(-c— u a"-. • ■ 
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Bondem man mufa vielmehr die (» — 1) Variabeln gleichzeitig eliminiieu, 
indem man eine der Gleichungen G,^0, deren Ordnung in Xt,...x^ 
if sei, mit einer ganzen Function Fr von x,,...j:„ multiplicirt, dann 
ia dem Producte G» Fy mit Hilfe der übrigen Gleichungen G,- = die 
durch xji, . . ■^*17' theilbaren Glieder fortschafft und über die wiUiftr- 
lichen Couatanten von F, so verfügt, dafs G. Fy blos Glieder in der 
n'™ Variabein jr, behalt. Ea resultirt dann g^ix,, x^\. . .x^.^). (Ver- 
gleiche Serret Algebra Bd. 1, Cap. 4.) Die Werthesysteme (a;,,. , .a.-,), 
welche den Gleichungen G> ^ genügen, befriedigen auch die Glei- 
chungen ^, = 0, weil man offenbar 5, die Form geben kaun^Gfr,. — 

Nun kannte man jede einzelne Gleichung g^^^O fQr sich behan- 
deln, doch wenn man dann in der Umgebung einer Stelle 

x^,, ^ n„^„ (fi = ] , 2, . . . ni) , 
welclier die m, Werthe 

j', = «'Ji , a'^' , . . . «{,'"»' 
zugehören mögen, die Darstellungen finden kann: 

av_ flO<vi = ^w (a:.^,, 3;^,, . . . x„^ | {a^^)) {fi^= \ ,2, . . .m.), 
wo *ßlr,I kein constautes Glied enthält, so mufa man untersuchen, ob 
n dieser 2V" = ^^ iity Potenzreihen "^-JT, einen gemeinsamen Convergenz- 

bereich besitzen, derart dafs irgend einer Stelle desselben Werthesysteme 
für X,, x^, . . . x^ zugehören, welche gleichzeitig die k Gleichungen 
g, =. (> erfüllen. Denn bei der Frage, ob ein Gleichungssystem rt 
analytische Functionen definirt, bat man in dem 2tn fach ausgedehnten 
Werthegebiete der Gröfsen x^j^f, Stellen ausfindig zu machen, in deren 
Umgebung n convergente Potenzreihen für a;,, x^,...x„ esistiren, 
welche das Gleichungasystem identisch befriedigen. 

Die Entscheidung hierüber könnte man dadurch herbeiführen, dafs 
man nachsieht, ob in der Umgebung einer Stelle (ß,+i, dn+j, . . . «„4,,} 
des gemeinsamen Stetigkeitsbereicbes der Uoefficienten der Gleichungen 
g,^0 ein Bereich existirt, an dessen Stellen keine der Discriminanten 

D,(a;«+i,,f,+a,...x„+,„) 
verschwindet und keine der Grölsen x, unendlich wird. 

Andrerseits steht uns der Weg von den Gleichungen g^ = zu 
einem oder mehreren denselben äquivalenten sogenannten Normal- 
gleichungssystemen der Form 

M(y, x^+i , Xn+i, - - . Xh+m) = ^1 
^^_ ii.(H_^^^:^.^^) ^^_ j_ 2,...«) 
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offen, wo H eine irreductible ganze rationale Function der von den 
n (rröfsen ov linear abhängigen Gröfse y und i7, ganze rationale 
Functionen von y bedeuten. An diese Systeme hat man wieder die 
Frage zu knüpfen , ob aus denselben Systeme gleichzeitig conveigenter 
Potenzreihen fQr y, o;,^ x«^, . . . o:« hervorgehen. 

Endlich kann man die gegebenen Gleichungen G, »b direct so 
behandeln, wie die eine Gleichung 0{yj a;)<»0. Wir wählen den 
letzten Weg, da wir noch Gelegenheit haben werden, Normalgleichungs- 
systeme bilden und untersuchen zu können. 

Es sei (a,, o^, . . -0«»+«) eine endliche Stell^ welche den n Gleichungen 

6^(a:,, «,,... avh«) = (v = 1, 2, . . . n) 
genügt, und man setze 

dann erhalten die Gleichungen die bekannte Form: 



^^^ iSi« Ss« • * • I»-Hn)»,a ^^^ Glieder l^^ Dimension aus der Grleichong: 

ö»vO| + $ti «5 + Sj. • • • «•+• + 5-M.) = 
umfkfst. 

Wenn dann in der Matrix 



eine der Determinanten »^ Ordnung, z. B. 

4 4 4 l^\ l^\ 



-T%.1 « ^4«^ , . . . -."1, , « 



(m - m 

TCODL NttU Tersckie^kii i$i« ia^s^s^^ ;sicii m der Groisen $ und xwar (|, 

I« I« in der Umgebong d«r Stelle ^^^ nach Poloiiraken der m 

ül«ü::^n VanaWln ohne konstantes Glied entwiek«tai: 

M«a fcftBB aimlkii <üi« Folg« tvb SbeUea ($,.!;,...$.> oder (i,) 
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Imit einer solcben Greuzstelle (5.) angebeu derart, dai's die Grenzwerthe 
Si't 6j\ ■ . - S» durch Potenzreihen in den Variabein |,+i , ^„+3, ■ ■ . 1,,+n. 
anszudrücken sind, und die j^egebeuen üleichungen erfQllen. Bildet 
man die Beziehungen 
wo f, keine Glieder erster Dimension in den Gröftien |,, i^i,... £« 
allein enthält, setzt rechts für ^,, ^],...Sh Null und löst die entste- 
henden Gleichungen nach den links stehenden (Jubekauuteu — was 
angeht, da die Determinante nicht verschwindet — , so findet man 
, etwa 

c -- tu) t tili e ^_ un 

6| — tli I ii — «j j • ■ ■ Dl b„ • 

Die Substitution dieser Werthe in die Anadröcke f, gibt neue Glei- 
chnngen mit den Lösungen 

So fortfahrend gelangt man zu tirenzWerthen 

s, = «,'. g, = s;,...£„ = 5:, 

welche den vorgegebenen Gleichungen geniigen und als Potenzreihen 
nach den Variabein £,+i, ^„4.^1 . . . 1»+». auszudrücken sind, indem bei 
der Zusammensetzung nur Additionen und Multiplicationen zu volt- 
ziehen sind und die Suramen ganzer rationaler Functionen in Potenz- 
reihen umgeformt werden können, wenn die Summen gleiehmäsaig 
convei^ren. 

Den Convergenzbeweis führen wir praktischer gleich in dem Falle, 
wo wir die n-\- m Gröfaen £ durch Potenzreihen nach m neuen Va- 
riabelu <, , t,, .. .l„ darstellen, wie das bei dem algebraischen Gebilde 
G (y, 3;) = geschah. 

Verbindet mau mit den n gegebenen Gleichungen 



{t/= l,i 
weitere vi Gleichungen, welche wi 1 
in Zusammenhang bringen: 

(C-1,2: 
wo die Constanten A^^/i^t+u' 
minante (n -|~ wi)""" Ordnung 



B Variable (^ mit den Gröfsen | 



+ A.+,,.+., 1.+ ,. — <, 
1,2,... ,„), 
I gewählt sein mögen, dals die Deter- 
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nicht verschwindet, und bestimmt aus den (n-f-^) Gleichungen durch 
das frühere Verfahren denselben genügende Grenzwerthe £, , Si > • • • £»+«• 
als Potenzreihen der Grofsen t^, ^29 - • • ^9 

so besitzen diese einen gemeinsamen Convergenzbereich um die Stelle (0). 
Zum Conyergenzbeweise ersetze man in den Lösungen der (n-f-m) 
Gleichungen 

it = a^i^i + 04,^ H h O«« ^ + *2(5ii 52> • • • 5«+m) 

S«+«i «= Oit+m,!^! +Ö»-Hh«^ + • • • + ÖJii+ii,m^ + ^«+m(5i> ^21 • • •€»+«)» 

WO die Ausdrücke ifx keine Constanten und keine Glieder erster Di- 
mension enthalten, auf dafs in ihrer Darstellung durch eine {n + my 
fache in einem Bereiche |£a| <i2 convergente Summe: 

m 

Vi ^2 sein mufs, die Coefficienten ai,/« durch eine solche posiÜTe 
i 
Grolse y, dafs der absolute Betrag: 

ist Ist dann fär jedes (A) und ein r < iZ 

t '«»*»»••• ••-(-•i ' ~ — 
so werden die Ooefficienten der Reihe für 

^U[7Z^)^^'^^ — ~' ' 

nicht kleiner als die absoluten Beträge der CoefGcienteo gleichnamiger 
Glieder jeder Reihe ti, and umso weniger kleiner als die der Reihe 

9 fg + g S. + t«+--<-{>f ,| 




= 1 



1_»L± 



r 



Sollten nun aus den (» + «•) Gleichungen: 

U=r(ßt+*^+'- + *'^ + ^jii^ r ) 

(i=l, 2,...i» + «») 

(n + m) conretgente Pötenireihen fär die Gröisen |i herrOTgehen. so 
können wir sicher sein, dals auch die gegebenen Gkichonsren durch 
gleichieitig eouTergente Potenxwiheii identisch m eifiUkn «nd. 
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Die Reihen, die aber den letzten (u-j-m) Gleichungen genügen, 
K%erden offenbar gleich. Setzt man daher 

<, + ^ + ■■■ + '-.. = (, i, + k + ---+ 1.+™ = I. 

I dafa ii= —TT- wird, so reducirt sich das letzte System auf die 
Lmnzige Gleichung 

g ^ („ + m) y ( + (n + m) i7 Q-J — ^ = 

* "^^ =, ^ r(« + m)yf + r' , r»(n + ml yj 

L ond weil £ in der Umgebung der Stelle f = in eine convergente 
k Föten zreihfl «ntwickelb werden kann, müssen auch die (n -f- w) Po- 
} tenzreihen 

, einen geraeinsamen Convergenzbereich besitzen, was zu zeigen war. — 
Indem die GrÖfsen t,, als lineare Functioueu der Gröfsen ^i ein- 
(^Ührt waren, entspricht nicht allein jedem Werthesjsteme aus dem 
gemeinsamen Convergenzbereiclie der gefundenen Reihen eine bestimmte 
Steile (xi), sondern es gehört auch zu jedem dieser Werthesyateme 
SB, , Xj, , , . x^„ eine bestimmte Stelle ((). Ist (a,, a,, . , , «„,) eine 
Stelle des gemeinsamen Giltigkeitsbereichoa der Reihen ißj(i,, ij, ,..(„), 
welcher die Stelle (o/, a^', . . . ii-i,+m) entspricht, so esistiren auch 
(« -[- m) convergeiite Heihen 

XI - ai = m(ii,t2. ■ ■ ■ ^1(«)) (A = l, 2, . . . n + m), 
und wenn m der neuen Reihen "^'x die Bedingung erfüllen, dafs eine 
der Determinanten m>" Ordnung aus der Matrix 






(") 



z. B, die aus den letzten m Verticalreihen gebildete nicht verschwindet, 
so kann man die m Gröfsen t^ — «^ durch Potenzreihen in den m 
Gröfsen 5',+^ -= «,+^ — a'^^ (f* ^ 1 , 2, . . . m) darstellen und die 
Substitution dieser Reihen in die » übrigen gibt » gleichzeitig conver- 
gente Potenzreihen: 

Wir wissen bereits, dafs im Falle einer Gleicbnng 
G(a:,,a:„...a;,^+,) — 0, 
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aus welcher für x^ eine Potenzreihe 

entstammt sein mag, alle in einer gewissen Umgebung der Stelle 
(^n ^2 1 • • • Afi-Hn) liegenden Stellen , welche dem durch die Gleichung 
definirten Gebilde angehören , aus der Potenzreihe hervorgehen. Dieser 
Satz gilt auch 9 wenn n Gleichungen mit n -{• m Variabeln gegeben 
sind und an einer Stelle (a) n Potenzreihen 

existiren, welche diesen Gleichungen genügen. 
Weil dann die Determinante 

-^11 y '"12 > • • • -^I.n I 
I ? > 22 » • • • ''^ 2 , n I 



von Null verschieden sein mufs, gibt es gewifs eine Grofse Ä\^^y 
welche nicht verschwindet^ z.B. ^,,. Entwickelt man dann zunächst 
aus der Gleichung: 

S, als eine Potenzreihe in den Variabeln $3 ^ £3 > • • • ^n+m 

und substituirt dieselbe in die übrigen n — 1 Gleichungen, so entsteht 
ein System: 

^22^2 -|- . . . -(- A2^n'^m ^n-\-m + 3^2 (^i» • • • 2n+m) = 



^32^2 + • • • + -^3,11+111 Sn+wi + 3^3 (£-2, • • • S«+m) = 



(«) 



-^i,2 ^2 "f" • • • + ^n,n+mSn+m + Z« (^2 > * ' ' Sn+w') = ^f 

welches dieselbe Behandlung zulälst wie das gegebene, wenn nur eine 
Determinante (n — 1)*«*^ Ordnung mit der Matrix 



Ai« . • . A.9 



2^n-\-m 



von Null verschieden ist. Bemerkt man, dafe die Elemente der aus 
den ersten (n — 1) Verticalreihen gebildeten Determinante gefunden 
werden, indem man den Ausdruck 

in den Gleichungen 






über den Üml'ang des Begriffet 



der an aljti sehen Function. 



,S„ 



(■._a,3, ...») 

aubstituirt und die Coefficienteu von £.,, 63,...£,_j_™ sucht, wobei die 
Glieder höherer als der ereteti Dimension uicbt in Betracht komnieii, 
so ist klar, dafs die iu Rede stehende Determinaute in den A' auch 
nicht verschwinden kann. 

Dann aber gibt ea (h— 1) Potenzreiben: 

i. - *; (U„ S.+., . . . i.+,.) (.' -2,3,... n), 
und wenn aus diesen alle möglichen Wertheayateme einer Umgebung 
der Stelle (0) zu entnehmen sind, welche den Gleichungen (a) ge- 
nügen, 80 werden alle den ursprUnglicben Gleichungen genügenden 
Werthesysterae einer gewissen Umgebung der Stelle (|)^(0) zu finden 

aein, wenn man den hier genannten Stellen (£,, S^, l,^^) denjenigen 

Werth £| zuordnet, welcher nach Substitution der (n — 1) Reihen ^i 
für I, aus der Reihe '|i, (|.^, £;,,.. .5«+,,) hervorgeht. 

So ist durch den Schlufs von (n — 1) auf n bewiesen, dafs die 
den gegebenen Gleichungen genügenden Stellen der Umgebung einer 
ersten Stelle (a) alle aus den Potenzreiheu '^i (t,,t^,... t,„) gelunden 
■werden. — 

Angenommen, dafs in der Umgebung einer zweiten Stelle (Ix) des 
durch die Gleichungen G^ =^ definirten Gebildes ein System neuer 
Reiben : 

das Gebilde darstellt, und innerhalb des gemeinsamen Gonvergenzbe- 
reiches dieser Reihen ein Bereich um eine St«lle (r<<") existirt, welchem 
nur Wertheayateme einer Umgebung der Stelle 

x, ^ c, , a-, = c.^ , . . , a:^,„ = C,+m 
zogehöreu, die auch aus den Reiben 

iCA-Oi = qüa((,, /,,.../„.) 
entspringen, wenn f, , tj, . . . C auf eine gewisse Umgebung einer 
Stelle ({'*>)) beschrankt wird, dann coincidiren die durch die beiden 
Systeme von Potenzreihen definirten Systeme von Stellen, Indem man 
ein solches System von Stelleu ein Element des durch die Gleichungen 
Gr, = bestimmten Gebildes nennt, kann man sagen: die zwei Kie- 
mente coincidiren in der Umgebung der Stelle (a). 

Weil die Gröfsen f/. lineare Functionen von Xi — ßj waren: 



-^/'^'■' 



{XI - <lx) (ft = 



.1,2, 



..), 



die identisch in 



-„.z On — ax + {x, — lu]) 
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umzuformen sind, so lehrt die Substitution der Reihen für xx — bi, 
dafs tf^ in Potenzreihen nach den Gröfsen r^ entwickelt werden 
können; und da den Stellen (t^^^) und (t<^)) gleichzeitig die Stelle (ci) 
zugeordnet war^ haben diese Reihen die Form 

^^-^{?) = ^^(r,,rj,...T^|(T(o))), 
wo )ff^ kein constantes Glied enthält. — Die Ausdrücke 

werden mit Hilfe dieser Reihen in bi -{- ^l(r^y r^, , , . t^) übergehen. 

Da die Gröfsen r^ lineare Functionen von Xi — bi sind, existiren 
auch m Potenzreihen 

die durch Umkehrung der früheren Reihen 

zu gewinnen sein müssen, weil zu einem Werthesysteme der t nur ein 
bestimmtes System der r gehören kann und umgekehrt. Dazu mufs 
nothwendig die Determinante 



*^1,0,...0 . • • eo,0, ...0,1 

von Null verschieden sein. 

Wenn darnach zwei Elemente eines durch n Gleichungen 6ry=0 
definirten Gebildes in der Umgebung einer Stelle (ci) coincidireu und 
die Werthe Ci für tf^=^afi und r^=/J^ aus den Elementen entspringen, 
dann gibt es m Potenzreihen 

tfi — ^,i = )>iu(^l' ^2> • • • ^m\{ßti))y 

welche das erste Element in das zweite überführen, und das zweite 
ist umgekehrt durch die aus diesen Reihen hervorgehenden Reihen 

in das erste zu trausformiren. 

Damit ist klar, wie man ein Element: 

xi — ax = $i(^i, t2y...tn) (f*= 1, 2,...m) 

fortzusetzen hat. Man greife aus dem gemeinsamen Convergenzbe- 
reiche der Reihen ^i eine Stelle (a^) heraus, setze dann anstatt tu 
Uft, + {tfi — a^) und ordne die Reihen nach Potenzen von tf^ — Uf^, 
führe statt ^^ — «^ m convergente Potenzreihen 
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) constautes Glied ein, so eatetehen die Reihen 

xi — ci~!ßi(r,, Tj, ...T„|{j3^)). 
Setzt man schliefslich t^ — ß,, =.u^, so folgt die frühere Form 

I und diese» Element coincidirt mit dem ersten in der Umgebung von 
I (ci). Die somit anstatt t,, eingeführten Reihen 

(^ = «^ + P^(«i.Mi,...m™) 

L haben aber notbweudig die Eigeuthümlicbkeit, dafs die Detenuinante 

da, ' »u, ' t 



3p-, 3p« 

rva der Stelle u, = «, ^ ■ ■ ■ = m„ = nicht verschwindet. — 

Stellt niaD unabhängig von den ursprünglichen Gleicbuagen 6,=0 
i. als Defiiiitioii eines monogeneu analytischen Gebildes die Gesammtheit 
pder doich ein Element: 

aji _ Oi = f|!i((,, (a, . . . U (l=l,2,...n + m) 

und seiner Furtfletzungen gegebenen Werthesyateme auf, so hat man 
zu zeigen, dals dieses Gebilde das durch die n Gleichungen definirto 
I omfafst. Nun wissen wir bereits, dals überall, wo eine der Determi- 
l nanten aus der Matrix 

^ Jt 

fix. ' ■ ' ■ i>x. 



30n 



HG, 



I nicht verschwindet, n der Gröfsen z durch Potenzreihen in den übrigen 
[ m Variabein and alle Gröfsen x durch Poteuzreihen in m neuen Va- 
L nabeln darstellbar sind. Die Fortsetzungen dieser « Reihen sind aber 

auch Fortsetzungen des Elemente», das nach der Anzahl der unabhäu- 
I gigen Variabein t eines vi'"" Stufe in äetn 2{n -{- m)[ach ausgedehnten 

Gebiete der (n + m) Gröfsen Wi genannt wird. 
In der That: wenn die n Reihen 



nnd das Element 
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in einem Bereiche nm die Stelle (a) dieselben Werthesysteme (rc) lie- 
fern , so werden die aus der Fortsetzung: 

abzuleitenden Potenzreihen 

Fortsetzungen der ersten n Reihen sein, denn wenn das erste und 
zweite Element in der Umgebung von {ci) coincidiren, so stimmen 

auch die n Reihen ^^^ und ^^^ für jede Stelle eines gewissen Bereiches 
um die Stelle (c) überein und umgekehrt. 

Das analytische Gebilde tn*^ Stufe in dem Gebiete von m -{- n 
Gröfsen enthält aber mehr Stellen als das durch n primitive Reihen 



x% 



a. 



^]^y(Xn-\-l , . . . Xn-{^\ (a»+A*)) (v = 1 , 2, . . . W) 



definirte System analytischer Functionen, denn das Gebilde besitzt auch 
dort ein Element, wo die Determinante 



dxt ' 



dx. 



dJK 






verschwindet, sofern nur eine andere der Determinanten aus der oben 
genannten Matrix von Null verschieden ist. 

Darum erheben wir das analytische Gebilde über die analytische 
Function des früheren Sinnes und treffen für die analytische Function 
folgende Festsetzung: Zu den Werthen (c«^-^) der unabhängigen Va- 
riabein Xn^iy Xn+2y . • • 3Cn+m gehören bestimmte Werthe c,, c^, . . . c« 
der durch ein System primitiver Elemente 

Xy — ay = ^y{Xn^iy . . . iCn+in|öiH-l; • • * ^n+n^ 

defiuirten analytischen Functionen, wenn in dem Gebiete der (n-f-wt) 
unabhängigen Gröfsen Xx ein Gebilde w***^ Stufe mit einem in der Um- 
gebung der Stelle {cx) giltigen Elemente 

xi—ci = % (m, , W2> • • • **»«) 
existirt, welches in jeder Umgebung der Stelle (0) unendlich viele. 
Werthesysteme {x) mit der Häufungsstelle (ci) definirt, die auch aus 
w simultanen Elementen unseres Functionen Systems hervorgehen. Dar- 
nach gehört z. B. die Stelle (cx)) zu dem Giltigkeitsbereiche von n ana- 
lytischen Functionen, und sie nehmen dort den Werth co an, wenn 
man ein Element der Form: 






'X'^{y^jV.^,...v,n) (^ = l>2,...w+m) 



über 



1 Ümfiing üeB BegriffeB 



tnatylJBchan Fudcüod. 
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I Angeben kann, in dessen Convergenzbe reiche eine Stelle (r'*") der Be- 
schaffenheit liegt, dal's in der Umgebung der zugehörigen Stelle (x'"') 
dieses Element mit den simultanen Fortsetzungen unserer primitiveu 
Beiben ßbereinstimmt. 
So haben wir an der Hund der Aul'galje, die durch algebraische 
Gleichungen definirteu (^röfsen als analytische Functionen der unab- 
hängigen Variabein zu erkennen, den Kunctionsbegriff und den eines 

Systems von Functionen zu dem Begriffe des analytischen Gebildes 

weitert, und wenn dieses durch ein Klement 

xx~ax = %hit, , ij, - . . y (/ — 1 , 2, . . . « + m) 
[definirt ist, so sind die Potenzreiben einzig und allein der BeRchrän- 
Bkung zu unterwerfen, dal's eine der Determinanten aus der Matrix 



dt. 



Bt, 



35J,4^ 



rnicbt identisch verschwindet, denn andernfalls könnte zwischen den 
I GrSIsen xi kein Zusammenhang bestehen. Wäre z. B. die aus den 
r letzten m Verticalreihen gebildete Determinante identisch Null, so 
[ könnte man niemals /,, /,,... t,„ nach Potenzreihen von x^+i, 3^.^31 
. a.",-)-,» entwickeln ; und wenn die Gröfsen t niemals durch Potenz- 
I reihen in »i der Gröl'sen x darzustellen sind, gibt es auch keine Ete- 
^mente der Form: 

Xi - Oi = '4Jl"(a;i"i,a'ä', _ . , a:(".)|(a(^)), 
' wo unter den J^*''* und a^* Gröfsen xi und a^ zu verstehen sind, d. h, 
) bestünde zwischen den Gröl'sen z^ kein Zusammenhang.. 

Diejenigen Stellen, wo alle Determinanten der genannten Art 

Terachwinden, sind die singulären Stellen des Gebildes m"" Stufe. Im 

Falle das Gebilde durch eine algebraische Gleichung G[y, .r} = mit 

, rationalen Coefücienten definirt ist, sind diese singulüren Stellen die* 

I jenigen , wo man zur Darstellung des Gebildes mehrere Elemente oder 

1 Functionenjtaare bedarf. 

Wir kommen in dem letzten Capitel noch einmal auf das durch 

eine ineductible algebraische Gleichung detinirte Gebilde m'" Stufe in 

I dem Gebiete von w* -|- 1 Gröfsen zurück, um auch der hier unberück- 

Bicbtigt gebliebenen Fr^e nach der Monogenität eines solchen Gebildes 

unsere Aufmerksamkeit zuzuwenden. 
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IL Abschnitt. 
Durch Differentialgleichimgen definirte analytische Functionen. 



§ 43. Totale Differentialgleichungen. 

Die eingeführten analytischen Functionen besitzen an allen nicht 
singulären Stellen Differentialquotienten jeder Ordnung nach den unab- 
hängigen Variabein. Wenn aber (ax) eine singulare Stelle ist, in 
deren Umgebung wohl ein Element 

xi — ai= ^i(^, , ^2? • • • ^) (^ = 1 , 2 . . . n + w) 

aufzustellen ist; auf dafs 

existirt; kann man aber aus den letzten m Potenzreihen t^^ t^, ... t,n 
nicht nach Potenzen von {x^^ — ö«+/0 (^ = 1 , 2 . . . w) entwickeln, 
so wird der Differentialquotient 

dx^ dx^ dt^ 

an der Stelle (ai) nicht durch eine Potenzreihe 

darstellbar sein; d. h. der Differentialquotient der analytischen Function 
Xr von Xn^iy Xn^%y ... Xn+m uach Xn^ft wird au der Stelle {ax) nicht 
von regulärem Verhalten sein. 

Soviel steht aber fest, dafs wir die Ableitungen unserer Functio- 
nen als vollständig definirte analytische Functionen in Rechnung zu 
ziehen haben. Wenn die Ableitungen mit der Function gegeben sind, 
kann man fragen, ob eine vorgelegte analytische Function die Ab- 
leitung einer gleichartigen Function sein kann, und allgemeiner mufs 
man untersuchen, ob man n analytische Functionen Xy von m unab- 
hängigen Variabein so bestimmen kann, dafs zwischen den unab- 
hängigen Variabein Xn+fi (^=1, 2 ... m) und den Gröfsen x^ (v = 1, 2 
...n) und einer nach den x,^^ genommenen bestimmten Anzahl von Ab- 
leitungen verschiedener Ordnung derselben eine Reihe von Beziehungen 
besteht, die durch die arithmetischen Operationen mit den in Rede 
stehenden Grofsen dargestellt sind. 

Gibt es Functionen dieser Art, so heifsen sie IntegralfunctUynen, 
Wir nehmen zunächst an, dafs nur eine unabhängige Variable x in 
Betracht komme. Wir nennen die n von x abhängigen Gröfsen 
a;, , ajj, . . . a:„ und setzen fest, dafs zwischen diesen Gröfsen x selbst 



über deD Umfung des BegriSb« der nnalytiacbeu Function. 
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und den ersten titf Äbleitangen von Xi nach x, den m, ersten Ab- 
leitungen von x-2 nncli x, und endlicb zwischen den m, ersten Ab- 
leitungen von x^ nach a; n in den höchsten DiEferentialquotienten 
algebraische Gleichungen bestehen: 



.(.,. 









^'Xy 



deren Cuefficicnten rationale Functionen der Übrigen Gröfsen sind. 
Führen wir an Stelle der ersten (m, — 1) Ableitungen: 



die neuen ürülaen: 

da;'"' dx 
a;i»i, ^E^^l _ -^ , ... jy 

ein und schreiben l'iir x, a^", so erhalten wir: 



„+2'(».-i)-2' 



Differentialgleichungen erster Urdnung: 

da:'"'' 



■ a^», z'*', 



F,(x; 4", 3f*\ . 

du"! 

^•' ~ "iZF = '■'' ^''" ~ "5^ = **'■• ■ ■^►"'* ^^~ "" ^ 

{,-=1.2..,«) 
\ mit Jtf abhängigen GrÖlsen a;^", a«', . . . af-yt (v = 1 , 2 . . w) . 

Dieses System ersetzen wir allgemeiner durch ein anderes gleicher 
Gestalt: 

' i'Vlx; 3:, ,!,,.. 

Wenn die ursprüu glichen Gleichungen nicht alle die höcbateu in dem 
Systeme vorkommenden Difi'erentiulquotieuten enthalten sollten, so sind 
sie nicht unmittelbar auf diese Form au briugen, doch wird man mit 
Hilfe von Differentiationen der gegebenen Gleichungen stets ein System 
unserer Art bilden können. Hierauf hat mau aber zu zeigen , dafs die 
Punttioneu, wekhe diesem Systeme geniigen, auch das erst« erfüllen 
und man wird ausfindig machen müssen, wie sich aus den durch das 
l neue System bestimmten Functionen diejenigen ableiten lassen, weleba 






t^)-o (- 



.,.). 
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den gegebeuen Gleichungen genügen. Diese Aufgaben lassen wir hier 
aufser Acht. — 

Wir setzen voraus ^ dafs man aus den neuen Gleichungen Fir = 
bei der Elimination von n — 1 Differentialquotienten niemals eine Glei- 
chung in X und den Grofsen a:, , X2, - • > Xn allein ableiten könne, 
sondern dafs das System der Eliminationsresultate die Form erhält: 



G^yx] a:, , rcj, . . . iTn , -j^) = , 



denn wenn einmal eine Gleichung Gr{Xy a:, , . . . Xn) = hervorginge, 
so könnte man diese zur Reduction des Gleichungssystems i^, = auf 
ein anderes benützen, in welchem die Anzahl von Differentialgleichungen 
und Variabeln um Eins vermindert ist. 

Das System 0^ = 0, dem offenbar alle Lösungen der Differential- 
gleichungen F^ = genügen, wollen wir durch ein oder mehrere Normal" 
gleichungssysteme der schon oben genannten Art ersetzen. 

Bezeichnet man die Differentialquotienten ^ - mit y, und führt 
eine neue Gröfe Xn+i ein, die durch den Ausdruck 

mit n willkürlichen Constanten definirt sei, so kann man zunächst eine 
algebraische Gleichung ableiten, welcher ajn+i genügt. Ist die Function 
G^{x, x^y x.^^ . , . Xnj yv) in Vv vom w/*'" Grade und sind die Lösungen 
der Gleichung Gy = 

so ist das Product 

über alle Factoren Xn+i — {d^y^f*'^ -j- . . . -j- a^yj^^«^), die bei den ver- 
schiedenen Combinationen der Lösungen y^"*»*^ hervorgehen, eine ganze 
rationale Function von ir,,^.!. Die neue Gröfse x^i genügt der Glei- 
chung 0{x^i) = 0. 

Sind die Gleichungen 2^^ «= und 6?^ = in den Gröfsen Xj x^, 
X2f . > . Xn rational , so werden die Coefficienten der verschiedenen Po- 
tenzen von rPn+i rationale Functionen der Coefficienten der Gleichungen 

Gy = und somit rational in a;, a;,, rPj; • • • ^«^ »u «2> • • • ^» sein. 
Zerlegt man hierauf das Product in seine irreductiblen Factoren: 

'tL\Xn-\-i*i Xf ^/j , ... Xnj ö] » 0>2y ' ' ' ^"/ } 

SO sind deren Nullstellen 

Genügt ein System von Gröfsen yf{v= 1 , 2 . . . n) aus einer Wurzel 
der Gleichung H=0 gleichzeitig den Gleichungen G,. = und jP, = 0, 



über den Unifung lies liegriÜ'ea der luial^tiacbcu 
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so wird wegeu dar vorausgesetzten Irreductibilität der Uloicijuug H=^ (i 
jedes in einer weiteren Lösung 

^vii = «iJ^/' + ".j^/ + ■ ■ ■ + ^y:' 

auftretende System Ton Lösungen der Uleichungen G, = ebenfalls 
die uraprQngliclien ülelchungeu erfüllen, d. h. die Beziehung ß^O, 
welche zwischen n Lösungen ^^'' der Gleichungen F, .= besteht, 
bleibt erhalten, wenn man das System von n Functionen ^<," auf glei- 
chem Wege fortsetzt. 

Damit leuchtet ein, ditls aus der irreductiblen Gleichung H = 
ein System zusammengehöriger Werthe für y, . ffj > ■ ■ ■ ijn entapriugt, 
und jedenfalls lassen »ich die Losungen der Gleichungen G, =^0 in 
Gruppen ordnen, denen je ein irreductibler Factor entspricht. 

Setzt man 



und bildet 

8»; ~Z :«, . 



("i!/,"' + a^.!/\P H h «,!/"')) ' 



und sind die willtürlichen Constauten a, so gewählt, dafs - 
keine der Wurzeln a^'i, verschwindet, so wird 



i Constauten 
verschwindet, 

- Jl 



d. h. jeder Lösung der Gleichung ä'(a;,i^j) = 
System : 



entspricht ein Werthe- 



und darum sind die gegebeneu Gleichungen G, = 
Gleich ungssysteme der Form 



durch cheiiaoviele 



ersetzen, als irreductible Fnctoreu in dem ursprönglichem Producta 
((c) enthatteu sind. 
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Die willkürlichen Constanten a sind hier wieder verschwanden, 
weil wir ihnen solche bestimmte Werthe beigelegt dachten ; dafs die 
Discriminante von H nicht identisch verschwindet. 

Die genannte canonische Form eines Systems von n Differential- 
gleichungen mit n abhängigen und einer unabhängigen Yariabeln läfst 
sich noch dahin modificiren, dafs man die hinzugetretene irreductible 
algebraische Gleichung H = für die Hilfsgrofse x^i durch eine 
(n -|- 1)**' Differentialgleichung ersetzt. Durch Differentiation der Glei- 
chung ^ = nach x folgt: 

dx^ dx "»"^ dx, ' dx H^,{x,x,,..x^,) 

dx '^ dB ^ dB ' 



^^»+1 ^^n^l 



und umgekehrt mufs mit den (n -|- 1) Differentialgleichungen : 

dx^ H, 

(i/= 1, 2,...n+ 1) 



dx dB 



^^n+l 



— — «s oder H = const. 

cx 

sein. Wir werden gleich sehen; dafs wir dieser Constanten den Werth 
Null beizulegen haben. 

Der Vortheil des neuen Systems von Differentialgleichungen gegen- 
über dem canonischen beruht darin, dafs in demselben die Variablen 
Gröfsen x^, x^, ... n;„+i gleichberechtigt erscheinen. 

Indem wir x durch Xf^ bezeichnen und eine weitere Variable t 
durch die Gleichung 

dxp _^^_ ji 

einführen, erhalten wir das System von (n-{-2) Differentialgleichungen: 

d X 

1- = E^{Xq, a;, , . . . Xn^i) (v = 0, 1 , 2 . . . n + 1) , 



dt 

wo die Function bis auf H^i ganze rationale Functionen von Xn^i 
sind, welche die Variable t nicht enthalten. 

Es handelt sich nun um den Beweis, dafs man das canonische 
System identisch erfüllen kann, indem man n;, , Xj, . . . ^n+i ^^ der 
Umgebung einer Stelle x = c durch convergente Potenzreiben dar- 
stellt, die für x =^ c die Werthe c,, Cj, . . . c«+i annehmen, wo Cj, Cj, 
. . . c„ einzig an die Bedingung geknüpft sind, dafs der diesen Werthen 
zufolge der Gleichung U{Xn+i) = zugeordnete Werth Xn^i = Cn+i 

keine vielfache Wurzel ist, da dann l-^ — | verschwände. 
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Bei einer üerartigeu Wahl der willkürlicheu Coustanten ist oßeiibar 
. der früheren Gleicliuug i?=conat. die Constaote gleich Null zu 
I setzen. 

Will man beweisen, dafs das dritte System von Ditl'ereuiial- 
gleiclmugeti formell durch Poleiisreiben nach der Variablen i zu er- 
fllUeii ist, so ordne mau i = solche Anfangswerthe x^, x, ....Xm+\ 
zu, dafs die Functionen H, nicht verschwinden. Andernfalls würden 
alle Gr&Iaen x, Coustanten. 

Die hier genannte Forderung betreffs der Coustanten ist die natör- 
liche Erweiterung der früheren, denn die Anfangswerthe, welche die 
Gleichungen 

if=ü und -^- = 
erfüllen, machen vor Altem die Fnnctionen 

1 Null, und die Functiou: 



^..— (-l?+t4^)' 



3x dx^i ^ _dx, 3», 



scheint wohl unbestimmt zu sein, da ihr Werth die Form — erhält, 
doch sie verschwindet ebenfalls für die Anfangswerthe, weil 



, -^ 3if <i^y , dH 



dx 



\ kt*) 

Nach dieser Ableitung der verschiedeuen Formen eines t^ystems 
I von Differentiaigleichuugeu mit einer unabhängigen Van'abela gehen 
l wir auf die dritte Form ein, setzen aber voraus, dal's in den n Glei- 
I chungen 



^-■f.(-.. 



.«.) (V 



. 1, 2. 



.,.) 



[ Ff ganz allgemein analytische Functionen der n Variabein seien, deren 
[ Stetigkeitsbereich wenigatena tbeilweise z.usammenlällt. 

Bezeichnet (c) eine stelle dieses gemeinsamen Bereiches, »o existirt 



*) ÄUB diesem Umatonde kann 
1 in dem Aufjdntche fiir Ä . , durch 



L überhaupt tbeilbar bei 
■ lationale Fnucticmen b. 



man schlieraeu, üurs der iiugegebene Zähler 

: alB FuuctioD von x , , theilbar ist und 

die Coeffitiuatefl io den Gleichuugen C, = 
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eine UmgebuDg derselben^ in welcher jede der Functionen Fy durch 
eine Potenzreihe 

dargestellt wird. Es soll aber die Stelle {c) nicht gerade eine solche 
sein , wo diese definireuden Elemente der analytischen Functionen alle 
den Werth Null annehmen. 

Bildet man aus den gegebenen Gleichungen die höheren Ab- 
leitungen : 

d^x xn dF dx, "^ dF 

~dt^ jLj 'dx~ ~dt ^^ dx^ ^f ~ ^^" 

dt* ^.dx^ dt ^ dx^ h ^ 

dt» ^i' 
und beachtet; dafs für die analytische Function x^ einer Variabein 
t — sofern ^ = der Werth x^ = c, zugeordnet wird — die formelle 
Entwicklung 

gilt, so erhalten wir in unserem Falle die den Differentialgleichungen 
formell genügenden Reihen: 

oo 

Xy ^"~ C|f ^^ 

x=l 

denen erst eine analytische Bedeutung zuzuschreiben ist, wenn gezeigt 
wird, dals sie unter den für F^ vorausgesetzten Bedingungen einen 
gemeinsamen Convergenzbereich besitzen. 

Mau sieht leicht, dafs die aufgestellten Reihen unsere Differential- 
gleichungen identisch erfüllen, denn wenn man in 

Fy (a;, , x^j ... Xn) = ^v (a?| , ajj . . • a?„ | (c)) = 

die gewonnenen Reihen substituirt^ so entsteht gerade die Reihe: 
FW{c, , cj . . . c.) + J-^Cc, , Cj, . . . c) I + Ff (c„ Cj, . . . c) • 1^ + • • • 

-= (^^") + (2 S^ ^'') • T + 

/ >n d^F^^^ dF^^^ dF^^^ \ /« dx 



CO 

;, - c, =2 i>'w (c, , Cj, . . . c) . ^ (V = 1 , 2 . . . n), 



Über deu Umlang dei liegiitiet 



loaly tillchen FuBction. 
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tDie Coefticienten Fl'> sind aus clea gegebenen Functioueu F, nur 
roh Addition und Multiplication entstauden, ob sie deshalb auch 
dnrcfa convergente Potenzreihen darzustellen sind, mÜBsen wir erst 
untersuchen. 

Convergircn die Ileiben für F,{x,, x,, ... x^) innerhalb des 
durch die Bedingungen: 

|5,|_|x, -c,|<ü 

deGnirten Bereiches und ist die obere Grenze der Werthe |/''f| für alle 
[ Werthesysteme a:,, x^ . . . x^, die aus den Gleichungen 

\i,\ = \x,-c\-,<E 

I hervorgehen, etwa gleich ffr, so ist der absolute Betrag jedes Coeffi' 
Vcieuten der Reihe '^-'r gleich oder kleiner als der entsprechende Coeffi- 
[eient der Reihe für 

(•^)(-?)-0-f)' . 

I Nehmen wir an, dal's die der Ötelle ( = zugeordneten Anfanga- 
l werthe für j;,, x.^, . . . x^ alle Null sind, was durch die linearen Sub- 
lislitntioDen x, — c, ^ lr stets zu erreichen ist, so vergleichen wir die 
tBeihe %{x„ *,,... x„) für F, mit der für 



0-^)('-f)-)('-?) 

teacbten wir, dafs 

( werden die Coefficienteu der für dtni Ausdruck g 

teihe gröl'aer als die der Reihen '^.(a;, , jr^ , . . j 
HIB den neuen Differentialgleichungen 
ü. 



-^^- giltigen 
Wenn deshalb 



ät 



«1 + «■ + ■ 



= 1 , 2 . . . M) 



flu der Umgebung der Stelle i^O; 2;,^a;3 = - ■ ■=Xb = m Fuuctionen- 
, elemente hervorgeheu, die einen gemeinsamen Convergenzbe reich be- 
I sitzen, so wird dos um^^omehr für die frühereu Differentialgleichungen 
Igelten. 

Ist g der gröfste Wertb unter den g, , so wird das System Ton 
Rpiff erential gleicbungen 
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'V 



X— 1 



dt ^1 + ^t H \-^n 

r 
umsomehr zu dem genannteu Schlüsse geeignet sein. Leitet man die 
diesem System genügenden Potenzreihen für x^, X2j . • • ^« &b; in- 
dem man 

^-■.3.6...(2.-3).(|)- ^^^ » .... 

und 

(-^*) = 1.3.5...(2x-3).i7(-J-y 
bildet, so folgt nmal dieselbe Reihe 

doch weil der Quotient der Coefficienten von t" und ^*+^5 nämlich 

iL * + ^ 

gröfser bleibt als - , so convergiren die gefundenen Reihen in dem 
Bereiche, wo 



2g ' 

und dieser Bereich ist darum, weil r von Null verschieden und g 
eine endliche angebbare Grofse ist, nicht kleiner als jeder beliebig 
kleine Bereich. 

Umsomehr müssen nun die früheren Reihen 



oo 



x,^y Fi^){0,0...0)'^ 



« = l 

oder 

OD 
X= 1 

einen gemeinsamen Convergenzbereich besitzen. Wie grofs dieser Be- 
reich ist, ist für unsere Untersuchungen ganz gleich giltig; denn wir 
wissen, dais die simultanen Fortsetzungen der gefundenen Elemente 
in derselben Beziehung zu einander stehen wie die primitiven , d. h. 
den Differentialgleichungen genügen. 

Ist neben n ersten Elementen ein zweites System 



00 



x=l 

gegeben, welches denselben Differentialgleichungen genügt, und läfst 
sich in dem gemeinsamen Convergenzbereiche dieser Reihen eine Stelle 



über dea Omfang des Begriffes der analytiuclien Function 
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r^T«») angeben, in deren Umgebung das neue Functionensystem dieselben 
Werthe gibt wie das erste in der Umgebung einer Stelle ii"* ihres ge- 
meinsamen Convergenzbereiches , so coinctdiren duselbst die beiden 
Systeme von Potenzreihen; sie gehören demselben durch die Diffe- 
rentialgleichungen definirten aualjtisclieu Gebilde erster Stufe in dem 
Gebiete von (»t -|- 1) Gröfsen an. 
Durch diese Untersuchungen ir^t klar geworden, dafs die in Rede 
stehenden Differentialgleichungen wirklich wieder analytische Functioneu 
definiren und man kann ebenso wie bei den durcli algebraische Glei- 
chungen delinirteu GrÖfseii beweisen, dals sie ausschliefslich analytische 
Functioneu bestimmen, d. h. dafs alle Gröfsen ^,, welche die Diffe- 
rentialgleichungen erfüllen, durch Reihen der oben bestimmten Art 
aaszudrilcken sind. 

Um diese Reihen zu finden, kann man sich auch der Methode 
I der unbestimmten Coefficienten bedienen. Man setze für x, — c. Po- 
' tenzreihen nyt unbestimmten Coefficienten 



..~..-2< 



in die gegebenen Differentialgleichungen ein, entwickle die Substitu- 

Üonsresultate nach Potenzen von / und vergleiche die Goeflieienten 
1 gleichnamiger Glieder in t. Bestimmt man die unbestimmten Coeffi- 
I cienten so, dafs die Differentialgleichungen erfüllt sind, so kann man 

auch wieder zeigen, dals sie einen gemeinsamen Convergenzbe reich 

aufweisen . 

§ 44. Partielle Differentialgleicliuiigen. 
Den eben bezeichneten Weg wollen wir einschlagen, wenn ein 
I System von n algebraischen Differentialgleichuugen vorgelegt ist, in 
l welchen die n zu bestimmenden Functionen 



nicht blos von einer sondern von m -{- 1 von einander unabhängigen 
Variabeln 

(„, t,, ... t^ 
^hängen. 

Die in den Differentialgleichungen auftretenden partiellen Ab- 
leitungen 

(v = 1 , 2 . . . n) 

I seien hüchi^tens von den Ordnungen m, {v ^ \ , 2 . . . ii), Bo dafs 
«« + «. + ■■ + «".<"»» 
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ist und wir setzen voraus, dafs die Ableitungen ' höchster Ordnung 
nach einer der Variabein, z. B. 



a*"'«, (f-'xt cT^^ 



'™-. :m-. 



• • • ___ 



ac ' ac ' ac» 

wirklich in den Gleichungen Torkommen und diese nach den genannten 
Ableitungen auch losbar seien. 

Führt man dann wieder eine Hilfsfunction 

ein, so genügt dieselbe einer algebraischen Gleichung 0(Xf^) = und 
wenn Hq(Xq) ein irreductibler Factor von 0{Xq) ist, so kann man die 
gegebenen Differentialgleichungen wieder durch canonische Systeme 
der Form: 

i'o(^o) = 



'ÖXq 



= (v = 1, 2. . .n) 



ersetzen ; worin die Function ^y, ^ ° ganze rationale Functionen der 
Variabein t^, t^, . , . t^ und derjenigen Ableitungen : 



^+ai+--famaj^ 



at^"at^»...ae,> 



= a?y; ob.ai,.. öTot 



sind, in welchen 

«0 + «I H «m < w, , «0 < n^ 

ist. 

Es sollen nun (w + 1) Potenzreihen 



X — ^ dy^i — — - — , , , _ . 

(a)=0 



* - > - Nffo 



<1 (Oo) (t, — Co)" 

(v = 0, 1, 2.. .n) 

80 bestimmt werden ; dafs diese das canonische System von Differential- 
gleichungen befriedigen, d. h. man soll die vorderhand noch unbe- 
stimmt gelassenen Grofsen 

derartig wählen, dafs die Differentialgleichungen durch die Reihen be- 
friedigt werden. 

Entwickelt mau zunächst Hq nach Potenzen von tQ — Cq , t^ — Cj , 



über den t'infang Uea Uogriffea der analjtiaehen Function. 2£ 

,,.t„ — c„, so erliiilt mau das conataiite Glied der SutwickliiDj 
indem mau in IL, 






und jr„ ^ 



setzt. Das so zu beatimmetide Glied — es heifse hg — mufs fllr sich 
verseil winden. 

Entwickelt man Iff, blus nach Potenzen von ((„ — Cq) and will 
mau den Coefticienten von {t^ — c„)*, so mula man in H^ 



' und x„ ■- 



;■«,-)-.., + ■ ■ + ", 
'n ^ C|, Lind .)■, „.,,„== 

' ■ "' a(^'e(^...^c 

im 
setzen; der C'oefficient wird also eine ganze Function von ^\i„: 
In) 

und deren Coefficienten sind wieder ganze Functionen von t,, t^, 
nnd den GrÖfsen 

(0) t» Im,-!) 

^., *(i„ ... '15, (v = l,2 .. . m) 
und Ableitungen dieser. Für 



geht H{%ig) in K über. 

Offenbar hat man nun "^^ so zu bestimmen, dafa auch E{^^) ver- 
schwindet, und '^o eine Foteuzreihe von i, — c, , . . . t„ — c„ wird, 
die ftr i, = e, , fj = c^, ...(„ = c™ den Werth oM^ ^ erhält. Das 
ist aber immer möglich, wenn man die in h„ vorhommendeu Grofsen 
Co, c,, . . . c„ und nj_" ^ ^ 

80 beschränkt, dafa die Gleichung \ <^ eiue endliche und einfache 
Lösung fllj^'p „ zuisrst. Im Übrigen kann man die («i|-j-»t^ + .., + i«,) 
Functionen 

(0) W-» 

%{i,,t,...L\{c)), ...<|.sC/,, t„ ...um {v=\,2 ...n) 

willkürlich wählen. Wenn sie nur einen gemeiuBanieu Convergenz- 
bereich besitzen, dann hat auch die Reihe 

%{i,, ...um) 

einen Corvergenzbereicb. 

Üiflerentürt man die Ausdrücke 



öai St,"-' 
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die wir als Functionen von t^ ansehen, fimal nach t^y so erhält die 
11^* Ableitung die Gestalt: 

wo -HJf*) eine ganze Function von t^^ t^, . . . ^m und denjenigen Ab- 
leitungen 

^i»; «0»«!» • ■ .«m 

ist^ in welchen 

«0 + «I H • + «m ^ w^ + f* und a^ < w^ + fi . 

Daher hat der CJoefficient von ■ ?^-^^ in der Entwicklung von 



die Form: 






wenn 1^ und iP/') die Werthe von ^„-•- und ^0") für 

(7iro *' (7Ä0 *' 

<o = c» und xr,^,„ «m= at.'"...8«>~ 

bezeichnen. 

Die fi*« Ableitung von H^ nach ^q hat die Form: 

O JJ~ 

Versteht man wieder unter ~- ° und H^^f"^ die Ausdrücke, welche bei 



dx. 



O IX 

den oben genannten Substitutionen aus -^-® und H^^f*^ hervorgehen, 
so lautet der Coefficient von °— ,^^ in der Entwicklung von Hq nach 

fll o u 

Potenzen von {t^^ — Cq): 

Sollen nun die gegebenen Differentialgleichungen durch unsere 
Reihen erfüllt werden, so müssen die Gleichungen bestehen: 



(my4-/i) 



dxQ 



^45, + W') = (v = 0, 1, 2 . . n), («) 



V 



doch weil -a -^ für^ = c, , ... t^i==^c„, nicht verschwindet, kann man 

OXq ' * 
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dxo 


• 





U = 0, 1,2..J 



und 

(^ = 0, 1,2, ...) 

durch bestimmte Potenzreihen von {t^ — c,), {t^ — Cj), ... {tm — Cm) 
darstelleu, wenn nur 

(0) (0) (1) (»»»-1) 

% und %j^i^y ....% (1/ = 1 , 2 . . . n) 

bestimmt sind. 

Nimmt man somit die Gröfsen Cq^ c^, - - * Cm und die in h^ vor- 
kommenden Gröfsen a^*^ derart an, dafs die Gleichung 7*0 = 

«0,«!, ...a«, ' ... 

eine einfache und endliche Wurzel ag^^^j ^ besitzt und wählt im Übrigen 
die Functionen 

(0) (1) i^r"^) 

*., ^r . . . % 

(0) (1+A«) <'"»+A<) 

willkürlich; so kann man zunächst ^Jßg und dann ^q und $, so be- 
stimmen, dafs die Potenzreihen 

CO . . 

^r=2$-(^t' ^2, ...^m|c,, C2, ...c^) (^^-^^)"° (i;=0, l,2...n) 

den Differentialgleichungen und 1/q ■= formell genügen. — 
Setzt man 

und versteht unter a?r; «o.ai, .«m nunmehr die Potenzreihe von Uq, t«,, 
. . . Umy iu welche 

zu transformiren ist, und bezeichnet man 

ij ^''•.^o»--o=='äii"' ^;«'0«--o"' äüo^ ' • • • 

• . • a^v; Uly — 1,0,. .0 = ^--- , 

so werden die Differentialgleichungen des canonischen Systems: 
ox dHo ^^i>;m^-i,o ...o 

^) äs; äü;^ ^r = 0. 

Ferner ist aber für jede Grölse iCv; oo,c,,...a„,» in welcher 

«0 + «1 + • • • + «m < w^ 

Biermann, Fanctionentheoriu. 17 
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und mindestens eine der Zahlen a von Null verschieden ist, 

Beachtet man endlich , dafs neben fl^, = die* Gleichung: 

besteht, wo Hq^^^ eine ganze Function von u^, t«,, . . . ««m und den- 
jenigen Grofsen a:^; a„,a,,...a^ bezeichnet, in welchen die Summe der 
a nicht grofser als m^ -f~ ^ ^^^ ^o ^ ^^ ^^^; ^^^ eliminirt man mit 
Hilfe der früheren Gleichungen (a) die Grofsen 

so geht eine Gleichung 

hervor, in der &o aus denselben Grofsen zusammengesetzt ist wie J9,, 
und wo k eine ganze Zahl bezeichnet. 
Da noch 

r.\ ^^0 1 ^*« = ^ = 

ist; hat man in den Gleichungen 1) bis 5) für die Grofsen /q, /, , 
. . . /m und diejenigen Grofsen 

in welchen «o + ^i + • • • + ^m < »Wy, die Potenzreihen von u^j w, 
...um sind, ein System von Differentialgleichungen der Form: 

^x 



(9=1, 2. ..r), 

worin die Grofsen G^?>, (rj?^^^ und (?Jf^^ Potenzreihen von a:, , a;^, . . . iCr 
sind. Wir beschäftigen uns mit diesem allgemeinen System. 

Lauten die diesen Differentialgleichungen formell genügenden 
Potenzreihen 

x^ = ^^ (tto, M,, ... Mm) (9 = 1, 2 . . . r) , 
und haben — wie in unserem früheren Falle — die Potenzreihen 

g>^(0, M| , . . . Wm) (p = 1 , 2 . . . r) 
einen gemeinsamen Convergenzbereich, gehört ferner die Stelle 

^^(0, 0,...0) ((>=1, 2. ..r) 
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idem Convergenzbereiche aller Reihen G au uod ist keine der Functio- 
Inen G'f>(ar, , a:, , . . . ar,) für 

Xgr^%(0,0...0) (p=l,2...r) 
(Null, dann besitzen — so behaupten wir — die Potenzreihen ^((«o, 
«!,.■■ 1*™,) einen gemeinsamen Convergenzbereich und definiren somit r 
analytische Functionen. 

Zum Beweise gehen wir ziiuächat auf die DiS'erentialgleichungen 
der einfacheren Gestalt: 



-S'^'t'!.'.'' 



((.= 1, 2...r) 



i uüd aetzeu fest, (lafs in den formell gebildeten ßeihen 

', ~ %>(«., .',.•■■ «.) -Z *e(". ■ ■ »-) • ET 
I die r übrigens willkUrlicli zu fisirenden Reihen 






El[eiii couatantes Glied b'^\ ^ besitzen, wonach die Stelle 

^, = %W,0...0) (p = l, 2...r) 
L gewifa in dem Convergenzbereiche der Reihen G'f'„ liegt. — Substituiri 
a die Reihen für Xg in die Differentialgleichungen, so wird zunächst 



iu« '0=2'^kÄ'"---^') 



dUt 



^71 (0) aaj. 



¥,C. 



«J 



I Hierauf ist jede der zu suchenden Reihen 

(e = l, 2...r, Rn = l, 2, . . .) 

I als ganze rationale Function einer endlichen Anzahl von Ableitungen 

Ei}er Gröfsen ^g nach u, , Uo, . . ■ Un auszudrücken, deren Coefßcienten 

j wiederum Potenzreihen von ^^ sind. Doch die Coefficlenten dieser 
^letzten Reiben sind nur aus einer endlichen Anzahl von Coefficienten 
ler Reihen G'"„ durch Addition und Mulüplication zusammengesetzt, 
) dafs auch die Gröl'sen 



?..!>.■§,■- 



17» 
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nur gauze rationale Function einer endlichen Anzahl von Grofsen 

^/??,/»i,.../*m ^^^ ^®" Coefficienten von G^^]n werden. 
Soll von den formell genügenden Reihen 

{i)=0 '^^ '^ "* 

gezeigt werden, dals sie innerhalb eines Bereiches um die Stelle 
tio = 0, w, t=0, ...ti,„«=0 gleichzeitig convergiren, so bringen wir 
dieselben mit den einem neuen System von Differentialgleichungen 
gleicher Gestalt: 



•••+2%(»l^»2;...yr)|^*-, 



, ^^m 

worin aber die Reihen G^^^^ nur positive Coefficienten besitzen, die 
nicht kleiner sind als die absoluten Beträge der entsprechenden Coeffi- 
cienten von G^]nj genügenden Reihen in Vergleich. 

(0) (0) 

Fixirt man anstatt der früheren Reihen ^g neue gg , deren aus- 

(0) . 

scbliefslieh positive Coefficienten gegenüber denen von ^g wieder von 
gröfserem oder gleichem Betrage sind, so werden die den letzten 
Differentialgleichungen genügenden Reihen für yg nur positive Coeffi- 
cienten haben, die nicht kleiner sind als die absoluten Beträge der 
gleichnamigen Coefficienten in den Reihen für Xg. Wenn demnach 
die Reihen für yg gleichzeitig convergiren, ist das umsomehr bei den 
Reihen für Xg der Fall. 

Zur Vereinfachung des letzten Systems von Differentialgleichungen 
bemerke man noch, dafs man einer positiven Gröfse R der Beschaffen- 
heit, dafs die Reihen ß^^^^C^i, ^2? • • • ^r) alle an der Stelle 

X* ^^^ Xn — ^ • • • — • Xf — JLIp 

convergiren, eine positive Grofse G so zuordnen kann, dafs die posi- 
tiven Coefficienten der Reihe für 

G 

S/i + ytH hs/r 



B 

— die ^(^t, y2} • • • yr) heifse — gröfser sind als die absoluten Be- 
träge der entsprechenden Coefficienten der Reihen G]^]a{X\y a^j, . . . Xr) 
und andrerseits auch zwei positive Grofsen R' und G' angebbar sind, 
so dafs die positiven Coefficienten der Reihe für 

Wl + w« H h «m 



G- - -. ■-. 



Ui + Ut H h t*^ 

1 ._, 



Vi 
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— sie heiCse t/^(t*j, Wj; • • • **«) ~" gröfser sind als die absoluten Be- 
träge der gleichnamigen Coefficienten der Reihen 

(0) 

t 

Läfstman nun an Stelle der Reihen G^]n die Reihe ^-ßCi^i» J^qy ••• y^) 
treten und setzt fest, dafs die Reihen für y^ in dem Falle ^ wo Uq=>0 
gesetzt wird, in die Reihe Cr(u, , Mj, ... Um) übergehen, so werden 
die Reihen für y^, welche den r DifiFerentialgleichungen 

(e=.l, 2... r) 
genügen, einander gleich und werden blos von Uq und 

abhängig. 

Setzt man 

wi + Wl H h^m 1 yi + y« H h J/r 

und somit 

'45(»i; 2/2. ••• yr) = j^, yQ = — y, 

so reducirt sich das System auf die einzige Differentialgleichung: 

dy^ m.r p 1 dy _^ a dy 
du'^ R' 1 — y de 1—y de ' 

und aus dieser soll y derart als Function von u und g gefunden werden, 
dafs y für m = in 

1 — £f 1 — 3 

übergeht. 

Die Methode der unbestimmten Coefficienten liefert aber leicht 
eine Reihe für y: 

o = l 

deren Coefficienten ""^{is) aus der Gleichung: 

a{i — e) . 1 



1 - (i + b)z M) ^ W 

2! 






1 — 



1 — (1 + 6)0 



(1) (2) 



L(i— iJ;^ • 1 a^e ^ 21 a« ^ J 
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hervorgehen, indem man die Coefficienten gleicher Potenzen von u 
gleichsetzt, und diese Reihe wird convergent. Dann hat aber auch 
die durch die Substitution 

z= IT 

zu bildende Reihe einen Convergenzbereich , und endlich müssen die 
Reihen für x^, Xi, ... Xr einen gemeinsamen Convergenzbereich auf- 
weisen. 

Setzt man nicht fest^ dafs die Reihen 

(0) 

^^(l«,, t«2, ... Um) 

kein constantes Glied haben, sondern jlafs das Werthesystem 

a<^) =%^(0,0 ...0) (p = l,2...r) 

in dem gemeinsamen Convergenzbereiche der Reihen G]S]n liege, so 
bleiben die früheren Betrachtungen unberührt; wenn man die Gröfsen 

als die zu bestimmenden Functionen ansieht. 
Für ein Gleichungssystem der Gestalt 

ä 

r 

• • • +2 Gl»! » -U^ + 6??:>o (a;„ ...Xr) 

((»=1, 2... r) 
gelten dieselben Sätze; denn die Aufnahme einer neuen Gleichung 

mit der Festsetzung; dafs x^ für u^ gleich u^ sei, erlaubt eine Zurück- 
führuug der (r -^ 1) Gleichungen auf die frühere Form; da man die 

Gröfsen GJ?)^j , ohne eine Änderung herbeizuführen; mit -^^ multipli- 

ciren darf. 

Sind endlicii die Reihen G^^]n Quotienten zweier Potenzreihen mit 
dem Nenner G<^>(a;, , . . . rrr); auf dafs man wieder das Gleichungs- 
system auf Seite 258 erhält; so werden auch hier die formell genügen- 
den Reihen rc^ = ^^ (mq ; m, , ... Wm) einen gemeinsamen Convergenz- 
bereich besitzen und analytische Functionen definireU; wenn nur das 
Werthesystem 

(0) 

rc^ = ^^j(0, M, , . . . Mm) = ^^^ (p = 1 , 2 . . . r) 



über deu UmfaDg des Begriffes der analytischen Function. 263 

dein Coüvergenzbereiche aller Functionen GJyJ^ , 6r}j?^ und G<P> augehört 
und die Stelle 

(0) 

^^^ = %^q{0, 0...0) (p = l, 2, ...r) 

keine Nullstelle von einer oder mehreren der Grofsen G^^^ ist.*) 

Nunmehr ist auch bewiesen, dafs die angegebenen Poteuzreiheu 

Xr=-%{^oy ^11 ••• ^'n\(c)) (v = l, 2 ... n) 
des ursprünglichen canonischen Systems partieller Differentialgleichungen 
n Elemente von n diesen Gleichungen genügenden analytischen Functio- 
nen der w+ 1 Variabelu t^, ^, , ... tm sind, deren simultane Fort- 
setzungen jedenfalls wieder die Gleichungen befriedigen. — 

Hier schliefsen wir die Untersuchungen über den Umfang des 
Begriffes der analytischen Function ab, denn an der Behandlung der 
algebraischen Gleichungen und algebraischen Differentialgleichungen 
ist klar geworden, wie man das ursprünglich gestellte Problem, die 
durch irgend einen arithmetischen Zusammenhang definirten Gröfsen 
als analytische Functionen zu kennzeichnen, anzufassen hat. 



*) Diese letzte Bedingung ist eigentlich zu beschränkend , indem ja die Reihen 

Glfl tmd 0[fl dieselbe Nullstelle haben und die Quotienten ^^ und , v trotz- 
dem durch Potenzreihen darstellbar sein können. 



Fünftes Capitel. 
Ableitung der elementaren transcendenten Functionen einer Variabein. 



§ 45. Die Exponentialfiinotion. 

Indem wir uns zu der zweiten der zu Beginn des vorigen Capitels 
definirten Aufgaben wenden, nämlich zu der Ermittlung analytischer 
Functionen (einer unabhängigen Yariabeln) von vorgegebener analy- 
tisch ausdrückbarer Eigenschaft , nehmen wir stets an, dafs ein Ele- 
ment der zu suchenden Function y «= f{x) , d. i. eine Potenzreihe mit 
noch unbestimmten Coefficienten 



00 



y = vp(a; — o) = '^c^ix - a)- 

die vorausgesetzte Eigenschaft innerhalb seines endlichen, wenn auch 
noch so kleinen Convergenzbereiches besitze. Aus der die Eigenschaft 
definirenden analytischen Beziehung werden dann jedesmal Schlüsse 
über die Coefficienten Cy zu ziehen und diese zu bestimmen sein. Wenn 
die so gefundene Reihe einen Convergenzbereich besitzt, existirt eine 
analytische Function , von der noch gezeigt werden mufs; dafs ihr in 
dem ganzen Giltigkeitsbereiche die Eigenschaft zukommt, die das pri- 
mitive. Element in seinem Convergenzbereiche aufweist. 

¥^x die ganzzahligen Potenzen einer Gröfse a besteht die in der 

Gleichung 

a»» a*^ = a''+*» 

ausgedrückte Eigenschaft. Wir fragen, ob nicht eine analytische 
Function existirt, welche die hier entlehnte allgemeine Gleichung 

/■(M • /"W = A^, + ^2) 

erfüllt, wo je?, und ^2 iiicht blos ganzzahlige, sondern beliebige Werthe 
aus dem Stetigkeitsbereiche der Function sind. 

Wenn eine solche Function f{js) existirt, so mufs sie in der Um- 
gebung einer Stelle a in eine Potenzeihe 

zu entwickeln sein und in deren (als endlich vorausgesetztem) Conver- 
genzbereiche besteht die Gleichung: 



\ 
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»=0 r3 »=0 



«)■■ 



Wir können auuehmeii, dafs das die fundamentak' Eigeiiacliait erfül- 
leude Functionaelement die Stelle Null in seinem Coii?ergenzbe reiche 
enthalte oder dals dasselbe direct in der Umgebung dieser Stelle als 
bestehend vor ausgesetzt werde , denn substituirt man statt e x -\- a, 
an wird zufolge der Fundamentalgleichung 



/■(■s) = /'(« + B-a) = /■(«) . /■{« - «) = 



*CyX' 



und nun 



«-' = nll^ 



■ X-('i, 



wenn nur f[a) von Null verschieden ist. Die Gieicbimg 

M-f(a).n.-a) 
lehrt aber, dafs f{x) für keinen Werth a aus dem Conyergenzbereiche 
des primitiven Elementes verschwinden kann, denn sonst wäre /"(f) 
an jeder Stelle desselben Null, und es gäbe keine Function der ver- 
laugten Art. 

Wenn demnach eine Function von besagter Beschaffenheit existirt, 
so gehört die Stelle Null und ein endlicher Bereich um diese Stelle 
zu ihrem Stetigkeltsbereiche. 

Wir überlegen nun, dafs für die Fortsetzungen von '^-(x) die 
Fundamentaleigenschaft des primitiveu Elementes erhalten bleibt. In 
derThat: wenn wir in der für einen festen Werth « nnd jeden Werth 
von X einer Umgebung von a giltigen Gleichung 

f{X + a)-^f(x).f(a)^0 («) 

für f(x) und f(x-\-a) die Poteuzreihen '^3(i) und "13(3;+«) einsetzen, 
Bo müBsen in der links entstehenden Reihe die einzelnen Potenzen von 
X verschwindende Coefticienten haben. Setzen wir aber statt f{x) und 
fix + a) Fortsetzungen '^J (x — j.^ + x^) und ^ [x — x^ + {x^ + a)) 
ein, so wird die neue Potenzreihe an unendlich vielen Stellen des Cou- 
vergenzbereiches mit der früheren Reihe übereinstimmen, also auch 
identisch verschwinden. 

Da somit dieselbe Beziehung («) bei einem festen Werthe a be- 
stehen bleibt und nun a auch variirt werden kann, so haben die Fort- 
setzungen die Kundamentaleigenschaft mit dem primitiven Elemente 
wirklich gemein. 

Jetzt können wir zeigen, dafs die in Frage stehende Function in 
der Umgebung jeder im Endlichen gelegenen Stelle in eine Poleuzreihe 
entwickelt werden kann. 

Wäre nämlich b, eine Stelle auf dem blos endliehen Convergenz- 
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kreise von ^(a?), in deren Umgebung keine durch Vermittlung einer 
innerhalb des Kreises gelegenen Stelle Iq ableitbare Potenzreihe 

existirt; so könnte überhaupt keine Function f{x) gefunden werden. 
Beachten wir vorher, dafs 

/■(«) = /"(O) . /•(«) also nO)^l=.^iiO) = c, 
und deshalb 

/■(«)./■(-«)= 1 also f(-a) = ^^^ 

ist und bilden darauf 

f{b, -\-{x- 6o)) = f{b,) .fix- b,) 

oder ^^{x — Bq), so könnte man nicht mehr weiter schliefsen^ dafs 

fix - 6, + (&, - &,)) = f{b, - 6o) . f(x - b,) 

ist, weil ja 6, nicht in dem Couvergenzbereiche von !ip(a:|&o) liegen 
kann und eine Reihe 

der Annahme nach nicht existirt. Diese formal gebildete Reihe ist 
aber zugleich mit ^^{x) convergent, wenn nur f{b^) von Null ver- 
schieden ist. Wir müssen also annehmen, dafs es auf der Grenze des 
endlichen Convergenzbereiches von ^{x) eine Stelle 6| gibt, wo f(x) 
verschwindet. Dann wäre aber wegen 

die Fuuction f{x) auch innerhalb ihres Stetigkeitsbereiches Null, und 
das widerspricht unserm früheren Satze. Folglich ist die Annahme 
falsch und es existirt eine Reihe ^(äj|6j,, 6,). Wenn wir so fortfahren, 
ist die Behauptung erwiesen; die in Frage stehende Function ist durch 
eine beständig convergente Potenzreihe darstellbar. 

Wir beweisen diesen Satz nochmals auf eine zweite Art.*) 

Die Gleichung 

ist für diejenigen Werthesysteme x^ und X2 giltig, für welche 

Fl I "^ "2 ' 1^2 1 "^ Y ' 
wenn der Gonvergenzradius des Elementes ^ (x) r genannt wird. 
Setzt man nun Xi =^21 ^^ S^^t 

f(:2x,)=f{x,).f(x,) und /•(a;,)=/(f)-/(f)- 

Doch weil der Convergenz^ereich des hier rechts stehenden Ausdruckes 

*) Der erste Beweis ist nicht einwurfsfroi. Man kann an der Existenz der 
GleichuDg (a) zweifeln, da 6| schon auf der Convergenzgrenze des primitiven 
Elementes liagt. 
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doppelt Bo grolä ist als der von ('{Xj), aber innerbalb des Kreisen 
fXf\<.r die ÜbereiDstimuiuug beider Seiten augcuummen war, so muTs 
f^x^) soweit eine Bedeutung haben, als dem Product f\P)f(f^) eine 
zukommt, d. b. der Convergeiizbereich von f{j:) ist ein Kreis mit dem 
Radius 2r. 

So kann mau weiter scbliel'aen und öudet, dai'a 1?(a^) eine bestän- 
dig coDvergente Reibe t^ein tnul's. 

Um die Existenz von f (x) wirklich zu beweisen, ersetzen wir in 
der UleicbuDg 

/"(!,), ('(x-i) ußd /'(a;, -|- a;j) der Reihe nach durch 

1 _j_ c,ar, + cj*,* -I h c„z1 -\ 

l + c,*, + c,V+ ■■■ + ", ar; + --- 

Es wird dann 

fix,). fix,) = 1 + {c,x, + c^x,) + {c.,x;' + c^x.x, + c,x^) + ■ ■ ■ 
+ (Csi^; + Cn-lX'-^Xj^ -f-.- ■ ■ + t^«-fC.^~*a^ + ■ ■ ■ 

gleich 

/■(i, + a:,) - 1 + c, {I, + X,) + c, (X,' + 2x,x, + i-,') + • ■ • 
+ c. (x-, + (1)x;-'x, + ■■■ + Qx-~-x; + , 

+ C)-5) + -- 
und nun liefert die Vergleicbung gleichnamiger Glieder die Beziehungen 

c^.c.=.c('>\,...c. -c 
Ana der ersten derselben folgt 

c,Ci •= 2cj, CjCi i= 3&,, . . .c,_ic, = nc„. 
Mnltiphcirt man diese Gleichungen mit einander, so entsteht 

c'CjCj . ..c«_i = n!cjCj. . . c oder c. = — V ■ 

Wenn wir somit bereits alle Coeffieienten c, durch einen c, ausgedrückt 
haben, müssen wir nachsehen, ob diese Bestimmung mit der allge- 
meinen Beziehung 

... = .(;-) 

in Einklänge steht und ob Tielleicht auch c, zu berechnen ist. Die 
Substitution der gefundenen Werthe gibt blos eine Identität 
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c?~^ c^^c;/n\^c7^ n(n-l)...(n — y + i) 

und wir können q nicht berechnen. Bezeichnen wir Cj einfach mit c, 
so folgt die Reihe 

die zum mindesten den Convergenzradius — oder 1 besitzt, je nach- 

dem die willkürliche Constante c dem absoluten Betrage nach < 1 oder 
]> 1 j denn der Quotient der Coefficienten aufeinanderfolgender Glieder 

^^ bleibt dem absoluten Betrage nach kleiner als |c| oder 1. 
^^ 

Das auf Grund der Fundamentaleigenschaft abgeleitete primitive 

Element convcrgirt, f{x) existirt und ist als beständig convergente Reihe 

eine eindeutige ganze transcendente Function, 

Mit Rücksicht darauf, dafs die Function mit dem Product ex un- 

geändert bleibt, bezeichnen wir besser ex mit x und fi') ^^ 9ip^)' 

Nennt man den Werth ^^(l) 6, so gilt für ganze Zahlen x = m 
die Gleichung 

^(«) = cm, weil fl'(»«) = i'(l + l + --- + l(^",))=</(l') 

ist, nnd wegen dieser Eigenschaft bezeichnet man g(x) passend mit 
e* und es ist 

Die Fundamentaleigenschaft der neugeschaffenen sogenannten Ex- 
ponentialfunction ist jetzt in folgender Weise zu schreiben: 

und es gilt 

für jedes positive oder negative ganzzahlige n aber ist 

e^' = {e^y. 

Wenn darnach das Argument x der Exponentialfunction durch Addi- 
tion und Subtraction aus den Gröfsen x^, x^, - . .Xn entstanden ist, so 
läfst sich 6^ rational durch die den Argumenten x^,X2^< . >Xn zugehö- 
rigen Functionswerthe darstellen. 

Die Ableitung der Exponentialfunction 

-T — ist gleich c*. 

Der Ableitungsprocefs bringt demnach keine Änderung hervor. 

Diese Eigenschaft von g{x) = e' folgt auch aus der Functional- 
gleichung 
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sr(a; + !/) = g{x).g(y), 
denn die Differentiation nach den mit einander vertauschbaren Gröisen 
X nud y gibt 

3g (^ + y) ^ i£Mor«1 83(ar + y) _ äg(v) ^(_. 

""55 rfx »^s'J) j„ - — dy i/W- 

Docb weil 

ag(« + y) _ 8gte + yl a(x + yl 3gte + y) 3(« + yl. _ 8g (« + y) 

a» 8(3= + y) Ö» äix + s) du Sy 

ist, folgt 

■ i|a _ 1 .^M _ con.t. 
S(«) dx ()f{y| dy 

Ordnet man dem Werthe a; ^ 3 (i) ■= 1 zu uud heirat die Con- 

Btante c, ao gibt die LöHung der Differentialgleichung 

^ - «s'*' 

wieder 

9 w - 1 + " + -""'' + ••■-=", 

and setzt man noch fest, dafs auch die Ableitung — j^ au der Stelle 
Null den Werth 1 besitze, so wird 

g{x) = e'. 



§ 4G. Aus der Exponentialfunction rational zusanunengeaetzte 
Functionen. 
Wir untersuchen jetzt einige aus der Expouentialfunctiou e" ra- 
tional zusammengesetzte, also eindeutige Functionen 

/■(»■) --7i(«"). 
FSr diese besteht offenbar auch die Eigenthii tu liebkeit, dafs die zu 
den drei Argumentswertheu 

X, y und sc -\- y 
' gefaSrigen Functions werthe 

((.': + y), fC), /■(») 

eine algebraische Gleichung 

G(/-(« + !)),/M, /■(»]) -ö 
erfflllen, deren Coefficienteu von den Variabein werthen unabhängig 
sind; man hat ja nur zu bemerken, dafa mau aus den Gleichungen 

/■(x)-ü(="), f(y)-E{f), flx + s)-E(e':e-) 
die Exponentialfuuction eliminiren kann. 

Man sagt: für die Function /"(a:) = Ji((^") besteht ein d/f/c^aiscAes 
AddÜionsthcorem. Jede rationale Function von f(x) genflgt dann wie- 
, der einer Gleichung der eben besagten Art, 
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Wenn wir die Gleichung (? ==» noch x und y differentiiren , so 
entstehen die Gleichungen 



dG df(x) 



, dG df(x + y) _ 



'ö/'w dx • <7A« + y) ^« 

JG djiy), dG a/-(a: + y )_o 

a/'Cy) rfy "^aA^j + y) ay 

und nach Subtraction folgt wegen der Beziehung: 

df{x + y) ^ df(x + y) 
dx "^ dy, 

dG dm _ jG_ dm ^ 

df{x) dx df{y) dy 
und diese Gleichung ermöglicht es , f {x -{- y) als algebraische Func- 
tion von f{x)j f{y) und den ersten Ableitungen -~^ und '^^- dar- 
zustellen. 

Neben dem Additionstheorem kann man auch eine Gleichung 
zwischen 

fix) und ^g) 
ableiten, denn man braucht nur c«* aus 

f(x)=^B{e") und ^f^B'(e-') 

ZU eliminiren. 

Die wichtigsten unter den rationalen Functionen der Elxponential- 
function sind im Nachstehenden kurz besprochen. 

Es seien die Functionen 

vorgelegt. — Die halbe Summe oder Differenz der ganzen Functionen 
e'* und --^. sind gewifs wieder gaize Functionen und dargestellt sind 

c 

sie durch die Reihen: 

f f^) ^ 1 _ _?!. j_ ^ _ L (— n« -^ "- J 

f\\^J ^ 2! ^ 41 ' ^ ^ (2n)! ^ 

/i (X) = X - ^ + -^ + (- 1)" (,;r+-i)! + • • • 

Die Fundamentaleigenschaft dieser die Namen cos^inus und Sintis füh- 
renden Functionen, für welche die Bezeichnung 

/•j (a;) = cos a;, f^ {x) = sin a: 

gebraucht wird, leiten wir in der angegebenen Weise ab, d. h. wir 
eliminiren die Exponentialfunction aus den Ausdrücken für 

cos(a; + y), cos rr, cosy 
respective 

8in(a? + y), sin a;, sin y 



Ableitung der elementaren transcendenten Functionen einer Variabeln. 27 1 

oder aus den den Definitionen entspringenden Gleichungen ab: 

e^'i e^tf* — e'^eif* 2 cos (rc + y) + 1 = 
e^xi _ e** 2 cos a; + 1 =0 

e2y._gy.-2cOSy + 1=0, 

beziehungsweise 

C2zi ^2yi _ f^xi^yi 2 % BIH {x + tf) — \ = 

e^xi _ ß«i 2 i sin a; — 1 = 

e^vi^ey* 2isiny— 1 = 0. 
Bemerkt man aber, dafs 

e^* = cos X -{- i sin x, c~'' == cos x — i sin x 
ist, so wird 

cos (rr + y) «= — (c^'+y^' + e-C'+y)*) = cos o; cos y — sin x sin y 

sin {x + y) = -ü"^ (e<*+y)* — c"-^'+y)') = sin a; cos y + cos a: sin y 

und die Gleichungen, welche das Additionstheorem enthalten, lauten 

cos^ (x -{- y) — 2 cos (x + y) cos x cos y + cos^ a; -|- cos^ y — 1=0 

sin^ (^ + y) — 2 sin^ (a; + y) (sin^ a: — 2 sin' a; sin' y + sin' y)' 

+ (sin' X — sin' y)' = 0, 

wie sich leicht ergibt, wenn man noch die zwischen sina: und cos r 
bestehende Beziehung berücksichtigt: 

cos'a; + sin'a; = 1. 

Drückt man cos(a;-|'y) auf die oben angegebene Weise als algebraische 

Function von cos a:, cosy, — ^ , k^ ^^^' ^^ folgt wegen der 

Beziehung : 

(cos (x-j-y) cos y — cos x) - ^ (cos (x -\- y) cos x — cos y) ^ ■ = 

/ d cos X d cos y 

cos X — j cos y ^ 



Weil ferner 



/IX dx dy 

cos(a: + y ) = ^ ^—^ 

^ ' ''^ dco^x acost/ 

cos y — 3 cos x — 5 — - 

^ dx dy 

d cos X d sin rc 

— ... = — sm a; , - ^ — = cos x 
dx ^ dx 

ist, erhalten die Additionstheoreme auch die Gestalt: 

/ , X dQo%x dcosy 
cos {x -^ y) = cos a; cos y ^ j—^ 

dsinx 



/ I \ ' d sin 1/ , 

sin {x + y) = sin x --r-f + sin y 



dy ' "^ dx 

und cos {x -\- y), sin (a; + y) erscheinen als rationale Functionen von 
cos a;, cos y respective sin x^ sin y und den ersten Ableitungen dieser 
Functionen. 
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Die Reihen für cos x und sin x lassen auch die Relationen 

cos ( — x) = cos X und sin ( — a;) = — sin x 

erkennen ; und darum bestehen die Gleichungen: 

cos (x — y) = cos a; cos y + sin x sin y 

sin (a: — y) = sin o; cos y — cos x sin y 
und hierauf 

cos (a: + y) + cos (a; — y) = 2 cos x cos y 

cos (a; + y) - cos (a; - y) = ~2sina:8iny = .^l^^^ 

sin (a; + y) + sin (a: — y) = 2 sin a: cos y = 2 sin x ?°^ 

öy 

sin (a; + y) — sin (a: — y) = 2 cos a: sin y «= 2 ?"^ sin y . 
Führt man hier die Zeichen ein: 

x + y = u, x — y = Vf 
so erhält man die Formeln : 

cos u + cos t7 = 2 cos — „-- cos — r— 

cos u — cos V = — 2 sm — ' - cos - - - 

sin t« + sm t; = 2 sm —^- cos — ^— 

sm 1« — sm v = 2 cos -^— sm -— — 

Aus der Gleichung zwischen cos x und der Ableitung — ^ — bestehen- 
den Gleichung cos' x + sin' a; = 1 folgt eine wichtige Eigenschaft 
der Exponentialfunction : Der absolute Betrag von e?*, wo a; = S + fiy 
und g und r^ reell sei, ist gleich e^. 
Da nämlich 

ist und e^ für positive oder negative Werthe von 5 positiv bleibt, in- 
dem e-^ = — X- zu setzen ist, wird in der That |e*| »= e^. 

Läfst man | von Null an zunehmen, so wächst e^ von 1 bis oo 
und erhält dabei jeden in diesem Intervall liegenden Werth nur ein- 
mal, weil jedes Glied der Potenzreihe für e^ für verschiedene Argu- 
mentswerthe S| und gj verschiedene Werthe annimmt, und mit g, < %,^ 



n! ^ n! 

Durchläuft | die Werthe von bis — oo, so nimmt e^ von 1 an ab 
und wird für unendlich grofse Werthe unendlich klein. 

Wenn somit c^ für reelle Werthe 5 jeden positiven reellen Werth 
nur einmal annimmt, hat umgekehrt die Gleichung 



Abbilung der elementaren transcea deuten Fnnctiont 



T Variubeln. 273 



WO a reell und positiv iat, eine einzige reelle Wurzel |. 

Weil die ExpoLentialfmii.'tiou e* für keiaeu endlichen Werth des 
Argumentes den (endlichen Werth Null erhält, sind wir darauf auf- 
merksam gemacht, dais die Gleichung 



1 + ^- 



= n 



und allgemein die gleich Null genetzte ganze transcen deute FuDctiou 
gewifs Dicht in alleu Stilckeu als Verallgemeiueruug der algebraischen 
Gleichung angesehen werden kann, denn iudem eine ganze rationale 
Function Ji''" Grades jeden Werth nmal annimmt, braucht die ganze 
Function nicht jeden Werth bo oft anzunehmen , als ihr Grad anzeigt, 
(1, i. unendlich oft. 

Wir werden später zu zeigen haben, dafs in jeder Umgebung eines 
Werthes a, welchen die eindeutige Function an einer regulären Stelle 
erhält, Werthe b liegen, welclie die Function an beliebig vielen Stellen 
annimmt und d&Cs die ganze transcendente Function höchstens einen 
endlichen Werth im regulären Bereiche (d. i. im Endlichen) nicht an- 
nimmt. Jetzt wollen wir nur beweisen, dafs die Function e' ^ f(x) 
Werth a, den sie an zwei endlichen Stellen x, und x.^ erhält, 
auch ftlr unendlich viele Werthe des Argumentes annimmt. In der 
That ist 
80 wird 



fM - 



fc) - 



und 
oder 



f(x 4- a:,) - fix + a:,) = 



nx+ix,-x,)) = f{x). 
Bezeichnet mau Xy — x^ mit 2o, bo wird 
nx + '2a) =f{x), 
und wenn n eine beliebige ganze positive oder negative Zahl bedeutet, 
gilt auch 

/■U + 2»o) -fix). 

Diese Gleichung besagt, dals unsere Function if den Werth, welchen 
; far x annimmt, auch fDr die unendlich vielen Werthe 

a; + 'iHß) («=-0, ±1, +2,...) 
erhält. 

Man nennt eine analytische Function P(t) periodisch, wenn bei 
beliebigem Werthe ihres Argumentes für eine gewisse constante Gröfse 
a die Gleichung 

F{x-\-a) = F{x) 

besteht. Die GrBfse at und jedes ganzzahlige Vielfache von ra heifst 
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eine Periode. Lassen sich alle Perioden einer Function F {x) durch 
Addition und Subtraction aus r Grofsen 

2c«7)^ 2072 1 • • • 2or 

zusammensetzen, zwischen denen keine ganzzahlige homogene lineare 

Relation besteht, so lieifst die Function rfaeh periodisch. 

Wenn darnach die Exponentialfunction einen Werth a zweimal 

annimmt, so ist sie mindestens einfach periodisch, und weil für jede 

Periode 2nc} 

f{2n(o) = 1 oder e««« = 1 

ist, findet man die Perioden durch Auflosung der Gleichung 

e*— 1 = 0, 

und zwar ist jede Wurzel a? = S eine Periode, denn wenn e^ = \ ist, 
besteht die Gleichung 

f{x + l)=f{x)f{l)=f{x). 

Hat die Exponentialfunction die Perioden 2nGi, dann besitzen die 
Functionen 

cosx = — (c** + c~*0 ^^^ sin X = -^(e** — c~*') 

offenbar die Perioden —-- , d. h. es bestehen die Gleichungen 

cos(a; + -. -) = cosa;, ^\n\x -j — '—) = sin /r, 
und weil cos (0) = 1 , sin = ist, wird 

cos - .— = 1 , sm — r— = 
und wegen der Beziehungen 

2(0 9 CO , ^ CO 1 

cos — = cos^ . — snr -^ = 1 
% % t 

9 00 I • o CO « 

cos^ -:- + sin^ - .- = 1 
ist ferner 

sin-|- = 0, sin(2n+ 1) -|- = 

cos *?=+!; cos(2n + 1) -?^ = +1 , 

doch ist über da's Zeichen augenblicklich noch nicht zu entscheiden. 
Jedenfalls ist aber für jedes ganzzahlige n 

cos (x + w ^ ) — cos \x — n~)= 

sin (x -{- n ?-) — sin (x — n -.J = 

und die halben Perioden n^ sind diejenigen Werthe a, welche — 
wenn f(x) für cos x oder sin x gesetzt wird — die Gleichung 
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f{x-\-a)-f(x^a) = 
erfüllen. Aus den i'rilheren DarstelloDgen für die Differenz von 

entnehmen wir umgekehrt, da^s die halben Perioden —y— oder 

— sinj.' zum Verschwinden bringen. Es gilt daher 
sin -.- = , cos " ^ + 1. 

Die hfilben Perioden wi - aind somit als diejenigen a:-Werthe er- 
nannt, für welche e ^ cos x gleich -j- 1 oder — 1 wird. Hat mau 
aber einen Werth x^ ^ .' gefunden, für den s ^ — 1 ist, so mufs 
«1 =" -"' -(- -r' eiu Werth sein, für welchen s = -f 1 wird. 

Wir fragen zunächst, ob es Werthe a'j = "' , "^ , ■ ■ ■ ~ gibt, 
för die coa x den Werth — I erhält, und welches diese sind. 

Zur Beantwortung dieser Frage gehen wir auf die Differential- 
gleichung ein, welcher cos a: = ? genügt. Sie lautet 

(^) - 1 - «'. 

und wir wissen, dafs x^O, g^l zusaiu menge hörige Werthe sind. 
Beachten wir, dafs b bei den von Null ab zunehmendeu reellen 
Werthen der Variabein x zunächst abnimmt, und das läfst ja die fol- 
gende Schreibweise der den Cosinus defiuirenden Reihe unmittelbar 
erkennen: 

c„,...(,-f)+i;(i^3+|!(i-^.)+ .., 

so werden wir aus der Differentialgleichung die Beziehung 

, —ds 

dx = ., =^ 

I eutnehmen und hier für die Wurzel in der Umgebung der Stelle Null 
: das positive Zeichen festsetzen. 

Benutzt man in der Gleichung 

dx = —{l — Ü»)"*(/S 
' die innerhalb des Bereiches |e] < i giltige Entwicklung: 

(1-,.) *_ l + -|^ + L5,i + .i^»^ + ..., 

ao ist die Function ;£, welche der obigen Differentialgleichung genügt^ 
offenbar durch das in dem Bereiche \z\ < 1 gilttge Element 

X =. — (2 -f -1- J + J;-^ ^ -I ) + const 

de&nirt, und die Constante ist derart zu bestimmen, dal^ x = und 
t^\ ausammeugchorige Werthe sind. 
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Sie besitzt also den Werth 

I , 1 , 1.3 1 , , i.3...2n— 1 1 , 

~2.3' 2.4 5 ' ' 2.4. ..2n 2n+l~ 

und dieser ist endlich, denn die Glieder dieser Reihe sind kleiner als 
die entsprechenden der Reihe 

"r 2 ' -^ 2.4. ..2n 2n+2' 
«=1 

welche den endlichen Werth 2 hat^ weil 

'-(i!'+i?+tr?'+--)->'— » 

auch für y = 1 convergent ist. 

Nun erhält man einen Werth X2, wenn man in dem Ausdrucke 
für a; == — 1 setzt, und zwar folgt 

^2 ^V^L-T- 2 3 T- 2.4 5 ^ / 

Wir bezeichnen diesen positiven reellen Werth mit x, dann wird 
cos jr = — 1 , sin jr = 0, 

cos {7t -{- 7c) = cos 27t = 1 , sin 2jr = 0, 
cos 2n7t =1, sin 2n7t = 0, 

cos (2n + 1) Ä = — 1 , sin {2n + 1)ä = 

und wegen 

^^H-r+ "tJ = — 1 = ^^« "2" - ^'^^ 

1 r=s cos^^ -f sin^-^ 

cos-^ = 0, 8in-|- = + 1. 
Hier ist das positive Zeichen zu wählen, weil 

8.na;= -(1 _ _)+ _(l _ _)+ _(l _ _-j + . . . 

offenbar so lange positiv bleibt, als x solche reelle Werthe annimmt, 

für die x^<6 ist, aber ~ kleiner ist als 2. Es bestehen deshalb die 
Beziehungen 

sin -^ = 1 , sin (1 + n) ä = (- 1)", 

-|- = 0, cos (-i- + n) jr = 



cos ^ 

2 



und 



cos ^(-i- -f m) :nr — -|-j = cos n^r = (— 1)», 
sin (( ~ + w) ^ — ^J = sin n jr «= 0. 
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[ Die Fuuctioiien cos x und sin x besitzen demnach die Fuiidauieii- 
blperiode 2a. Wenn wir zeigen können, dafs bereits alle Werthe 
angegeben sind , für welche cos x =. + 1 ist und sin x verschwindet, 
so erscheint nachgewiesen, da/'s diese Functionen nur die Perioden 
2na.-= — — besitzen uud auch die Eiponentialfunction nur einl'äuh 
periodisch ist, indem alle Perioden positive oder negative ganziuihlige 
Vielfache von 2ni ■=2a sind. 

IWir überlegen zuuächst, dafs sin x für keine complexen Werthe 
a:^ S -f- »jj verschwinden kann, denn für diese Werthe mülate 
e" ~ e-" = 
oder 
e^^< = e- (,+tf 1 _ e-"T(co3 2 1 + t sin 2 §) = 1 
und 
\e"'\ = c-*^= 1 
Bein, Doch diese Gleichung erfordert, dafs t] Null ist, denn es gibt 
nur diesen einen reellen Werth der verlangten Art. Die Nullstellen 
von sin jr sind demnach alle reell und an diesen wird cos a: ^ + 1. 
Darum sehen wir nach , ob wir alle Stelleu gefunden haben , wo cos x 
diese Wertbc annimmt. 

Der gefundene Werth Ji war kleiner als 4, und " ist darum, weil 

coax ^Z/y - (iT+W^ + äj/uTj! 
I gewifs positiv bleibt, solange das reelle x<^Y2 ist, gröfser als ^2, 
I denn es war cos -- ^^ 0. 

Gäbe es nun innerhalb der Grenzen 2j/2 und 4 noch einen Werth 
l Ä*, für den cos x ^ — 1 wäre , so müfste wieder 



cos —r- = 0, 



. 1 



sin {%' — re) = 
ftäein. Doch jr' — n ist kleiner als 4 — 2j/2 < 2, und der Sinus war 
Vvolange positiv, als x^<6 war, daher gibt es innerhalb der genannten 
r Grenzen keinen weiteren Werth, für den cos x ^ — 1 ist. Nun über- 
■ Beugt uns die Gleichung 

coB(a: + M3r) = cos(a:^n;r) (n = + l,2...) 
[.des Weiteren, dafs wir alle verlangten Stellen gefunden haben. 

Die Functionen cosinus und sinus sind also einfach periodisch und 
I ebenso die Exponentialfunclion. Dann aber gehen alle Werthe x, für 
L welche 
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ist, aus einem ersten Xq hervor, wenn mau ganzzahlige Vielfache von 
2cj = 27ci beliebig addirt oder subtrahirt. Es ist 

^±2nni ,= ga?og±2«Äi -^ ß*„ (^Qg 2njt + sin 2n7c) = e^» = a 

und man hat nur zu untersuchen, ob stets ein erster Werth Xq existirt, 
für den 

wird, oder ob die Exponentialfunction (aufser Null) jeden Werth a 

annehmen kann. 

Man setze 

a == « + iß, a?o = go + *^o> 
dann ist 

|a*«>| = e^ = \a\ 

und diese Gleichung hat eine und nur eine Lösung J^ . Es ist noch 
r|^^ so zu bestimmen, dafs 

€*no = cos Vn -f- 1 sin Wn = -> ^z— 

wird. Ist a von Null verschieden und complex, so wird — < 1 und 

dann gibt es nur einen positiven reellen Werth tjq zwischen uud ar, 
für den 

cos 17a «sa -. — • 

'0 \a\ 

In der That: gäbe es zwei Werthe rj^^^ und rj^^^, so müfste wegen der 
Relation 

cos lyj/) — cos iyi«> = — 2 sin -^^^^^- sin '^^^^ 7 "^"'^ = 

der Sinus einer von Null verschiedenen Gröfse, die kleiner ist als ä, 
verschwinden, was nicht angeht. Es gibt somit höchstens einen inner- 
halb der genannten Grenzen liegenden Werth, für den cos i^q = -^-j 

I I 

ist; aber ein solcher Werth existirt gewifs, weil der Cosinus der reellen 
Yariabeln eine überall stetige Function ist. 



Für diesen Werth t^q wird 



a 
a 



2 ßi 



sin^ i^Q = 1 — cos- i^Q = l — 
und 

sin ±th = ± sin Vo = y^^ , 

wo das positive oder negative Zeichen zu wählen ist, je nachdem ß 
positiv oder negativ ist. Wenn ß positiv ist, genügt daher der Gleichung 

eine positive, und wenn ß negativ ist, eine negative reelle Gröfse i^q, 
deren absoluter Betrag kleiner ist als n. Ist /? = 0, so setze man je 
nach einem positiven oder negativen a rj gleich oder n^ und im 
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I 



^alte tt Null ist, entweder i; = " oder - 
Föder negativ ist. 

Die üleichuug e* ^ « ist also ateta durch einen endlichen Werth 
Xf, befriedigt, weuu a nicht Null ist, und darum kann man Jude Zah- 
lengröfse a^ a -\- iß in der Form 

a ^ ff'' = e£i+'i" ^ e^(co3 % + * ^"* '?i>) 
dardtellen und zwar auf unendlich viele Arten, doch weichen in den 

:hiedeneu üarstellungen die Werthe ];„ nur um Vielfache vou 2x 
ron einander ab. Diejenige Darstellung einer nicht negativen reellen 
GrÖlae u, in welcher iij,,! <w ist, heifst die Hauptdargtellung. Diese 
ändert sich stetig mit dem Werthe a, d. b. e^' und iJq ändern sich 
Btetig. Wenn aber a aus dem Bereiche der Stellen mit negativem 
imaginären Bestandtheil nach einer Stelle a' des negativen Theilea 
der reellen Axe übergeht, so mÜBsen die zugehörigen ijg-WerÜie mit 
der unteren Grenze — w nach rc überapiingen, sofern die Stellen der 
kleinsten Umgebung von a, deren imaginärer Bestandtheil positiv ist, 
wieder die Haiiptdarstel lung finden sollen. Mit anderen Worten: in 
der liauptdarstelhing ist »ju an den Stelleu a der negativen Absciasen- 
aze unstetig. 

Man kann n,, offenbar auch aus der Gleichunc sin «n = . 

m (^tt. + fj. 

berechnen und i]^ in das Intervall von — ^ bis -^ e ins chli eisen und 

die positive Grenze zu ihren W^nben zählen, oder man kauu tj,, aus 

einer Gleichung 

r ■'" (' + '•) = y^ 

berechnen, wo s beliebig gewählt ist, und festsetzen , dafs 0< ij,, ^2« 
werde usw. Darnach wird blos die Art der Huuptdarstelluug einer 
ersten Lösung der Gleichung <f ^ a geändert. — 
Man kann jetzt auch jede Gleichung 

sin a: = a oder cos y =^ a 

auflösen, indem man zuerst die Anfangawerthe aus den Gleichungen 

e-' = ia + y'l — d' 

c's = a + y'a' — 1 
CiBiituimmt. Sind die Hauptlüsungeu «<," und x|,*' respective yj," und tff', 
Ibo sind alle übrigen Lösungen 

x[»-±'2nit und — i»' + {2 ih -f I ) w 



1 es ist 



y|j" it 2«^ und — !/!," + ''""') 
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und 

4^) + 4^) = (2* + 1) 7t, y^i) + yW = 2hn, 

wo h irgend eine ganze Zahl bezeichnet. 

Die inversen Functionen der eindeutigen analytischen Functionen 

e* = y, sin ü? = y, cos a; = y 
X t= (p(y) sind unendlich vieldeutige analytische Functionen, denn zu 
einem Werthe der jetzt unabhängigen Variabeln y gehören unendlich 
viele Werthe von x, die allerdings nur um Vielfache einer coustanten 
Gröfse 2ni von einander verschieden sind. Sie genügen beziehungs- 
weise den Differentialgleichungen 

dx y^ dx — ^^^ y ' dx y^ y^ 

und zwar sind der Reihe nach 

a;c=0.y=l; a; = 0,y = ü; a;==0,y=l 

zusammengehörige Werthepaare, und in der Umgebung der Stelle y = ,0 
sind die Wurzeln positiv zu nehmen, weil*y bei den von Null an zu- 
nehmenden a:-Werthen zunächst wächst respective abnimmt. 
Die Stellen 

y = ü,(X); y = ihl,oo; y = + l,cx) 

werden für die neuen Functionen singulare Stellen sein , denn in deren 
Umgebung läfst sich x gewifs nicht als Potenzreihe von y darstellen. 
Die Umkehrungsfunction von cfts x hat — wie wir sahen — in 
der Umgebung der Stelle y = die Entwicklung: 

H^yy) 2 L^ ' ^ 2.4...2n 2n + lJ 

n = l 

Für die Umkehrungsfunction des Sinus folgt mit Rücksicht auf die 
andere Anfangsbedingung: 



»-fi 



x 



V'u; 'J ~ ^ 2.4...2n 2n 



+' 



und deshalb stehen die Functionen (p{y) und ^(y) in dem Convergeuz- 
bereiche der definirenden Elemente und somit in ihrem gemeinsamen 
Stetigkeitsbereiche in der Beziehung 

die entsprechenden Relationen zwischen dem Sinus und Cosinus lauten 
dann 

cos X = sin ^-^ — xj 
sin X = cos (-^ — XJ- — 
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Es soll auch das in der Umgel)aDg der Stelle y =^ l giltige Element 
der ümkehrungsfunction von c* = y angegeben werden. 
Weil die Ableitungen 

dy'^y' dy^~ y«''" dy"""^ ^ ~ yv 
au der Stelle (y = 1 , a; = 0) die Werthe 

1, —1, 1.2, — 1.2.3, ... (-1)''-M.2...(i/-1) 
annehmen, wird 

x^xiy) -5 (- 1)-' {V - 1)! '^p^ = 2^- 1)'- '^-^ '''■ ■ 

Unter den rationalen Functionen der Exponentialfunction a* mit 

Tti 

— X 

den Perioden 2nni oder der Function e" mit der Fundamentalperiode 
2g7 führen wir zunächst noch die folgende an: 

^ "^ f e**'+ 1 cos«' 

die den Namen Tangente von x führt. 

Man kann diese Function tga; in der durch die Beziehung |a;|< o 
definirten Umgebung der Stelle rr = in eine Potenzreihe 






y = 

entwickeln , weil cos x erst für a; = -^ ^'^d "" ^" verschwindet. Durch 
die Methode der unbestimmten Coefficienten findet man aus der Glei- 

/i = 

dafs alle Coefficienten a* mit geradem Index v verschwiuden und die 
mit ungeradem Index der Recursionsformel genügen: 

welche nach der Substitution 

in die folgende übergeht: 
*^.- f»+ >«+ f»,+ ')«.«-■ + (- !)■ (^«2+ ') ., 

- <- 1)" ■ 
Weil a^ und c^ gleich Eins ist, wird 03= 2, C5 = 16 usw. 
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Jede FortsetzuDg des primitiven Elementes besitzt ein oder zwei 
auf einander folgende Nullstellen von cos x als singulare Stelleu. 

Weil an der einfachen Nullstelle (.7 + n)jr von cosa: sina; nicht 

verschwindet, hat tg x daselbst eine Darstellung in der Form 

d. h. die Nullstellen von cos x sind für die Function tgo; aufserwesent- 
lieh singulare Stellen der ersten Ordnung. 

Das Additionstheorem nimmt die in den folgenden Formeln ent- 
haltene Gestalt an: 

8in(Ä + y) ^ t2 frr -I- ii) = ^^^ + -^?y.. 
C08(a5+y) °^ \^ JJ l — tgxtßy 

^^ y; i+tg«tgy 
tg(. + y)-tg(.-y) = 2;'Lt + ^:j. 



Doch weil 



dtgx CO8* .1; + ein* a; 1 1 i •> l 

^ — — = 1 -j- tg- X* = 



dx cos*« ' ° C08*iC 

ist, gilt die Beziehung: 

tg (^ + y) - tg (a; - y) = rztg^o; J-y • 
Für die halben Perioden a ist wiederum 

tg (x + a) — tg {x— tt) = 0, 

daher sind a diejenigen Werthe von y, für welche tg y verschwindet, 
also wird a gleich 2nn. 

Ahnliche Betrachtungen gelten für den Quotienten 



coBo; 



sin o; tg x^ 

der als die Cotangente von x bezeichnet wird. Diese neue Function 
y = cotg x genügt der Differentialgleichung 

'^y = - n + f/2) = L_ 

dx \ i j j sin*« 

und X = ^ , y = sind zusammengehörige Werthe. 

Das Reciproke des Cosinus und Sinus heifst die Secante und Co- 

secante : 

1 1 

- = sec x^ -r- «= cosec x. 

cos X ' Slü 05 

Diese Functionen stehen mit der Tangente und Cotangente in der ein- 
fachen Beziehung 

, = 1 -f. t«'^ a; = sec- x\ ,= 14- cotg- x = cosec* x 

cos*« ' ° ' Bin* 05 ' ^ 



Ableitung der elementaren transcendenten Functionen einer Variabein. 288 
und geDügen den Differentialgleichungeu 

und zwar sind bei positiv gewählten Wurzeln x=0, y= 1 respective 
iV = ^ ^ y = l zusammengehörige Werthe. 

§ 47. Logarithmus. 
Wir wenden uns zur Lösung einer zweiten Functioualgleichung: 

n^) + f{y)'=f{x.fj). 

Die zu suchende analytische Function muls, wenn sie überhaupt ex- 
istirt, in der Umgebung einer Stelle Xq durch eine convergente Po- 
tenzreihe 

darstellbar sein; doch weil in deren Convergenzbereiche 

fix, 4.{x- X,)) = /•(aro(l +^-^^)) = fix,) + /(l + *~-") 
gilt; und 

ist, so folgt, wenn wir an Stelle a^x^ Cy und für ^^ x schreiben, 
auch eine Entwicklung 

f(\ + ^) + f{x^ = Co + ^1^ + ^2^^ H 

Da zufolge der Fundamentalgleichung die Beziehung 

f{x) + /■(!) = /"(a:) 
besteht und daher /*(!) = sein mufs, ergibt sich aus der letzten Ent- 
wicklung für den Werth a; = f{x^ = Cq, und man erhält die Dar- 
stellungen : 

00 OD 

/(l + *) -^c^x^ und fix) = ^c.(x - \r. 

Schreibt man die Functioualgleichung in der Form: 

/•(l + a; + y) = f{\ + a;) + f{\ + -^^-^ , 
SO mufs endlich 



OO OD OD 




c,{x + yy =^2c.x' +2'c,(--y' 



+ 

sein, und wenn wir hier die gleichnamigen Glieder gleich setzen, er- 
hält man die Werthe der noch unbestimmten Coefficienten Cy. 

Zunächst sind die von y freien Terme beiderseits gleich und der 
Coefficient von y* ist links 
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c,+c,+. ("+ 1) :r+c.+, (^ + 2) a;' + . . . =5^^.+. (*' + ") ^ 
imd rechts: 

,1^,. od» ..(,-.|+'Jr±l'.._'l-+.!2i|±')^+...). 

Diese Entwicklung wird leicht aus derjenigen für -j-— durch den 

Schlufs von V auf (1/ + 1) bewiesen. 
Da 



• • • 



^""^ 1.2.3...fA 12 (i 

ist, kann man diesen Ausdruck als den ft*®° Binomialcoefficienten 
der (—1;)**" Potenz einführen und mit ( ^j bezeichnen. Dann ist 



00 



J(7)- 



Der Vergleich der gefundenen Coefficienten von j/" führt auf die Re- 
lation 

oder 

'^'^ 1.2...^ WV ^r 1.2...f* ' 

aus der die Beziehung folgt: 



M-/* -= ^>(— ly* irqi^ (1/ = 1 , 2, ... 00). 

Es ist daher für 1/ = 1 

und wenn man hierin für ft v — 1 oder fi + v — 1 setzt , ergeben 
sich die Formeln: 

welche die voranstehende Gleichung identisch erfüllen. 

Ersetzt man noch c, durch — , so erhält die Potenzreihe für f{x) 
in der Umgebung der Stelle x = die Gestalt 

m = -|(:r- 1) — 2—+-^^ / 

und in der Umgebung der Stelle x^ besteht die Darstellung: 
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Der Convergenzbereich dieser Reihen kann die Stelle i = () nicht ent- 
halten, denn ea vfird 
«o)-«i.)-Ki + i + l + -') 
and hier ist die eingeklammerte Reihe unendlich und f{Xa) ist endlich, 
weil Xff eine Stelle des Stetigkeitsbereiches der Function ist. Die 
Stelle ^=0 liegt aber auf der Grenze des Convergenzbereiches , weil 
die Reiben für die durch die Bedingungen 

I a: — 1 1 < 1 respeetive | a: — x^l < | a:,, | 
I definirten Stellen endlich sind, indem ja der absolute Betrag jedes ein- 
' «einen Gliedes für diejenigen Stellen, wo \x — 1 1 =. 1 oder |z — «ol 
Ikk \X(,\, endlich bleibt. 

Wir behaupten, dafs die zweite Reihe eine Fortsetzung der ersten 
fist. In der That nehmen wir in dem Bereiche \x — 1|<1 eine Stelle 
I an und bilden aus der Reihe ^^(x|l) das Klement 

¥(»|i,i,)-?!(-r,li)+¥'{»,li)^ + rfeli)'--"ir^'+---, 

k'bidem wir die Ableitungen aufsuchen: 

, !|i»(='il)-}2(-l)'+'(C + l)C^-l)'- -^ 

•'(»■I i) - |5'(^ ')'^'"' (c + 1) 'f + 2) • ■ ■ (C + « ~ 1) (» - 1)' 

_(_,>-.t^', 

Ca;' 
\»fi hat dasselbe die Form: 

pwi,.,)-rt.,) + ij!=if:i('^)' 

I tind besitzt den Convergenzradius \x^\. Ist a:, eine Stelle in dem 
I Oonvergenzkreise der neuen Reihe, so folgt ebenso: 

!P(.ii,.„»,)-n..) + i|:tip(5^)' 

fnnd 80 fortfahrend, gelangt man offenbar zu der Reibe 

!|!(»|1, «, , »„ ...X., x.) - fix,) + i2-'y- (^')'' 

I die frOher mit Hilfe des Fuudamentaltheorema abgeleitet werden konnte. 
i'Wir sehen somit, data es eine analytische Function (\x) mit einer 
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willkürlichen Constanteu c gibt, die unserer Functionalgleichung ge- 
nügt. Sie besitzt im Endlichen nur die einzige singulare Stelle a:=0, 
wie der Convergenzbereich jeder Fortsetzung des primitiven Elementes 
ersehen läfst. 

Um die Beschaffenheit der Function f(x) an der Stelle Null zu 
untersuchen; kann man die Reihe ^(x|l) fortsetzen und nachsehen^ 
ob jede Fortsetzung 

mit der ersten Reihe identisch ist. Man wähle hierzu continuirliche 
Wege, welche die singulare Stelle nicht umgeben, und andere, welche 
sie umgeben. Gelangt man auf solche Weise zu verschiedenen Wer- 
then, so ist die durch das primitive Element definirte monogene ana- 
lytische Function vieldeutig. Diese Art der Untersuchung liefse aber 
an Umständlichkeit nichts zu wünschen übrig. 

Erinnern wir uns, dafs die eindeutige Function an einer singu- 
lären Stelle c nicht die Bedingung 

{(x-c)f(x)) =0 
erfüllen konnte, läfst sich aber beweisen, dafs hier 

(xfix)) = b 

x = 

wird, so mufs die neue Function vieldeutig sein. 

Setzt man der Einfachheit halber die willkürliche Constante c==l, 
und bemerkt, dafs der reelle Theil von 

OD 

g,{x) = fix) =^^-=-p!^(x-^lY 

bei abnehmenden Werthen \x\ wächst, so werden den abnehmenden 
positiven reellen Grofsen 

wachsende Functionalwerthe zugehören: 

9(n) < ^W < • • • < <p{r'). 
Schliefst man r' in beliebig kleine Grenzen — und —77 ein und 
stellt die Ungleichung auf: 

wonach 

1 ^/ 1 \ _n _ n n 



2 

ist und die Grofsen 



'.fr] und -^/f-U 
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mit wachBendem n beliebig klein werden, so folgt: 

-'•T(0<-rY(^Vr)<-^/-(-ir)<*. ,. ,, , 

Die Function f(x) ist nach diesem l^atzo wirklich vieldouti;^, und 

pnnn könnt« man fragen, ob f{x) in der Umgebung der Stelle Null ein 

[Verhalten besitzt wie die algebraische Function in der Umgebung ihrer 

Verzweigungsstelleu. Da aber die Function pi' = a: der Diflerential- 



gleichung ■ 



- X genügt« und aus der Differentialgleichung 



Lbei der Zuordnung ; 



= 1 daa Element 



-1)« 



'—2'-;^'^ 



I gefunden wnr, so erkennen wir in der der Fu not ional gleich ung 

l'i':) + fdl) - n':)) 
} genügenden analytischen Function /*(:£) gerade die Umkehrtingsfunction 
der Exponentialfunclion C'^x, und diese ist unendlich vieldeutig, 
da zu einem Werthe x unendlich viele Werthe cy gehörten. 

Die neue Function f{x] heifat der Logarithmus von x und wird, 
im Falle die Constante c => 1 ist, mit log a; bezeichnet. Dann wird 

and hier kann man c so wählen, da^f{x) an einer bestimmten Stelle 
Xo einen beliebig festgesetzten Werth annimmt, lat /"(ai^)^!, so 
heifat f{x) der Logarithmus von x in Bezug auf die Basis x^,, und 
zwar wird dieser künstliche Logarithmus durch die Logarithmen für 
die Basis e (wo c =■ 1 ist), welche natürliche heifaen, in folgender 
[ Weise darzustellen sein: 

'' -* loga:„ 

I In der Anaijsis wird durchwegs der natürliche Logarithmus verwendet. 
Da jede von Null verschiedene, nicht reetle negative Zahlengröfse 

^ (i -\- iß auf eine einzige Art in der Form 

o = (^„ = ei.+ '-'j., = e^(cos t/o + i sin );„) 
dargestellt werden konnte, wo 

ißt und die reelle Grolse »jo einen absoluten Betrag kleiner als jc besitzt, 
80 wird der Werth des natürlichen Logarithmus von a 
log« = |„ + ».jo = logl«: 4- iti^ 

k-Dad alle anderen Werthe gehen durch Addition ganzzahliger Vielfacher 

■der Gr&fse 2xi hervor. 
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Mau bezeichnet den erstgeuanuten Wertb des natQrlidien Logi 
rithmus als Hauptwoik Log a oder log nat a. 

Als Hauptwerth negativ reeller Zahlengröfsen a wird die Gr&fse 1 

lo + i« 
definirt. *) — 

In der Umgebung einer endlichen Stelle a existiren die unendliclr J 
vielen Elemente 

log j - Lgg a + '2mi +2'-=^(^)' 

Die Fortsetzungen eines Elementes, welche nicht mit denen eines J 
zweiten übereinstimmeu, constituireu einen Zweig des Logarithmua, i 
und der Inbegriff der Uauptwerthe, der aus demjenigen Elemente her- ' 
vorgeht, iu welchem w ^ ist, heil'at der Hauptsweig der Function. 

Der Logarithmus hat die beiden singuläreu Stellen und ao und 
ist in dem durch diese Stellen begrenzten Continunm durchwegs end- 
lich und stetig, der einzelne Zweig aber ist längs der von bis — oo 
sich erstreckenden negativ reellen Axe unstetig, indem tjj zufolge 
der früheren Festsetzungen bei Überschreiten dieser Axe aus dem 
Gebiete von Gröfaen mit negativ reellem und imaginärem Bestandtheil 
um 2n wächst. Setzt man aber den Logarithmus mit Hilfe der Po- 
teozreihen fort, so kommt man bei dem Überschreiten des negativen J 
Theiles der Abscissenaxe in das Gebiet eines nächsten Zweiges etwa I 
aus dem des »"" in das Gebiet des {n — l)'"" Zweiges. 

Da der Übergang von einem Zweige in einen anderen auf geschlos- J 
senem Wege nur moglieh ist, wenn der von dem Wege begrenztal 
Bereich eine singulare Stelle enthält, so kann die Fortsetzung des 1 
Logarithmus von einer Stelle a aus zu keinem anderen Werthe in a 
fuhren, sofern der bei der Fortsetzung eingehaltene geschlossene We^ 
die Steile a: = oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Stelle oo , 
nicht umachliefst, selbst wenn man dabei aus dem Gebiete eines Zweiges I 
in das eines anderen und dann wieder in das des ersten gelangen sollte. 
Ein geschlossener Weg um die Stelle Null, der aber die negative Ab-J 
scissenaxe »»mal im Sinne der wachseudeu und «mal im Sinne der | 
abnehmenden Grössen i^g überschreitet, führt zu dem um 

2(,«-«)»i 

vermehrten ursprünglichen Functional werthe , der dem (m — »)''" Zweige 
angehört, wenn der Uauptzweig der nullte beifst. 



•) Kb i»t beBOaders der Haaptwetth ? 

IöEl=0, log(-l) = i«, 

iog( = ^in, !o<r(— rl = 



i , log e" = 
\agc^ = x. 
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Es ist noch interessant, die Beziehung der iß dem einzelnen 
kSEveige befindlichen Werthe des Logarithmus zu den Yariabelnwerthen 
l'BufzuBucheu, wie sie bei der geumetriscfaen Betrachtung sich präseutirt. 
Wenn mau in y = logj; x alle möglichen Werthe beilegt, bo 
rwerden die zugehörigen y-Werthe eines Zweiges nur einen Parallel- 
streifen in der j/-Ebene ausfüllen, und zwar eatsprecheii deu unend- 
lich vielen Werthe n des Logarithnina au einer Stelle x unendlich viele 
Punkte (/, die in den nueudUch vielen Parällelstreifeu homolog liegen. 
Einem Kreise \x\ = r entspricht in dem einzelnen Streifen eine 
Ll'olge von Punkten gleichen reellen Bestaiidtheiles usw. 



§ 48. Die allgemeine PotenK, 

Den bisher behandelten Function algleiehungen 

/•W ■«!(,) - «« + y), fi') + m - fi's) 

i der Form sehr nahe verwandte sind die folgenden 

m -m = /■(^y), Rx) + /■(!/) = f{x + y). 

Wir wissen bereits, dafs es analytische Functionen mit einer der 
CUer ausgesprochenen Eigenschaften gibt, denn die ganzzablige Potenz 
Itf" genügte nicht allein der Kechnungaregel 

f-flOndern ck war andererseits 

\ und ferner ist f ^= ax eine analytische Function, welche der zweiten 
Fonctionalgleichung genügt, denn es ist 

ax -\- ay ^ a{x + y). 
r Suchen wir zunächst die allgemeinste Function, welche der zweiten 
I Gleichung entspringt, so haben wir anzusetzen, dafs einmal 

Kijst. Doch weil f(Q) = sein mufa, existirt auch eine Entwicklung: 

/"(«)■ 



= 2. 



I and nun gibt die Substitution in die Fuuctionalgteichung die Identität: 

"^c.iz 4- yr = "^c.x' -f-^C!/'- 
L.Da die hier uothwendigeu Beziehungeu 



C+e^,(^+'^y + a^,{^ + ''y' - 



(.• - 1, 2, . . ,) 
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lehren, dafs nur Cj von Null verschieden sein kann, haben wir bereits 
die allgemeinste Function der verlangten Art in f{x)^=ax angegeben. 

Für die der ersten Functionalgleichung genügende Function er- 
geben sich zunächst die folgenden Eigenschaften: 

f{Xi .X^...Xn) = fiXi) .f{x^) . . . f{Xn), 

(/■(«))» = f(.x') , --^- = / (^, ) = fix-') = (f(x}y 

WO n gauzzahlig ist. 
Setzt man 

OD 
9 = 

und bildet 

fix) = fix, -\-(x- X,)) = /•(a;,)./-(l +*=:5.) 



\—n 



fix,)^a.xl{^--^^^)\ 



SO wird für a; = x,, cro = l, und wenn man wie früher a>a;J = c„ und 

für ^"3^ X setzt, wird 
x^ 

CO ce 

fix + X) = 1 +^c,x-' und fix) = 1 +2^^.(0; - 1)\ 

Weil endlich 

AI + a; + y) = /(l + ar)./^(l + ^^ 
ist; besteht die Beziehung: 

und hierin ist der Coefficient von y" linkerseits 
rechterseits hingegen 



cA\ + 



2 c,.') • (i + (-/)- + (V) -' + 



oder bis auf den Factor Cy 



Darnach wird 
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Schreibt man wieder anstatt c, c, so geben diese Beziehungen für 
i; =r 1 der Reihe nach die Formeln : 






_c(c-l) __ c(c-l)(c-2) 

h i .2 ' ^3 — — 1 .o;3 

^ ^ c(c-l)(c-2)...(c-/t + l)_ 

X»M»0 •• • ft 



Diese Ausdrücke, welche wieder aus c so zusammengesetzt sind wie 
die Binomialcoefficieuten; auf dafs wir 



'•"""(/*/ 



setzen können, erfüllen die früheren Gleichungen mit einem beliebigen 
Werthe v identisch, d. h. die Coefficienten sind bereits allen Forde- 
rungen gemäXs bestimmt. — 

Das verlangte Functionenelement lautet nunmehr: 



f{x) = i+^{l)ix-iy 



und es ist auch: 



f{l + x) =^{l)^ 



und in der Umgebung einer Stelle Xq besitzt f(x) die Darstellung 



A-)-r(a.o)5(:)(^)- 



wo nun 



(^\ für 1 gesetzt ist. 

Weil f{l + x) für ganze positive und negative und auch für ge- 
brochene Zahlengröfsen c gerade mit {l-{-xy übereinstimmt, bezeich- 
net man die hier definirte Function allgemein mit 

f{l + x) = {l+ xY und f(x) = af 

und nennt sie die allgemeine Potenz. In diesem Zeichen lautet die 
Functionalgleichung 

Zur näheren Untersuchuug der allgemeinen Potenz bringen wir die- 
selbe mit dem Logarithmus in nahe Verbindung. 
Indem man die Gleichung 



19 
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logarithmirty d. h. 

•og (M.fiy)) = \ogf{x) + log f{y) = log^^y) 

bildet, — was functionentheoretiscli keiner Erläuterung mehr bedarf, 
da man in einer convergenten Potenzreihe die unabhängige Variable 
durch eine Potenzreihe in einer neuen Variabein ersetzen darf , — so 
erscheint logf(x) als eine Function, welche der Fundamentaleigen- 
schaft des Logarithmus theilhaftig ist. Man kann deshalb 

logf{x) =^ (p(x) ^= clogx 
und 

setzen , wo unter log x zunächst der Hauptwerth des Logarithmus von 
X zu verstehen ist. Die Function f{x) genügt der Differentialgleichung 

wob^i rc = 1 und f{x) = 1 zusammengehörige Werthe sind. Diese 
Differentialgleichung kann man durch die beiden nachstehenden er- 
setzen : 

-^j=z und ^ = cy 

und dann hat man ^ = a:=l,yB=»l zuzuordnen. 
Für ganzzahlige Werthe von c gilt 

f(x) = gm log» e= (glogx)m =_ /pm 

d. h. f(x) wird eine ganze rationale und eindeutige Function. Gibt 
man log x irgend einen seiner Werthe 

Log X + 2n3rf, 
so bleibt g^io«« immer ungeändert, weil c2mi««i__. i jg^^ 

In dem allgemeinen Falle schreiben wir f{x) auch als eine Potenz 

f(x) = x', 
deren Ableitung 

-/- = cx^' 

dx 
ist, und verstehen unter xf^ umgekehrt diejenige Function, welche in 
der Umgebung der Stelle Xq die Darstellung zulälst: 



OD ^00 



[|'-r'(^)^}' 



Ordnet man diese Reihe nach Potenzen von (x — Xq), so findet man 
wieder die frühere Potenzreihe 



— -.•2(;)(^)' 



M = 
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f und diese wird gewifs ao lange convergiren , als 
l*-^ol<l^ol- 
Die allgemeine Potenz bat demnach auch die singaläre Stelle 
I x=»0. Ist c eine ganze negative Zahl — m, so wird j:-" die aufser- 
wesentlicb Bingulüre Stelle x = besitzen, aber sonst überall regu- 
lären Verhaltens sein. Ist c eine rationale gebrochene Zahlengrörse - - , 
die auf keine kleinere Beneunung zu bringen ist, so wird 

ndeutig, denn wenn mau för log z der Reihe nach alte Werthe setzt, 

ao kann mau neben dem Hauptwertbe der Potenz: e" ^ x" nur 

die weiteren (n — 1) verschiedenen Werthe: 



auffinden, iudei 



(k^ 1, 2, ...n-1) 



ist. Der Fuuctiouaigleiohung zufolge ist 

and darum ist x' auch als die durch die algebraische Gleichung 

y — a?" =- 
defiuirte algebraische Function y mit der (« — l)facbeu Verzweigung«- 
stelle X ^0 aufzufassen. 

Haben in dieser Gleichung wi und n den geraeiusamen Theiler k 
und ist M ^ vk, m = fik, so hat die algebraische Function wohl n 
Werthe, aber die \—) Potenz von x nur v Werthe, man darf daher 
— wie wir schon früher sahen — die «" WurzCl aus der m"" Potenz 
Ton X nicht ausnahmslos als gebrocliene Potenz hinstbUen. 

Wir geben hier gelegentlich die n LÖBungen der Gleichung 

• j,- _ I 

oder die n Wurzeln aus der Einheit an. Sie lauten offenbar 



I, 



(A = (^, 1 . a, . . 



und sie sind als Potenzen einer einzigen e, 
_x und H relativ prim sind, indem 



darzustellen, wo 
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verschieden ausfallen und die n**^° Potenzen dieser Gröfsen offenbar 
den Werth Eins annehmen. Wäre nämlich 

und hierin Vj und v, + ''2 kleiuer als n, so raüfste fj = 1 sein, und 
das ist nach den über x und v^ gemachten Festsetzungen unmöglich. 
Man nennt eine solche Wurzel £< cio^ pi'imüive n'* Einlmtswurzel, 

Ist endlich in der Potenz af c eine irrationale oder complexe Zah- 
lengröfse, so wird die Potenz unendlich vieldeutig, denn den zwei zu 
einem Werthe von x gehörigen Werthen des Logarithmus von xi 

log X '\-2m%i und loga: + 2nÄi 

entsprechen verschiedene Werthe 

^(log«-|-2m/ri) gcilogr + ÄnnO 

indem in 

c{m — n) keine reelle ganze Zahl sein kann. 

Ist c eine beliebige Gröfse, deren absoluter Betrag gröfser wird 
als irgend eine vorgegebene Gröfse, und bildet man 



c 



so ist in dem Giltigkeitsbereiche dieser Identität der absolute Betrag 
der Summe 

füi' unendlich gröfse c kleiner als jede beliebig kleine vorgegebene 
Gröi^e und daher kann man setzen: 



(('+?)*)-«•• 



C = 00 



Wenn wir bei jedem Werthe von m 

setzen können, wollen wir auch die Expouentialfunction c°* auf die 
Form einer Potenz a* bringen. Indem wir c = log a setzen, wird 

und die diese Function definirende Reihe lautet: 



. , glogg , jx lo g q)« , 
' 1 ' 2! "• ' ' 
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[ und die Ableitung ist: 



: lug a.a' 



^H und 

^^P FQr den Logarithmus von a darf man jedeu beliebigen Werth seiner 
^^1 WertJie wühlen, daher wird die Exponentlalfunction n' erst beHtimmt 
^^V sein, wenn loga festgesetzt ist. 

^^P Werfen wir noch einen Blick auf die Umkehrungsfunctionen der 

^" Functiuuen y = sina;, cosj:, tgjr, cütga:, die als rationale Functionen 
der Exponent) alfmictioii eingeführt waren, ao ist klar, dufa jene als 
[jogarithmen algebraischer Functionen von y erscheinen rnUaseu. 
Es war z. B. 



y = tg X = 



t tmd weil nun 
■ ist, vird 



1+«= 



' \-iy 



i-^r^^-^'BCi'P 



Bemerkt man, daTs neben 

iog(i+.) -2-"Hr~''' 

die Darstellungen 

lo«(l-.)_-2^ ,mJ logC-tJ = L'^'lJ^ 

gelten, ao folgt fUr die Umkehrungafunction der Tangente von x in 
der Umgebung der Stelle y = die Darstellung: 

Die durch dieses Element definirte Function, die Arcustangente 
von y heilst, ist unendlich vieldeutig und zwar gehen alle Werthe aus 
einem ersten hervor, indem man diesen um ganze Vielfache vuu 7t 
nehrt. Da atctg y der Differentialgleichung genügt 
dx 1 

wobei y^O und i^O zugeordnete Werthe sind, wird diese Func- 
tion überall regulären Verhaltens sein aufaer au den ünendlichkeits- 
stellen von (l -j- y')~' > d. h. an den Stelleu y = +i. Dasselbe He- 
1 anltat ergibt sicli aus der Bemerkung, dafa 

arctgy = lilog(J^-;p 

I an denjenigen Stelleu nicht regulär ist, für welche das Argument des 
\ Logarithmus verschwindet oder unendlich ist. 
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Für arctg y mufs sich deshalb in der Umgebung der Stelle y = cx> 
eine Entwicklung angeben lassen , die nur positive ganze Potenzen von 

( — j enthält. Das ist wirklich der Fall, denn wenn man 



*-i\ _ . /H-*r 



arctg y = ' t log 1 — ^ | = ^ + 1 »log ( J 

" -7+7 V-J 



m 

setzt, wo ^ der dem ( — 1)'*" Zweige angehörige Werth von- log (—1) 

ist, so führt die Anwendung der früheren Formel für log(r^^ zu der 
Darstellung: 

. n / 1 11,11 \ 

arctgy = -^-{y -^^ + 3^-5- ) 

Zieht man nun die Umkehrungsfunction von 

y = cotga; = ^äv, ^ , 

e — 1 

die Araiscotangente von y, in Betracht, so findet man mit Hilfe der 
Gleichung 

^ iy+ 1 

arccotgy = J. log(^VJ-^i) = ^- | l^gClfT?). 

wo ^ den Hauptwerth von -^ log (—1) bezeichnet. Jetzt folgt die 

Beziehung 

arctg y + arc cotg y = |- , 

deren entsprechende für die Umkehrungsfunctionen des Sinus und Co- 
sinus schon oben abgeleitet wurde. 

Wegen dieser Relationen, denen die Gleichungen 

sin X = cos (j-x), cos x = sin(^- - x) 

igx = cotg(y — x) , cotg a: = tg (^ — x) 

zugehören , haben wir nur nöthig die Umkehrungsfunction je einer der 
Functionen sin und cos oder tg und cotg zu untersuchen , die unter dem 
Namen der trigonometrischen Functionen zusammengefafst werden. 

Für die Function arctg y sind die Stellen y «= -f-i, — i Verzwei- 
guugsstellen, und in dem durch diese Ausnahmsst^Uen begrenzten Con- 
tinuum ist die Function durchaus stetig, nur der einzelne Zweig wird 
aufser diesen Stellen längs einer von +f nach — i führenden Linie, 
welche nicht zwei oder mehrere Continua vollständig begrenzt, unstetig 
sein, derart, dafs der Functionalwerth des Zweiges bei Überschreiten 
dieser Linie um die Gröfse tc wächst oder abnimmt. 
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Bei der hier genannten Linie, welche der von der Stelle Null 

InBch — cx> führenden UDstetigkeitattnie des Zweiges des Logarithmus 

[ entspricht, kahen wir eiuer grofsen Willkür Raum gelassen, da mau 

I — wie früher hervorgehoben wurde — auch die Unstctigkeitsliuie des 

Loganthmus verschiedenartig wählen kann. 

Die ürakehningsfunction von 

y = sin a; •= - (*" — ^~"}j 
fQr die wir schon ein Element aufgestellt haben, läfst sich wegen der 
Gleichung 

e*'* — 2»y e" — 1=0 
durch die Formel 

X = arc üiüy =■= — i log (iy A- Vi — y') 

rdefiniren. 

Da wir die algebraische Function iy + f^l — y' und den Loga- 
rithmus vollständig kennen gelernt haben, sind wir auch im Stande, 
die neue Function arc sin y zu untersuchen. Wir stehen davon ab 
nnd verweisen auf eine ausführliche Darlegung ihrer Eigenschaften in 
Thomae's Functionen theorie auf Seite 102 ff, 



§ 49. Der Cosinus und Sinus ganzzahliger Vielfacher 
des Argumentes. 
Wir wollen an die Untersuchung der allgemeinen Potenz die Ab- 
leitung einiger späterhin nothwendiger Ausdrücke für 



auschliefsen. 
Da 



ist, wird 



s nx und siu nx 



^ cos ?tx -f- (■ sin a: = (e"")" i= (cos X -\- i sin x)' 
-- cos nx — i siu x = (e~")" =^ (cos x — »sin x)" 



, ((cos X -\- i sin x)" -\- [cos x - 
, . ((cos X -|- i sin x)" — (cos x - 



sin nx = „".-({cos a: -(- i sin x)" — (cos x — i sin ic}"). 
' Bezeichnet n irgend eine endliche Zahlengröfse , so kann raon ^Hl!t? 

I _ COB* iD 

[ und ' °^ in dem durch die Bedingung jtgx| <1 deßnirten Bereiche 

um die Stelle a; .=■ in eine Potenzreihe nach Potenzen von tg x ent- 
wickeln, denn daselbst wird man die in den Ausdrücken: 



k 



3 nx = -^eos'',i;((l -f- i tg a:)" + (1 - i tg x)") 
i nx = ., cos"3;(ll + » tg x]" — (l — i tg a:)") 



cos*"^a; siu^ic — 
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auftretenden n*°" Potenzen der Binome 1 + i tg ^ in der genannten 
Weise darstellen können. Weil tg a; = 1 ist, sobald 

sin X = cos (y — x\ = cos x 

wird, so sieht man, dafs a; = + -,- die der Stelle x = nächstlie- 

genden Stellen sind, für die die in Kede stehende Darstellung zu ex- 
istiren aufhört. 

Setzt man voraus, dafs n nur eine ganze Zahl sei, so werden 
cos nx und sin nx als rationale Functionen von coso: und sin nx aus- 
zudrücken sein, und zwar gilt: 

cos nx = cos* ^ — (2 ) cos^-^a? sin^x + (4) cos*~^a; sin^o: — • • • 

1+ sin* X 
+ ( I jcos X sin*-' X 

sin nx = ( j j cos*~'a? — (3) cos*-^a; sin^^a; -f- (5) 

1+ ( t ) ^«s ^ sin*-^a? 

+ sin* x , 
je nachdem n == Ü, 2, 1 , 3 (mod 4) ist. 

Ersetzt man cos^ x durch 1 — sin^ x, so erhalten diese Formeln 
die Gestalt: 

cos nx = cos 2vx = (1 — sin'^ xy — (2 ) (^ "~ ^^"^ ^)*~* ^^^^ ^ + 
coswa; =s co8(2v4"l)^ = cos;^; (1 — sin^a;)'' - [2)^-—^^^^^^^^^^^^-\- 

sin nx = sin 2 va: = cos x\ ( j ) (1 — sin^ a;/~"* sin a; — 

— (^ (1— sin^a:)^-*sin'»a: H f- (- 1)""' ( ^ Jsin»-»^;] 

8iuw.t==sin(2i/ + l)^=( j^](l — sin'^a::)*'siu:f — ( j^)(l— sin2a;)•'■*sin'ie:4- 
• • • + ( — ^y sin*a;. 

Entwickelt man die rechten Seiten nach steigenden Potenzen von sin Xj 
ersetzt aber den Binomialcoefficienten 
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(--«) du„,. (^), 



so kanu man den Coefficienten von ( — 1)^ sin*^ a; in dem Ausdrucke 
für cos 2r:z; auf die folgende Form bringen: 

n{n-2),..{n—'>ti + 2) r(2it* - 1) (2/i — 3) . . . 3.1 , (2/t— 1) (2(!i — 3) . . . S n_— 1 
1^3... 2a 1 l 2A...{2'ii-2)2fi "'" 2.4 . . . (2/i — 2) "~ 2 

, (2iu — l)(-2iu-H)...5 (n — l)(n — 3) , ^ , (n— l)(n- 3). . . (n~ 2ha 4-1)1 

' 2.4..."(2|Lt-4)" 2.4 "T • • • "T" " 2. 4!. .2/4 J 

und wenn man in der Klammergröfse für (2/i — 1) a und für (n — 1) 
2) schreibt, erscheint diese in der übersichtlichen Gestalt: 

o^ — 2)...(a — 2/[i+2) , a(a— 2)...(a— 2fi+4) 6 , a(o— 2)...(a--2^tt-f6) &(6-2) 
2.4. ..2/i ' 2.4...(2|Lt — 2) " 2 •" 2.4. ."."(2/4 — 4) 2\4 

, , a_ 6(6 — 2)...(6— 2 j[t + 4) , 6( 6~2)...(6 — 2|!i+ 2) ^ 

''**•" ~2 2.4...(2f*-2) ' 2.4.. .2/» ' == 

ja+b) (o+ 6 — 2)...(a +6— 2/i+ 2) 
=3 - 2.4...2I* 

Die Anwendung dieser von Gauchy benützten Hilfsformel*), die mau 
leicht bestätigen kann^ führt auf die Darstellungen: 

coswx = cos2vrc = 1 — , -.sm^aJH — -—. — ^sm^a; ^^ ^rr sm^x 

2 1 4! 6! 

I I / 1 NT ♦»'(»»* —2«) . , . ( n«— (n— 2)») . , 

+ ••• + (— i)* — ^ — — 'j — — - sm" X 

cosna;=cos(2v + l)^ = cosrc 1— .^ - sin^a:+^ 41 sin^a; — 

I / i\V (n« - 1«) (n« - 3«) . . . (n« - (n — 2)«) • „ , 1 

h (- 1) * (n-i)l ~~ sin»-ia;J 

• o [♦» • n(n«— 2«) . - , n(n«— 2«)(n«-4«) . . 

Li Ol Ol 

+ (- 1) ' (n --T)T^ ^ ^'^ ^J 

• /o I i\ ♦» • n(n*— 1*) . .. , n(w*— l*)(n*— 3«) . e 
sinMa: = sin(2r+l)^= .sina:— ■— . - sm**a;+ -^^ t^.- -sm^x — 

. / 1 V 7- ♦»(♦»* - ^•) (w* - 3«). . . (n» — (n - 2)») . , 



Setzt man an Stelle des Argumentes x (-^ — xj ein und be- 
merkt, dafs 



*) Siehe Algebraische Analysis (deutsche Ausgabe von C. Itziguohn) 
Cap. 4 § 3. 
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cos 



2i/(-^ — o;) = (— 1)" cos 2vx, 
cos (2 V + 1) (-^ - a;) = (— 1)- sin {2v + l)a;, 

sin 2v (-^ a;) = (— 1)"+* sin 2vx, 

sin (2r + 1) (^ — a;) == (— !)•' cos {2v + l)a; 



ist, so erhält man noch die Formehi: 



n' 



( — 1)* cosno; = ( — 1)" cos2va; = 1 — ^: cos^a; + 



n*(n« — 2«) 



cos' X 



4 /r — 



2! ' 4! 

n«(n« — 2*)(n«-4«) . , 
> <-^ ^ cos® a; + • • • 



6! 



n-1 



n+2 



n (n«— 2«)(n«- 4«) 
5! 



COS^Ä 



_...] 



( - 1) * COS na; = ( — ly cos{2v + l)a; 

= Sin a; 1 r-j— cos^a; + ^ ^j -cos^a? 

(— 1) ^ sin nrc = (— l)H-i8in2va; 

[n n(n* — 2«) « , 
Y COS X —^. — ^ cos^ a;4- 

(- 1)"«' sin na; «= (_ 1)" sin (2i; + l)x 

«= — cosa; ^ — -. — cos^a: + — ■■■:- ^cos^a; — • • • 

1 8! ' 5! 

Man sieht also, dafs cos 2i/a; und sin (2i/ -{- l)a; als rationale 
Functionen von cos x oder sin x allein darzustellen sind. Das Um- 
gekehrte findet nicht statt; vielmehr ergibt sich cos x und sin x aus 
den Gleichungen als die Wurzel einer Gleichung n**° Grades, die wir 
später angeben werden. 

Anhang. 

In diesem Capitel sei nur noch einer wichtigen Reihe Erwähnung 
gethan, welche eine analytische Function definirt, die alle durch 
unsere Functionalgleichungeu bestimmten transcendenten Functionen: 
die Exponentialfunction, den Logarithmus und die allgemeine Potenz 
umfafst. Diese Reihe lautet: 

45W= i-f-Yy^-T - 1^2 y(Y+l)^ "^ r.i.T f(y-+i)(y+2r "^ 

00 



r = 



wo die Constanten a, ß^ y der Bedingung genügen müssen, dafs die 
Gröfsen 



a. 



a 



"+1 



y + (y + 1) V + v' 
aß + {a + ßjv + v^ 



(r== 0,1,2...) 
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a andernfalls hätte 



vaicht unt^r jede angebbare Gröfse herabsinkei 
Idie Poteuzreihe keinen Couvergenzbereich. 

Bezeichnet man die durch das angegebene Element detinirte ana- 
llytisohe Function mit 

fj = Fia,ß,y,x), 
80 wird zunächst bei unendlich grofaem \ß\ 

denn der Coefficient von —f, nämlich {ß Iß -{- !).,.(/ 
Tfird Eins. Ferner ist 

log(l +x) = xF{\, 1,2,— a:) 
.og(l±D-2«F(i,l,|,»0 

new. Die Frage nach Functionen bestimmter Art, di 
enthatten sind, z. B. den algebraischen Functionen, 

I ist ja bereits hei geeignetem a in (l-f-a^)" angeführt, 
send dort, wo F(a, ß, y, x) durch eine übersichtliche Functionalglei- 

: chung defintrt ist, in die vielleicht auch die Ableitungen von y nach 
as eintreten. Man wird also zur Untersuchung der Function F{R,ß,y,x) 
besser daran thun, wenn man an der Uand des Elementes zunächst 
die Differentialgleichung aufsucht, welcher dieselbe genUgt. 
Bildet mau die Ableitungen: 



i + «- \)ß-) 



in Fi^,ß,y,x) 

ind eine solche 
ätellt man paa- 



i^_ 



«(0 + 1) 



Kr+ii 



F(o+2, (3 + 2, ,+2, 1) _ «(„+ 1) «ity^F, 



I und allgemein : 



o(.+i)...(„+»-i)i<tt;>^:iM^|j'(.+„,^+„,,+„,x), 

I Bo findet man leicht die von Gaurs angegebene Beziehung zwischen 
[ F, F^ und Fj bestätigt: 

'y{y-\-l)F-(y+l)iy-{a-\-ß+l)x)F,-(a + l){ß-\-l)x{l-x)F, = 
L'Und wegen dieser Identität besteht für y die Ditferentialgleichung : 
^ I y-(c + g + l)g dy ag_ f. 

I die nach der Substitution j- =■ y, durch das canonische System zu 
ersetzen ist: 

^ = x(i-x), ^ = x{l-x)y,, 

'^J;^(y-ia-\-ß+i]x)y,~t^ßy, 



302 l^^nftea Capitel. 

dem mau nun leicht die singulären Stellen für jede particuläre Tnte- 
gralfunction, die von der Zuordnung der Anfangswerthe von oc, y, y^ 
zu ^ = abhängt^ entnehmen kann. Man sieht ^ dafs y als Function 
von X überall regulären Verhaltens sein wird^ ausgenommen an den 
Stellen a; = 0, 1, cx), wenngleich daselbst für besondere Int^gralfunc- 
tioneu y auch convergente Potenzreihen: 

existiren können, wobei die Gröfsen a^f a^f a.-^ nur specielle Werthe 
haben dürfen.*) 



*) Es iet hier nicht der Baum , diese wichtige Differentialgleichung zu unter- 
suchen, ich verweise deshalb den Leser auf die Originalabhandlungen von: 

Gaufs: Disquisitiones generales circa seriem inünitam. 

Riemann: Beiträge zur Theorie der durch die Gaufsische Beihe 2^(af, ß, y, a;) 

darstellbaren Functionen (ges. Werke). 
Schwarz: Zur Theorie der hypergeometrischen Reihe (Journal für reine und 

angewandte Mathematik Bd. 75). 




I 
I 



Einleitung. 
Darstsllung der ganzen transcendenten Function durch Produote." 
ParsteUung jeder Function mit einer wesentlich singulären Stelle. 

Eine eindeutige aDaJjtische Function einer Verünilerlichen mit 
blos aiifserw es entlieh singulären Stellen war »teti ah Ijuotieiit ganzer 
rationaler Functionen darstellbar; eine eindeutige Function, die im 
Endlichen Überall regulüreu Verhatteus ist tind die einzige (wesentlich) 
singulare Stelle oo hat, konnte man durch eine beständig cenvei^ente 
Potenzreihe defioiren usw. 

Darnach liegt die Frage nahe, ob man auch die arithmetische Ab- 
hängigkeit des Werthes einer eindeutigen Function von dem Werthe 
der Variabein angeben bann, wenn fflr die Function singulare Stellen 
in beliebiger Anzahl vorgelegt sind. 

Diese Frage ist für die neuere Functionentheorie charakteristisch, 
indem sie zwischen dem Euler'achen Functionenbegriff, der mit dem 
Begriff des arithmetischen Ausdruckes zusammenfällt, und dem Toa 
Cauchj auf die Stetigkeit gestützten Begriff einer Function vermit- 
telnd eintritt; sie definirt die analytische Function durch ein System in- 
einander forteetzbarer Poteuzreilien und lehrt hinterher, wie man den 
arithmetischen Ansdruck einer solchen Function einheitlich bestimmt, 
wenn ihre Unstetigkeitsatelleu gegeben sind. 

Die (irundlage für die Beantwortung der betreifs der eindeutigen 
Function einer Variabein gestellten Aufgabe bietet die Darstellung der 
ganzen Function mit unenendlich vielen Nullstellen als Product von 
Factoren, die nur au einer Stelle verschwinden und die Darstellung 
einer Function mit unendlich .'ielen singulären Stellen, die eine Grenz- 
stelle c haben, als kSumuif '.n Functionen, deren jede aufser au der 
hier auftretenden wesej'' .singulären Stelle c nur an einer der ge- 

gebenen Stellen iry*^ Verhaltens ist, — 
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Bevor wir aber die Bestimmung einer ganzen rationalen Function 
mit vorgeschriebenen Nullstellen a^^a^, ... a„ und einem bestimmten 
Werthe Ä an einer von den a^ verschiedenen Stellen x^ in der Form 

n 

auf den Fall einer ganzen transcen deuten Function ausdehnen^ für die 
unendlich viele Nullstellen vorgegeben sind, müssen wir einige Be- 
merkungen über unendliche Producte analytischer Functionen fvipc) 
vorausschicken. 

Angenommen, dafs jede der Functionen fr{x) auf die Form ge- 
bracht sei: 

so wissen wir, dafs 



-FW = 77(1 + 9,(«)) 



v=l 



nur dann an einer Stelle on^ convergirt, wenn auch 

CO 

endlich ist. Damit also das Product eine Bedeutung habe, ist noth- 
wendig, dafs die Functionen q>f(x) einen gemeinsamen Convergenz- 

bereich besitzen und^^ 9>y(a?) wenigstens in einem Theile dieses ße- 

reiches convergirt. Wir sind aber nicht im Stande zu zeigen, dafs 
das Product eine analytische Function darstellt, wenn wir nicht auch 

CD 

annehmen, dafs diese Summe ^^ 9>y(^) in einem Bereiche {A) gleieh- 

mäfsig convergirt. Dann aber convergirt das Product gleichmäfsig, 
ist daselbst stetig und definirt eine analytische Function; d. h. man 
kann dann nach Annahme einer Gröfse a eine solche ganze Zahl n 
finden, dafs der absolute Betrag des Productes 

iJfrix) und Ylax) 

für jedes m' und ein w > n und jede Stelle des Bereiches {A) von 
Eins um weniger abweicht als b anzeigt, und ferner wird jF(a?) in ge- 
wisser Nähe jeder in dem Bereiche {A) liegenden Stelle a der Bedingung 

\F[x)^F{a)\<B 

genügen und endlich durch eine Potenzreihe darstellbar sein. 
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r Veränderlichen, 



Obwohl die gleichmäfaige Couvergenz einer Reihe^^ 9>t(a^) noch 



roiclit die der unbedingten Couvergenz nach sich zieht, womit nicht 
behauptet ist, dals wirklich gleichmärsig convergente Reihen existirBD, 
die nicht auch unbedingt convergent aiiid, setzen wir bei dem Beweise 
voraus, daTs diese Reibe gleichmäfsig und unbedingt convergire. 

Dann kann man ein » so angeben, clafs nicht allein für jedes 

I ^, 9'r(^) < <*. sondern auch ^, |^,(3;)| < tf 
wird. Bezeichnet man hierauf 



2J(14-9,W) = 1+S„ und fj{\ -hl'PAx)]) = \ -\- S: 
I (wo die l^itC^Jl < 1 seien), so wird 

1 0(1 + "?.(*)) I = 1 1 + s-n 1 g 1 + 1 s™ I < 1 + ä;. = 



und man siebt, dnfa unser Product wirklich unbedingt und gleich- 
mäfsig couvergirt. Dasselbe definirt aber auch eine analytische Func- 
tion, denn wenn man 

\ + <Py{x) durch e^vW-i^^'J+iy.'i-)--^ 
= e?,<f) ■'/',(*) = ei.oB;(i49'vW) 
I ersetzt und beachtet, dafs keine der Functionen ii,(x) in dem Bereiche 
I (A) einen gewissen angebbareu Betrag g fiberacbreitet , so ist 

\^ 'pAx}>I.w(x)^<^ \>p,i:c)M^)\ < t/'s ^'P'^'^')\ ' 
Luid weil ^, ip,(x) eine analytische Function darstellt, mul'n auch 

eine analytische Function definiren und darstellen. 

Kach diesen Vorbemerkungen denken wir eine ganze transcendente 
[Function gegeben, die unendlich viele NuJJstelleu besitzt (wie z. B. 
a X oder cos x) . 

Innerhalb eines endlichen Bereiches kann nur e' endliche Aq- 
[sahl YOn Nullstellen liegen, — wobei wir eine '' vtlJe als n fach 
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zählen, weun die Function nebst ihren ersten n — 1 Ableitungen da- 
selbst verschwindet; — denn andernfalls gäbe es eine Grenzstelle , in 
deren Umgebungen unendlich viele Nullstellen enthalten wären imd 
die ganze Function müfste identisch Null sein. 

Ebensowenig wird irgend eine eindeutige Function in einem end- 
lichen Bereiche, der keine wesentliche singulare Stelle umfafst, an un- 
endlich vielen Stellen denselben Werth A annehmen. Damit leuchtet 
ein, da(s man die Nullstellen einer ganzen Function G(x) 

1 J 2 J • • • (>vy • • • 

stets den Bedingungen gemäfs ordnen kann: 

|ar-|-i| <*: |a„|, lim |ay| = c». 

Ist nun eine solche Reihe von Stellen gegeben, so fragen wir, ob 
es stets eine ganze transcendente Function gibt, welche an diesen 
Stellen verschwindet. 

Diese Frage wird man unbedingt bejahen müssen, aber es wird 
sich herausstellen, dafs die ganze transcendente nicht so wie die 
ganze rationale Function blos bis auf eine Constante, sondern bis 
auf eine im Endlichen nirgends verschwindende ganze Function be- 
stimmt ist. 

Wir wollen zunächst an einem Beispiel ersehen, um was es sich 
bei Construction einer Function mit vorgegebenen Nullstellen über- 
haupt handelt und zwar an demjenigen, welches Herrn Weierstrafs 
den Schlüssel zur Losung gegeben zu haben scheint. Die Reihe der 
Nullstellen sei 

__ 1 9 v 

•*, J ...» Ir f ... 

dann kann das Product 



00 



m + :) 



30 



nicht convergent sein, weil y^ — divergirt. Bildet man aber nach 



Gauss' Vorgang das Product: 

- n 






2* 3' (w + 1 )' n 



(■ + l)'(. + ^)' o + y' 



(' + i) . 
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und stellt mau den einzelnen Factor in der Umgebung der Stelle x = 
durch die Potenzreihe dar: 

(,+ ^)(,_.^. + üÄiU'_...)-(l-^<?+.'>' + ^r), 

wo \Xy\ bei hinlänglich grofsen Werthen von v beliebig klein zu 
machen ist, so wird 

lim W(n, X) =YIi} + l) (l + fr > 

und nach der Substitution: 



(' + ^)" 



(■+;) 



^ — X — xLog 

C 

V ^ 

wird 

lim'n»,x)=/J(l + ^-).e-''""''^-. 

Dieses Product convergirt in einem endlichen Bereiche um die Stelle 
X = unbedigt und gleichmäfsig, denn die Summe 

CO 






r= m 



kann kleiner gemacht werden als eine behebig kleine Grofse 8. 
Bringt man noch die Summe 

mit den ersten n Gliedern der harmonischen Reihe in Vergleich und setzt 



*=1 »=1 

It 



-2: 



r=l 






wo dr eine positive Grofse kleiner als Eins ist, auf dafs 

QO j. OP 

c = lim Cn =^ ^ zugleich mit ^ -J- 
convergirt, so kann man auch bei unendlich grofsem n 



n n 



v = l v=l 

und hierauf 



CO z 

lim «P'(w, x) = <^' JJ(1 + v) * ^"^ 



1| = 0D y_l 

setzen. 

20' 
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Dieses Product ist bestandig convergent und definirt eine ganze 
Function mit den vorgegebenen Nullstellen — i/; sie heiht FactarieUe 
von X und wird mit Fc{x) bezeichnet. 

Die Constaute c besitzt den angenäherten Werth: 

0,57721 56649 01532 86060 . . . 

und führt den Namen der Mas eher oni'schen Constanten. 

An diesem Beispiele bemerken wir^ dafs das Product ganzer trans- 
cendenter Functionen 

(1 + v) • «~ ' . 

deren jede nur eine im Endlichen gelegene Nullstelle und im Unend- 
lichen eine wesentlich singulare Stelle besitzt, die verlangte ganze 
transcendente Function liefert, und damit ist man zu der Vermuthung 
geführt, dafs die ganze Function mit unendlich vielen Nullstellen a» 
der oben besagten Beschaffenheit als beständig convergentes unend- 
liches Product ganzer transcendenter Functionen darzustellen sei, die 
nur je eine der Nullstellen besitzen.*) Diese Functionen 



C-i)- 



^v(«)^ 



WO gy{x) eine ganze Function bezeichnet , heifsen Primfundionen, weil 
sie den Primfactoren der ganzen rationalen Function entsprechen. 
Bildet man eine Reihe von Primfunctionen: 



X» 



E{x,0) = l—x, E(x,\) = {l-x)'e', E{x,2) ^ {l—x) .e"^ * 

.,.E{x,m) = {l^x).e * ' *" , 

und stellt mit Hilfe der in dem Einheitskreise giltigen Entwicklung 

00 



log (l — x) = -^ -^ + 2nxi 



und 



M^i " 



■ao 



l-x = e "=' 



E{x, m) für alle der Bedingung |a;| < 1 genügenden «-Werthe in 
der Form 

QO ao 

£(a;,m) = 6''='"+''* =e ^-^^ ""^" 

dar und wählt für die dieser Primfunction entsprechende Function 
mit der von Null verschiedenen Nullstelle a,.: 

*) Siehe Weierstral's, Functionenlehre p. 16 u. s. f. 
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w, 



1 / « \/* 



2 ; m 

WO my eine ganze Zahl bezeichnet, innerhalb des Bereiches ^ wo 






ist^ die Darstellung 



00 



SO läfst sich leicht beurtheilen^ wenn das unendliche Product 

X 



V=Z0 \ »' / 



eine ganze transcendente Function mit den n^fachen Nullstellen o, 
definirt. 

Gibt man x einen Werth, dessen absoluter Betrag kleiner ist als 
öft+il, so ist zunächst nachzusehen, ob in dem Producte 



üri^-'-mri-^--'-) 



der zweite Factor, der innerhalb des Bereiches 
Stellung 



X 



*n+l 



< 1 die Dar- 



.1 "y 






X \»«V+M 



(^) 



gestattet, unbedingt und gleichmäfsig convergiren kann. Dazu ist noth- 
wendig, dafs die unendliche Summe 



CO 



oo 









IHy-f^ 



convergirt, und das wird der Fall sein, wenn die Reihe von gr'öfserer 
Summe 

2 2^H^ 



oder wenn gar die Reihe: 



»«y+M ^ 



•' = »4-1 1 — 



X 



X 






y = n4-l \ ^ ^ ^ ' 



endlich ist, wo Ä den kleinsten der Werthe 1 — 

und N die grofste der ganzen Zahlen ny bezeichnet. 



i;=l , n + 2, ...) 
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Wählt man deshalb die ganzen Zahlen tu, so^ dafs die Summe 



oo 



2 






beständig convergirt — und das ist zweifellos möglich^ denn die 
durch die besondere Festsetzung m^ = 1/ — 1 entstehende Summe: 

^\^T \% ) i 
»=1 

ist endlich — , so wird das Product 

für alle Stellen des Bereiches -^ < 1 unbedingt aber auch gleich- 

I "n+l I 

mäfsig convergiren, denn nach Annahme einer beliebig kleinen Gröfse 
d kann man ein 1; = n so angeben ^ dafs jedes Product 



ar> 



r[^"'(i'"'0 ^**'>"^ 



in demjenigen Bereiche um die Stelle Null; wo |:z;|=S kleiner ist als 
ein beliebig grofser Betrag r, von der Einheit um eine Grofse j«' ab- 
weicht ^ deren Betrag wieder kleiner ist als d. 

Ist nämlich |a„+i| < r, so wird in dem Bereiche \x\ ^r 









sobald nur v > n ist, und das Product / / E^^(^- , w^ j erfüllt dann 
die genannte Forderung, indem bei wachsendem n die Summe 

zugleich mit 

lim y I ' /^ V" 

unendlich klein d. h. auch kleiner als Ö wird. 

Das unendliche Product lälst sich aber auch durch eine äquiva- 
lente beständig convergente Potenzreihe ersetzen. 

Stellt man die innerhalb des Bereiches \x\ <i l^n+il unbedingt 
und gleichmäfsig convergente Doppelsumme 

^ ^ tn^ + a\a ) 
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durch eüitf Potenzreihe 

dar, indem man die gleichnamigen Glieder ztisauimenzielit, ho werdun 
iu dem Bereiche ja;| < |n,| gewils alle Potenzreilien 
mx,v) (v=l, 2,. ..»+!,...) 
convergiren, nnd zwar gilt daselbst die Beziehung: 



l 



■!!(:=, 1)- ¥(»,» + 1) 



doch weil die Primfiinctioi 



=2 2,.:;.(i:r 

- , nir j durch die Reihe 



dargeütellt wird, kauu man 






setzen. Da man hierin jede Function £ als ganze Function in eine 
beständig convergente Reihe ^rix) entwickeln kann und der Factor 
g-jlli, s-fi) in dem Bereiche \^—\ < 1 durch eine convergente Reihe 

'^'(.tjM+l) ZU eraetzeu ist, so wird die ganze rechte Seite in eine 
innerhalb dieses Bereiches convergente Potenzreihe •('(j;, n+l) zu 
transformiren sein. Der Ausdruck f—äJf». >) ist zunächst nur durch eine 
in dem Bereiche — < 1 convergente Potenzreihe ^{a:, I) zu er- 
setzen; doch weil diese Reihe daselbst mit der Reihe *JJ {,r, M -}- 1) 
öbereinstimmt, mufs sie jedenfalls in der Umgebung der Stelle Null, wo 
|a:|<|(i,i+, 1 ist, convergiren, Da wir endlich «so grofs annehmen können 
als wir nur immer wollen, so wird die Reihe ''^{x, l) für jeden noch 
BO grofseu Werth von x convergiren und eine ganze Function G{x) 
l definiren. Diese Function besitzt zufolge der (ileichung: 

G{x)=jr/E~'(-^%m,)e-=" 

die Eigenschaft, au der Stelle «, mit der vorgeschriebenen Ordnungs- 
zahl tt, zu verschwinden, den das Product enthält den Factor: 



('-tr 



Wir bemerken noch , dafs 
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OD OD 



li_axJP(x,«+l) = Iim 2* 2',+«-(;) 

n=0D n — 00 y_.„^l ^_.l f- r v \ v/ 

gleich Null zu setzen ist, und sagen: Die gegebene Reihe von Stellen 

l } 2' • • • f*'P y • « • 

ist die Reihe von Nullstellen derjenigen ganzen Function , welche durch 
Entwicklung des Ausdruckes 



oo 



in eine Potenzreihe nach x entsteht ^ oder durch das unendliche Pro- 
duct 



Wy 



77^i_;y^;;l,^Ky 



dargestellt wird. Multiplicirt man G{x) noch mit o;"«, so geht eine 
ganze Function hervor, die aufser den Nullstellen a, noch an der 
Stelle Null w^mal verschwindet. 

Man kann also stets eine ganze [Function mit vorgeschriebenen 
Nullstellen angeben, aber schon darum, weil die ganzen Zahlen m, 
gewissermafsen willkürlich geblieben sind, ist die Function nicht ein- 
deutig bestimmt , und ferner ist das Product einer ersten ganzen Func- 
tion Gq{x) der verlangten Art und einer im Endlichen nicht verschwin- 
denden ganzen Function 

— wo goix) selbst eine ganze Function bezeichnet — eine Function 
derselben Art. 

x^ber umgekehrt ist jede ganze Function mit den gegebenen Null- 
stellen in der Form 

darstellbar, denn der Quotient zweier ganzer Functionen mit denselben 
n, fachen Nullstellen ist eine im Endlichen nirgends verschwindende 
und durchaus endliche, also ganze Function 

die stets auf die Form e^«^*^ gebracht werden kann. 

In der That: bildet man die sogenannte logarithmische Ableitung 

von 6r, (x), d. i. 

dlof^Giix) ^ _l_ dGj^ 

dx Gl dx ' 
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rao ist diese wieder eine ganze Function gtix), und wenit man der 
Stelle x = Q den Anfangawerth G,(0) zuorduet, wird 

Darnach sind alle ganzen Functionen G(x) mit den Null^telk-n der 
einfachen Fwndion Gu{x) wirklich in der Formel 

enthalten, in der e>-''^ der äufsere Factor von G(x) heifsen möge. 

Eine ganze Function ist somit in einer der drei Formen dar- 
stellbar : 

je nachdem sie keine, oder eine endliche oder imeudliche Anzahl von 
NuIlstelJen besitzt. Wenn man die ganze Function 

in eine unbedingt und gleichmäfsig convergente Summe ganzer ratio- 
naler Functionen y,{x) zerlegt, die für a: = verschwinden, und 



^(0' + 



y.{x) mit {i,Li'), 



e«!"! mit Ü 

bezeichnet, so wird das beständig unbedingt und gleichmäfsig conver- 
gente Product in das Product der Primfunctionen 

und eines Factors C'.^"^ übergehen. 

Die Wilikürlichkeit , die bei der Construction einer ganzen Func- 
tion mit vorgegebenen Nullstellen übrig bleibt, liegt in der Wahl der 
Constanten C und gewissermafseu in der der rationalen Functionen 

Eine eindeutige Function, welche Qberall mit Ausnahme der Stelle c 
' regulären Verhaltens ist, raufs eine ganze Function von -^^ G {—^ ) 
I sein, und diese kann nur unendlich viele Nullstellen 

Iwaitzen, wenn die Grenzstelle der a, die Stelle c ist, oder was daä- 
nlbe sagt, wenn man die Reihe der a* so ordnen kann, daCs 
|fl, — c| ^ [a,-\ — c| und Hm \a. — c| = 
i wird. 

Ist umgekehrt eine derartige Reihe von Stellen gegeben und nennt 
I man jetzt Piimfunctiou eine ganze Function von (i^^-Oi die nur an 
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einer Stelle a, verschwindet , so gibt es wiederum eine durch ein Pro- 

duct solcher Primfactoren darstellbare ganze Function Go\-zr~J ™^* 
den vorgegebenen Nullstellen. 

Nimmt man zunächst an , dafs keine der Nullstellen a. Null oder 
unendlich ist, und bildet die Primfunctionen 

entwickelt sie innerhalb des Bereiches 



X— c 

in der Form 

~. Wv+/< Var-c/ 

e ^— ' 
und wählt die ganzen Zahlen m, derart, dafs 

für alle endlichen Werthe von endlich ist, dann ist das unend- 

liehe Product 

00 



2 



YIe:^{x) 



»=1 



die ganze Function 6rü(— — -) der verlangten Art. 

Soll diese noch die ngfache Nullstelle x = i) haben, so tritt der 
Factor 

\ ' x — c' 

hinzu ; und ist die Stelle oo nQ fache Nullstelle, so erscheint auch der 

Factor 

1 \ »^ 

X 



1 1^ 

X c 



der für c = oo durch ( — ) zu ersetzen ist. 

Die hier besprochene Erweiterung bietet also gar keine Schwierig- 
keiten und man kann unmittelbar jede ganze Function G(-^-J,ais 
Product von Primfunctionen 

darstellen, die nur eine Nullstelle a,. und eine wesentlich singulare 
Stelle c besitzen. 
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^B In iler Umgebung jeder Stelle J„, die Jiiclit Nullstelle von G{^~) 

^* ist, wird die gaiiite Function durch eine iunerhalb des Bereiches 
f^^ < 1 convergente Poteiizreibe ^^(a: — a.-„) und in der durch die 
Bedingung — i^ ~^ definirten Umgebung der regulären Stelle 
X^^oo durch eine Potenzreihe ^(-) darstellbar sein. In derjenigen 
Umgebung von x='X^, welche keine Nullstelle von G( ) enthält, 
kann mau die ganze Function fernerhin auch durch eine Formel 

darstellen, indem daselbst 

t dG 

G dx 
in eine Potenzreihe zu entwickeln ist. Aber in der Umgebung einer 
Mnllstelle a^ wird mau den Quotienten 

in eine Potenzreihe %' {x — o,) entwickeln können, uud darum wird 
G( '^ daselbst durch eine Formel 



('-.:)■■ 



definirt werden, indem die Primfunction E,{x) in der Umgebung ihrer 
Nullstelle a, durch eine Reihe derselben Gestalt 

(«-o,).«"-'— •' 
darstellbar ist. — 

Aus den voranstehenden Sätzen kann man einen Schluls auf die 
Darstelltmgsfo)-m jeder eindeutigen Function ziehen, die in dem Be- 
reiche der unbeschränkten variablen tiröfse x nur eine wesentlich sin- 
gulare Stelle c besitzt. 

Hat die eindeutige Function keine von c verschiedene singulare 
Stelle, ao ist sie eine ganze Function des Argumentes ^-^ . Besitzt 
sie aber beliebig viele (eine endlicbe oder unendliche Anzahl) aufser- 
wesentlich singutärer Stellen 

6,, i„... (..,... 
,%elche jedenfalls den Bedingungen: 

|6^, -c[^|6. - c|, lim|6,-c| = 

gemäls zu ordnen sind, ao gibt es eine ganze Function Crj( -^-J, die 

an diesen Stellen in derselben Ordnung verschwindet, als die in Rede 
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stehende Function F{x) dort unendlich wird. Das Product von F(x) 
und ©2 ("IT") ^^^^ dann eine mit Ausnahme der Stelle c überall end- 
liche und eindeutige Function G, (^z~) "^^ darum nimmt F{x) selbst 



die Gestalt an: 



00 



»=1 



d. h. die eindeutige Function mit der wesentlich singulären Stelle c 
ist durch den Quotienten zweier ganzer Functionen des Argumentes 

auszudrücken, von denen eine gewifs transcendent ist. Die Func- 

tion 62 ^^^ dann transcendent sein, wenn F{x) unendlich viele 
aufserwesentlich singulare Stellen besitzt. 

Umgekehrt ist der Quotient zweier ganzer Functionen desselben 

Argumentes , von denen beide oder blos eine transcendent sei, 

eine eindeutige Function mit der wesentlich singulären Stelle c, denn 
wäre sie in der Umgebung von c durch ein Product: 

j-^z'^Cx — c) 

darzustellen, so konnte weder G^ noch 62 transcendent sein. 

Man kann aus der Darstellungsform von F{x) entnehmen, dafs 
diese Function in unendlich kleiner Umgebung ihrer wesentlich sin- 
gulären Stelle c jedem Werthe beliebig nahe kommen kann. 

Man bemerke zunächst, daß |i^(a:)| für beliebig kleine Werthe 
von I a; — c I gröfser gemacht werden kann als eine beliebig vorgelegte 
Gröfse K. Wenn G2 eine transcendente Function ist, so liegen in 
beliebiger Nähe von c Nullstelleu dieser Function, an denen F{x) 
unendlich grofs wird. Ist aber G2 eine ganze rationale Function, so 
bringe man den Quotienten auf die Form 

wo auch G^^^ eine ganze rationale Function, aber niedrigeren Grades 
als G2 ist und G^^^ eine ganze transcendente Function bedeutet. Dann 

wird yi- für unendlich grofse Werthe des Argumentes unendlich 

klein und | JF(ic)| in unendlich kleiner Umgebung von c unendlich grofs. 
Da endlich die eindeutigen Functionen 

und 



F{x) F{x) — C 
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Iiieselbe weseutlich singuliire Stelle beaÜÄeii 
nanntün Bereiche um c auch Stellen, wo 
mr( 



T VeriLnd erlieh ec 
;o ejtistirea in 



\nx)\< -^ und \F{x)^C\< ^ 
wird, womit die Behauptung erwiesen ist. 



§ Tit. FortBetzung. DBrstellung der trigonometrischen Functionen. 
Wir kehren wieder zu unserer Function 



e.('t) ■ 



-nc-^r 



-.i;(iy 



IKurOck und wollen sie — wie das bei der gleichmäfsigen und unbe- 
dingten Convergenz des Productea erlaubt ist — ebenso wie das Pro- 
duct einer endlichen Anzahl von Factoren dtfferentiiren. Es ist 



Ußa dx ~ dx 



and wir wissen, dafs — ^? — in der Umgebuag jeder von den Nnll- 
Btellen a, und der unendlich fernen Stelle verschiedenen Stelle regu- 
Kren Yerhaltens sein muls. *) 



*} Hau bemerkt, ia.h 



<i-) 



fara; = a, gleich f j ")~"ffa'('»,) und für «= a,- Null wird. Deßhalb stellt die 






^(i-) 



B ganze Function 3(x) dar, die an den unendlich vielen NulUtellen a,, 
' die feetgesetzten Werthe ij,, ijt, ... annimmt. 

Wann diese Summe bcutäudig convergirt, wollen vir nicht untersuchen, 
denn ee ist uns nur darum xa thun, die Erweiterung der Lagrange'achen Inter- 
polatioaiiformel anzri deuten. 

Ist die HiLufungsB teile der unendlich vielen Stellen , an denen eine ganze 
i'nnotion vorgegebene Werthe hat, nicht aj=-oo, foodern a; =- e, ao muft die 
Stelle c eine neBentlicb singulare Stelle der geauchten Function sein, denn in 
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Setzen wir innerhalb des Bereiches 

**-- „ '- ür fl _ A 4. . . . + (^Y^-') . (^Y. ^.-_ 

so wird die logarithmische Ableitung von Gq auch durch die inner- 
halb des Bereiches < 1 zweifellos convergente unendliche Summe 

I »' I 
rationaler Functionen 

definirt sein. 

Sind a, ,a2;... unendlich viele Stellen, von denen in einem end- 
lichen Bereiche nur eine endliche Anzahl liegt, auf dafs also 

|öt»+i| > |öfit| und lim|oy| = oo 



r :=<» 



ist, bezeichnen ferner n, endliche ganze Zahlen und m^ derartige ganze 
Zahlen^ dafs die Summe 

bestandig convergirt, dann kann man für die voranstehende Summe 
(a) die gleichmäfsige Convergenz in demjenigen Bereiche beweisen, 
der durch die Bedingungen charakterisirt wird: 



x\<R, \an+i\>Ii>\an\, \x — ay\>Q^ (1/ = 1, 2, . . .n), 

wo jR eine beliebig grofse aber endliche Gröfse ist und q^ beliebig 
klein sind.*) 

Der genannte Bereich wird durch eine Kreisfläche um die Stelle 
x=0 gebildet, auf deren Grenze keine der Stellen a, liegt, aus deren 
Innerem aber beliebig kleine um die daselbst befindlichen Stellen 
(a^ , aj, . . . a^) sich erstreckende Kreisflächen ausgeschlossen sind. 

Wenn nach Annahme einer endlichen Grofse R ein endliches 

m 

V = n gefunden ist , so dafs 

|a„| < jR < |a„+ij, 
so wird die Summe 

» = 1 
innerhalb unseres Bereiches gewifs gleichmäfsig convergireu und von 
der Summe 



beliebig kleiner UmgebuDg der Häufungsstelle hat sie unendlich viele Werthe, 
unter denen beliebig kleine und beliebig grofse sein können. 

*) Vcrgl. Cesaro, Giomale di matcmatiche 1885. 
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werden wir das auch behaupten können, wenn die Summe der abso- 
hiten Betrage der Summanden endlich ist. 
Da aber 

\x\ < |a„+y|, \an^v — x\ ^ ,a«+y| — |a;| > 
ist, so wird 

Heifst ^ wieder die gröCste der ganzen Zahlen fin^t und ist die kleinste 
der Gröfsen 1 — 



Ky SO wird die letzte Summe kleiner als 

und damit ist die Behauptung der Voraussetzung zufolge bewiesen. 

Es ist auch zu sehen, dafs in eben demselben Bereiche gleich- 
zeitig die neuen Summen 






gleichzeitig convergiren, wenn k eine ganze Zahl bezeichnet. Denn 
nennt man die kleinste der Gröfsen Qy (>, so ist an jeder Stelle un- 
seres Bereiches 

\ar — X\> Q 

und deshalb 



,r "»,. n^ ^ l \ X 



a. 



a„ — .r|* p*— » i a. 



Uly Wy 



«y — .T 



womit der Satz einleuchtet. 

Läfst sich den von Null verschiedenen Nullstellen a^ unserer 
ganzen Function G^^{x) eine ganze Zahl m+ 1 so zuordnen, dafs 



00 

y,\- 



m-fl 



endlich ist, so kann man offenbar allen Zahlen m^ den Werth m bei- 
legen, denn 

^ I 1 f X \"»v 

4^ \ «. \^) 






m+l 



wird für jeden endlichen Werth von x endlich bleiben. Dann con- 
vergiren aber auch die Summen 

y_-^_ und V „ "- -, 
in dem früher genannten Bereiche gleichmäfaig. 
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Nehmen wir von vornherein an, dafs keine der den Nullstellen 
ay zugeordneten ganzen Zahlen m, eine endliche angebbare Zahl m 
übertrifft, so kommt man leicht zu dem Schlüsse, es mufs dann 






m+l 



endlich sein. In der That führt die m malige Differentia- 



tion der Gleichung: 



d \o^ 
d 



auf eine Summe: 

die in der Umgebung der nicht singulären Stelle x = endlich sein 

soll, aber nicht endlich sein kann, wenn ^ 1- nicht convergirt. 

Laguerre nennt eine ganze transcendente Function Gq(x) vom 
Bange m, wenn für die Reihe ihrer Nullstellen m die kleinste ganze 

Zahl ist, für die ^. — endlich ist. Darnach sind die Functionen 

Fc(x), sin ;ra:, cos ;ra: 

ganze Functionen ersten Ranges. Die Reihe der Nullstellen von 
sin 7CX und cos ytx sind 

0, +1, + 2, . . . beziehungsweise +-^ , + ~ , + y> • • • 
und weil die Reihe 

OD 00 

^ . und umsomehr ^ ;— . — <^ 
convergirt, kann man diese Functionen in der Form darstellen: 



rnrVi «^ .^ ^('> 

rzz — OD 



y(«) 



V = OD 



Doch müssen hier die äufseren Fadoren e^^^) ^ ey(*) noch passend be- 
stimmt werden, damit die Producte gerade sin %x und cos nx und 
nicht blos Functionen mit denselben Nullstellen definiren. 

Zur Bestimmung dieses Factors dienen folgende allgemeine Be- 
trachtungen. 

Ist 0, a,, aj, . . . die Reihe der Nullstellen einer ganzen Function 
des m*®" Ranges und läfst man x unendlich zunehmen, ohne dabei 
den Bereich der gleichmäfsigen Convergenz der Summe 
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I 



zn verlassen, so kann daa stets in solcher Weise geschehen, dafs dieso 
Samme und auch die der absoluten Beträge der Summanden nach 
Null convergirt. 

Wir haben nur uöthig, die zweite Behauptung zu erweisen. Man 
kann stets ein v ^ n so angeben, dals 



iehig kleine 6 
chung: 



bleiner wird als eine beliebig kleine Gröfse ä, und weil man in der 
pomit bestehenden Ungleichung: 



fflr die Summe der endlichen Anzahl von (gliedern nach Annahme 
einer kleinen Gröfse e eine positive Gröfse ^ so bestimmen kann, dal'a 
für jedes x von grolaerem Betrage al.i £ die Summe kleiner wird als 
t, ao convergirt die genannte Summe für unendlich wachsende Werthe 
von X unseres Bereiches nach Null. 

Daraus folgt, dafs die logarith mische Ableitung von G„(x) nach 
Multiplicab'on mit x-'" 

I d!oKG„ _ «" _|_ V "' 

' mit unendlich wachsendem x nach Null convergirt. 

Dasselbe gilt auch, wenn die ganze Funclioii »»"" Ranges einen 
[ änfseren Factor c'"' besitzt, in welchem die ganze rationale Function 
f g{x) den »m"" Grad nicht übersteigt, 

Zur Charakterisirung der Convergenz der in Rede stehenden 
I Summe narh Null, wenn x ohne eine singulare Stelle a* zu über- 
I Bchreiteu, nach oo übei^eht, mag hervorgehoben wenlen, dal's das 
I Product 

nnter gleichen Umständen divergirt, indem nämlich die Summe: 

' Kll'+il . ^ 

und umaomehr die Summe der absoluten Betrüge - 

uoendlich wird. I"»!]'* 



L 
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Durch ganz ähnliche Betrachtungen läfst sich zeigen, dafs die 
Summen 

^ _ x* 

mit wachsendem x nach Null, aber 

nach Unendlich convergiren , und dann kann man sich überzeugen , dafs 
gleichzeitig mit a;-"» - ^£- auch die Quotienten 

nach Null convergiren, wo Gf^{x) die (i^^ Ableitung ?on G^{x) be- 
zeichnet. Nun ist jede Ableitung einer ganzen Function wieder eine 
solche, und wenn man daher zeigen kann, dafs eine an die Eigen- 
schaften 






CX) 



geknüpfte ganze Functiou vom m^*'" Range sein mufs, hat mau auch 
gezeigt, dafs jede Ableitung einer ganzen Function des m^<^" Ranges 
?on demselben Range m ist. 

Man sieht aber leicht, dafs der Rang m einer ganzen Functiou 
G{x), welche die genannten Eigenschaften besitzt und deren zugeord- 
nete Zahlen m^ höchstens den Werth m erhalten, nicht gröfser ode: 
kleiner sein kann als m, weil im ersten Falle 



f^i <• {X - a,) 

nicht nach Null convergiren und in dem zweiten Falle die zweite der 
oben genannten Bedingungen verletzt werden würde. 

Da die Zahlen m, aber auch nicht in's Unendliche zunehmen 
können, wie z. B. im allgemeinen Falle, wo wir mr = v — 1 setzten, 
ist wirklich G{x) vom m**° Range. In dem äufseren Factor kann G{x) 
natürlich den Grad m nicht übersteigen. 

Sollten wir nunmehr bemerken, dafs 

-}- 00 

1 d log sin nx w x fl^'(ic) , 1 , ^7' 1 

X dx X ^ x ' ic* ' .^LJ v{x — v) 

für a; = oo nach Null convergirt, so mufs der äufsere Factor in dem 
Producte für sin 7t x die Form 

besitzen. Nun ist 
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und wenn wir hier a; = S -j- iiy nach Unendlich convergiren lassen, 
ohne die auf der reellen Axe liegenden Nullstellen von sin %x zu 
überschreiten, also z. B. dadurch, dafs wir nur 17 nach + 00 gehen 
lassen, so wird 

cotg TtiX + i^) »ach + % und — cotg itx nach Null 
convergiren. — Wir setzen deshalb 

n cotj/ Ttx = a + + / , ^ 

und weil 



7C cotir nx 



a — _ __ > „ ^ 



{x -~ v) 

ist, folgt, dafs a = ist. Vergleicht man schliefslich die Entwick- 
lungen von 

sin Äo; und ^^ \ \ (^ — ^)'^'^ 



in der Umgebung der Stelle a; = 0, so erkennt man, dafs c* = ä zu 
setzen ist und damit wird: > 






sm 

y = — CO 

und entsprechend 



X 



«x=/7"(i-.^^^-j.c-+-. 



cos — ... * . , 

"T* 

V ■^ — OD 

Daneben ist: 

so ao 

sm 



injtx=Jtx£J (\-^ -J), cosnx= [J (l - — i^) 

und 

4- CO ^ qp 

;r cotg xx ^ * + V ( '• + -L) = ± + V -— ^- 
^ aj ' ^mJ \ X — V ' y/ a; ' ^J v(x — 1 



(x — v) 

V =: — x> »s=. — 00 



00 ao 



__i , y 2x _ 1 , y»/ 1 , 1 \ 

-f 00 4-00 

- . tg .. = 2 (--tti + ■I.V. ) = J'„[r;+,)(2l-(2r+-i)) 

■/• OD 

r=i a;'-f ) ?^i V« 5|— «H ^^— / 

21 • 
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wobei aber in den an vierter Stelle stehenden Summen die Grolsen 

und — i — nicht von einander zu trennen sind. Die DiflFeren- 

tiation dieser Gleichungen führt auf die Formeln: 

sm^nx ^ {x~- V)* ' cos« wx "' ^ / .. »»'-f-i\«* 



y = — OD 



Setzt man in dem ersten Ausdruck für sin tto; an Stelle x {x — a\ 
wo a keine ganze Zahl bedeuten soll und dividirt sin Jt(x — a) durch 
sin ( — nä) so entsteht die Gleichung 



sin n(x — a) 



(' - :) n (' - ^hr) -' ■ 



sin ( — na) V a ^ i J. \ v 4- 

Will man rechterhand die Primfunctionen (1 f — ) e* + « auf- 

treten lassen, so beachte man, dafs man 



(•-:)nx>-.-«)' 



setzen darf, indem das Product 

bestandig gleichmäfsig convergirt, wie das nach der allgemeinen Theorie 
nothwendig ist. 

Nun entsteht die später zu benutzende Formel 

(l _ *.) . e^ J7'(l - 1 ) • e'+" = '> -/^ V- e«»«ot8*<., 

\ a/ xJlV v + o/ 8in(-Äa) ' 

der die nachstehende leicht zuzugesellen ist: 



2V + 1 



V ( ^^t^ + a) cos(-«a) ' 

WO a aber keine der Zahlen -^^-y~ (f* = 0, + 1 , + 2,. . .) sein darf. 

Zunächst kann man diese Formeln dazu benutzen, um die Func- 
tionen 



Darstellung der eindeut. analyt. Functionen einer Veränderlichen. 325 



cos itx + COB na 



(x + a\ (X — a\ 



1 4- cos na . a 

C08» n -r- 



cos nx — cos na 



/« + a\ . (X ■■- a\ 



I — cos na . - a 

sin* n - 



Hin nx 4- siu na 



/.T + a\ (X ~ a\ 

8inÄ(^ -^ Jco8jr(^— — J 



sin Tra a a 

sin w— -cos w-— 



Sin nx — siQ na 



cos«(^-- .^ J8in«(^— ^— ; 



sin 9ra a . a « 

cos « — sin « --- 

durch Producte darzustellen, die als Functionen von :i; bestandig con- 
vergiren, auf deren Bildung Euler weitläufig eingegangen ist. 

Setzt man in den obigen Fouueln a: = a + — respective a; = a, 

so erhält man die Gleichungen: 

ff / 2y — 1 \ ~^- - Y (««+!) cotg na 
^«=/i (-27+2^) ^^'"-^ ' 



- cosec 

y = ~ QO 



I i \2y4-l4-2a/ ^ 



— na tg TTa 



in denen die rechten Seiten als Functionen von a in der Umgebuug 
der Stelle a = höchstens in den Bereichen 

|a|< 1 la|<4- 

eine Bedeutung haben. (Vergleiche die Producte in § 186 der lutro- 
ductio in analysin infinitorum von Euler.) 

Da unseren allgemeinen Betrachtungen zufolge die Functionen 
sin 7t X und cos %x auch durch 

nxc ''— W' — 1 beziehungsweise c *—*/<—» 

darzustellen sind (siehe pag. 312) und die Entwicklung dieser Ausdrücke 
nach Potenzen von x der Form nach andere Goefficienten enthält als 
die schon bekannten Potenzreihen 

sin nx ^=^ %x — - ~ + ^—p • • • 

«>! o! 



{nx)^ , (xcr/* 



50S Äo; = 1 — ^ -j'- + -^, , 
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SO kaun mau durch Vergleich der beideu Eutwickluugeu eine Reihe 
iuteressauter Ausdrücke für die ganzzahh'gen Potenzen von 7t aufstellen. 
Es wird 



'- \ 02 I "UJ I ^ 



2« 



3« 



+ 
^ i 2^ • ^lu "* 410 I 

u. s. w. Die numerischen Factoren 



1 -4- — + — 4- -' 
* • 2« ' 3« ' 4 

1 4- — + — 4- - 



6 


1 
6 


2«« 

2! 


90 


1 
3Ö~ 


2»«« 
4! 


»0 


1 
42 


2*ä6 


945 


6! 


9460 " 


1 
30 


2'^n^ 
8!" 


w'o 


5 


29«to 



93655 



66 10! 
1 5 



heifsen 



6 ' 30 ' 42 ' 30 ' 66 ' " 

die Bernoulli'schen Zahlen, die wir mit 

bezeichnen. 

Der Vergleich der beiden Reihen für cos jcx gibt uns Ausdrücke 
für die Summen 






(^ = 1, 2, 3...), 



die sich aber bereits aus der Summe der ( — 2^*)'''" Potenzen aller 
ganzen Zahlen in folgender Weise bestimmen lassen: Nennt man die 
Summe 



2-j7r = Ä 



so ist 
oder 



v=l " 



2/1 1 



00 



X) 



^ --^^- uud s,^ - -^ = 1^ s,, = 2J ^ -fiy«.- 



00 



^ ;.. ..2ü = ^21^-1 



o2/< _ 1 



n 



2/1 



und ferner ist auch 



•> 



(•2|^)! 



Ä2/1 



2i9, 



2/1 



./M 






OD 



r — O5» w = v^. — .. - - = XJ2/4 — 1 



»•=1 



.2/* 



2-^-^-1 

(2^)! 



n^f*. 



Mit Hilfe der Formeln: 



00 00 

cotg a; = l + 2 -(>^'C.,., , tg X' = 2" 7,, ., -rur 



^.( 



-((-%-) "-^') 
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kaun man cotg x und tg x in der Umgebung der Stelle x = durch 
Potenzreihen nach x darstellen, indem man die einzelnen der Sum- 
manden nach Potenzen von x entwickelt. Es wird dann: 









Da die Coefficienten der Potenzreihe für \%x: 

2j ^^-"^ (2f*-l)! 

der ßecursionsformel genügten: 

wird man die Bernoulli'schen Zahlen nach und nach aus den Gleichungen 

(n = 2,3...) 
bestimmen können. 

Beachtet man, dafs 



^n — 1 



X . a; 

cos — 81 u 



1 / . iC , . .T\ 1 I 2 , 2 1 1 1 



8in - 008 -- / 2 sin -^ coa ~ 
2 2/ 2 2 

X 



cosecrc, 



cotg nx -^ ig 7C ^- = cosec äo; 

ist, so ergibt sich für die Function Cosecante erstens die Reihenent- 
wicklung 



X ' ^LJ '" ' w (iM — 1)! 

und durch Addition der Gleichungen: 



328 SechsteB Capitel. 



4- CO 

« cotg «« = ^ + 2^ W5^ 



(x — v) 

^ tg TT 2 = ^ (2v + \){2p + l - «j 
v :i= — 00 

die DarstelluDg: 

« cosec »:. = -L + y'ipi^:^- == -L + V(- ir r - ' + - ' -) 

X ' .^^ v(x — V) X ' .^^ ^ ^iC — V ' v^ 

v:=. — 00 — 00 

^ X "^ ^ 1^^ i^~ '^'~x'^2j ("" ^^^ \x^^ "^ x+ i) ' 

Um den Cyclus der Darstellungen der trigonometrischen Functionen 
durch Potenzreihen, unendliche Producte oder unendliche Summen 
rationaler Functionen voll zu machen, hat man noch JtsecTCX durch 
eine Summe und sec x in der Umgebung der Stelle x = durch eine 



00 



convergente Potenzreihe /, ^»~r darzustellen. Wir werden diese Auf- 






gäbe alsbald lösen und bemerken hier nur, dafs Co== 1 und alle Coeffi- 
cienten C2^_.i Null sein müssen, weil 



sec = 1 und i — 

*=0 






ist. — 

Um eine andere Anwendung der früheren Sätze über die ganzen 
Functionen mit gegebeneu Nullstellen vorzubringen, wollen wir den 
üiniis und Cosinus yanzzahliger Vielfache des Argumentes x als Pro- 
dukt einer endlichere Anzahl von Sinus und Cosinus -Functionen neuer 
Argtifnente darstellen. 

Da die Function sin mx oflFenbar dieselben Nullstellen besitzt wie 
all die Functionen 

xj, sm\^ —x)^,.. sin (^- ■ xj 

oder 

sin X, sin [X + ^J, sm (x+ ^^),... sm [x+' ^^ ' ) 

und keine weiteren, so kann man 

m — 1 in— 1 

sin mx = 0^^'^ sin X I I sin(;t; + J = c^^*^sin x I I siny" — xj 

k=i k = l 

setzen, und der Vergleich der beiden Seiten dieser Gleichung zu- 
gehörigen Darstellungen durch ein Produet von Prirnfunctionen lehrt^ 
wie die ganze Function g{afj beschaffen sein mufs. 
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Ist m eine ungerade Zahl 2fi -{- \ ^ so schreibe man statt der 
Factoren sin yx -| — -j (Ä = ^ + 1 > f* + 2 , . . . 2ft) sin ( ^"" -— — xj 

und wenn n}c=2ft ist, setze man an Stelle von sin \X-\-~) sin (^ —x) 
= cos X und für 

sin (a, + ifi±-')^) = sin (^- '- « - o;) (1. = 1, 2, . . . ^ - 1). 

dann geht die obige Gleichung in die folgenden über: 

sin mx = sin (2^ -j- 1) a; = e^'<*) sin x I I sin (^ xj sin (^ - + x), 

sin m« = sin 2(ix = e^«<*) sin a; cos a; / / sin (^ xj sin (^ — f- x). 

Wenn man ferner die leicht zu verificirende Beziehung: 

sin (m + t;) • sin (u — v) = «in^ u — sin^ i; 
verwendet, erhält man die nachstehenden Darstellungen: 

sin mx = sin (2^ + 1)-^ •= ^'^'^ *&in x 1 1 (sin^ ^^ sin'^ x) 

s'm mx == sin 2fta; «= e^^'^ sin a; cos ^ / / (sin*^ ~ — sin' xj , 

aus denen mit Hilfe der Reihenentwicklung für sin mx und sin x ab- 
zulesen ist; dafs e^«(*) und e^«^*) nur Constante C, und Cj 

^ __ ^2|*+l p _ t>i* 

^1 — ~KI~ ' 2 =■ ;7^ i 

/ 1 ein' - — 7— - 1 I Bin* 

sein können. 

Ebenso findet man die Gleichungen: 

cos mx=cos {2ii'-\- l)x=Ccosxl l^iny^ — — a;)sin(,^ — ^^ + a;) » 

= Ccosxl I ( sin'^ ^ — ^ sin' x) 

cos mx = cos 2 (IX = C / / sin (~ " ~ - xj sin (^ — ■ + ^) 



= 1 



und die Constante C ist das Reciproke des Productes / I sin ^^ • 



2w L>i —j. 
m 
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Da 

2(sm^u — sin^v) = (cos^t; — sin^v) — (cos^m — siii^w) = cos2t; — cos2ii 
ist; bestehen auch die folgenden Formeln: 

siuwa;=sin(2ft-|-l)a;= -~~ ^ — cüs(|^— x)/ l(cos2a;— • cos-^) 

^ TT .w^ " ^=1 "* 



= 8in2fta;= "^^^^-^ co8xcos(" — xjl l\co82x — cos-— ) 

11 



Bin* — 
m 

2 = 1 



coswa; = eos(2^-|-l)a:= — - — - - cos x 1 l(^cos2a; — cosjr J 



m 

JL 



coHmx=^cos2(ix= ^ I lycos2x — cos^ )• 

^1 1 8in» - 



;i = i ^ 



Vergleicht man die obigen Formeln mit den auf Seite 298 angeschrie- 
benen Darstellungen von sin mx und cos mx als rationale Functionen 
von sino; und cos 2;, so erhält man durch Gleichsetzen der Coefficienten 
der höchsten Potenzen von sin o; die Beziehungen: 

fi « «^ '^* 

I I am*- — i - 

oder 

2^>' JJshi' 2^'^_^-j- = 2^ + 1 , C, = 2"— , 
und ebenso 

2^A^-« // sin^ "^ ==2ft, C,==2"'->, 



II ;ll 



Ix 2*2|Lt+l ' ix 2 2,a ' 

Setzt man sin o; = m und m = 2 ^ + 1 , so besteht die Gleichung : 



'"+' .nt 



{. 'L u^ .'mim^-\') f K-n «"2''*-i J*-- =0 

1! 8iii?/tx "^ 3! ünmx ' ^ ^ »in mx ' 

deren ?/* Wurzeln u wir angeben wollen. Das Product derselben ist 
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,„_i ^i" ^*^ oder (— jy* sin a? / / siii(^^ xj 8in(^^ — \- j) 

und weil — wie mau sich leicht überzeugt — 

fi in — 1 

sin X. fl sin (^ - ») sin (^^ + a;) = (- ly JJsin (a; + -^^) 

ist, heifsen die m Wurzeln: 

sin x, sm (x + -), sui (^a; + ^^J, ... sin (^a; + ^^ '--; 
oder 

sin Xj + sin (^ + x) , '-\^ sin (^ - o;) (A = 1, 2. . .^), 

und zwar gelten hier die oberen oder unteren Zeichen, je nachdem X 
gerade oder ungerade ist. 

Da unsere Gleichung das Glied in u^"^ nicht enthält, ist 

»1—1 



m 



und der Coefficieut von — u — . — mufs i^leich 



1 



r=o sin [x + ) 



2kn' 
rn 
sein. 

Bei geradem m = 2ii besteht die Gleichung: 

ain2wa:-w2(i_^^2)^»*_!^(^-2')^2.^ f-(- l)/*-«2=^^ »^2^-2^= . 

Das Product ihrer Wurzeln ist 

ff- 1 

und die positiv und negativ genommeneu Factoren der rechten Seite 
sind die Wurzeln selbst. Die positiven allein genügen der Gleichung: 

sin mx = + /T^TlI^pM - ^^m'^ H f- (- 1)^"-« 22/^-1 w^i" -2). 

In entsprechender Weise hat man vorzugehen, um die Wurzeln der 
Gleichungen 

coswa;=cos(2fA+l)a;=+j/l - m^Yi--.^-!^/*^m'^4-.. +(-1)^2"*-^^"»-') 

coswa:=cos2fta;=l — ^u^ + ^'^'''7'^'N i' (-(- l)/'2'"--'«''* 

zu finden. 
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§ 52. Die Weierstrafs'sohe (T-Funotion. 

Wir wollen noch eine ganze Function Gq{x) herstellen, welche 
die unendlich vielen Nullstellen 

w ==a 2fia) + 2^'cj' (fi, ^' = 0, + 1 , + 2, . . . + oo) 

besitzt, wo o und o' solche Grofsen sein müssen, da(s in einem 
endlichen Bereich der Variablen x nicht unendlich viele Nullstellen 
to liegen y denn andernfalls gäbe es keine ganze Function der ver- 
langten Art.*) 

Es kann zunächst keine der Gröfsen co und a unendlich klein 
sein; sie können aber auch nicht in reellem Verhältnis stehen^ denn 
wäre in 

r 

die Klammergröfse reell und zunächst eine rationale Zahlengrofse, 
so konnte man unendlich viele ganze Zahleu /x und (i augeben, f&r 
die (i-\- (i - - gleich Eins wfirde und dann wäre die Nullstelle x <= 2 a 



von unendlich hoher Ordnung, was nicht zulässig ist. Wäre aber — 

eine irrationale Zahlengrofse , so liefsen sich stets ganze Zahlen fi, und 

jLiy finden, für die 

|2^yO — 2^,0}'! 

kleiner würde als eine beliebig kleine positive Gröfse d und dann wäre 
x^=0 eine Häufungsstelle von Nullstellen. In der That: entwickelt 

mau das reelle Verhältnis — in einen unendlichen Kettenbruch, ein 



0) 

CO 



endlicher kann sich nicht ergeben, weil sonst — rational wäre, und 

bildet die Differenz von ^^ und dem v^*" Näherungsbruche - r , so wird 
deren absoluter Betrag kleiner als (— /- ) und 

:iflyG} — 2f(yG7 = + 7—f 

WO 6 positiv und kleiner als 1 ist. Weil aber Zähler und Nenner- der 
Näherungsbrüche eines Ketienbruches fortwährend zunehmen, so kann 

2 (OS 



man auch ein v so angeben, daCs 



< d wird, w. z. b. w. 



*) Vergleiche Weierstrafs, Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der 
elliptiächcu Functionen (herausgegeben von IL A. Schwarz) und andrerseits 
Kiepert, ganzzahliji^c Multiplication der eüiptiuchen Functionen (Borchardt*8 
Journal, £d. 76). 
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Soll demnach eine ganze Function exisliren, welche die Nullstpllen 
W besitzt, 80 mu(B das Verhäitnis 



complex oder der reelle TheiJ tou " i){(-" ) von Null verschieden 
sein , aber dann gibt es in einem endlichen Bereiche nur eine endliche 
Anzahl von Stellen Hfia + 2(*'<a'. 

Zum Beweise beachte man, dal's sich bei nicht reellem VerhäUnin 
der GrÖiaen 2cj = a + iß und 2a) ■= a' + iß\ wo (ß^ — aß) von Null 
verschieden ist, jede Orölgc ^a = a, -f- ia^ in der Form 2|, ca -j- yg^o' 
darstellen läl'at, wobei g, und 1, reelle Grofseii bleiheu. Man hat fi, 
und Ij nur aus den zwei Gleichungen a, = «|, + a'l^und nj = ^g,-|- ß'^^ 
zu entuehuien. Darauf lälst sieb jeder endliche Bereich durch die Ge- 
sammtbeit der Stelleu ^1, o + 2|j0j' definiren, für welche g, und ^^ 
zwischen endlichen Grenzen gelegen siud, und mau sieht, dafs |, und ^^ 
innerhalb des Bereiches nur eine endliche Anzahl Male ganze Zahlen 
sein können. 

Man nennt zwei Gröfsenpaare (2(a, 2a') und (2sr, '2ts') von nicht 
reellem Verhältnis äquivalent, wenn die Gesammtheit der Werthe 

w = 2;iw + 2/i'(a' 
mit der Gesammtheit der Werthe 

w = 2vis -]- 2v-ts' {v, j.' = 0, + 1. +2...) 
übereiustimmt. Mau sieht, dafs die nothweudige und hinreichende Be- 
dingung für die Äquivalenz uweier Grölsenpaare in der Existenz zweier 
Gleichungen liegt: 

'S! ^ pa -\- qa , "Er' = p'm -f* ? <^ » 
in welchen die positiven oder uegativen ganzen Zahlen wieder der Be- 
dingung 

pg' _ p 5, = 4- 1 

genügen, denn unter diesen Umständen kauji mau stets zwei ganze 
Zahlen v und v so bestimmen, dafs 

2fi(o + 2^'(o'= 2v-^ 4- 2v'-S' = 2{vp -f- vp')-ss + 2[vq + v'g')oj' 
wird, und umgekehrt müssen die obigen Bedingungen erfüllt sein, weun 
jeder Stelle w eine Stelle TS und umgekehrt entspricht. 

Wir können jetzt festsetzen, dafs ^y --.) > sei, denn anderu- 
falls wähle man nur ein {2a, 2»') äquivalentes Gröfsenpaar (2'Zr, 2lir'), 
für welches 

fser als Null ist und dazu muß nur pq — j';) = — 1 sein. 
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Jetzt handelt es sich noch darum, in den Pn'mfunctionen 

die ganzen Zahlen fM^,yu' passend zu wählen, denn wenn wir auch 
schon wissen, dafs das Product 



9—1 



X 






eine ganze Function der verlangten Art definirt, sofern die Nullstellen 

Tvi I c€/n I • • • 7€r y f • • • 

der Bedingung 

gemäfs geordnet sind, so braucht dies durchaus nicht die einfachste 
Function zu sein. Wir sehen darum nach, ob es etwa eine ganze 
Zahl m derart gibt, dafs 

^ri 1 w+i 

endlich wird, denn dann existirt eine ganze Function m^^" Ranges, 
welche die Nullstellen w besitzt. 

Bemerkt man, dafs man 2n -{- l Grölsen W7 = 2^aj + ^f*'^'' »"• 
gehen kann, bei denen fi oder ft' gleich + n ist, so finden sich im Granzen 

4(2w+ 1) — 4 = 8w 

Nullstellen, bei denen eine der Gröfsen ft, ft' den Werth +n oder 
— n besitzt. Stellt man alle diese Gröfsen w in der Form n dn dar, so 
kann |^n| niemals kleiner werden als eine endliche Gröfse [d^] und 
man sieht, dafs in der Ungleichung: 

OO OD 

y I -- 

^ w 
die rechte Seite schon für m =^2 endlich ist und umsomehr 



w+» _S y n _ 8 ^_i 



^1 1 

eonvergirt. 

Deshalb wird bereits das Product 



beständig convergiren. üi^se ganze Function bezeichnen wir mit ö{x). 
Die logarithmische Ableitung derselben : 

^^^_) - ' 4- vr j . 4- V 4. ^0 = * + y - ?L- . 

ferner 
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j +y( j. ') 



dx* 
und 

dx^ "' "^^ix — w)^ 

stellen analytische Functionen dar, die im Endliehen die ein-, zwei- 
oder dreifachen aufserwesentlich singulären Stellen x = w besitzen, 
deren Häufungsstelle x = oo ist. 

Die dritte der genannten Functionen bleibt ungeändert, wenn man 
X um irgend eine der aus 2(» und 2o' durch Addition oder Subtrac- 
tion zusammengesetzten , Grofsen w vermehrt. Da aber zufolge des 

nicht reellen Verhältnisses ^ keine homogene ganzzahlige lineare Ele- 

lation zwischen 2ca und 2cö' besteht, ist die Function J?^^^^ 

' dx^ 

doppeUperwdisch. 

Bezeichnet man 

so ist 

y {x + 2w) = p(x + 2oi') = p{x + w) == p(x). 

Weil aber 

.(-.) = _«(.), <,'(-^) = «^», ^ — <$^, 

p{— x) ^= p{x) und p' {— x) '= — p\x) 
ist, wird 

p'{(o) = 0, !)'(»') = 0, pico 4" <»') = 
und 

i>(ö) =!>(-«), !>(«') =!>(—«')• 

Nach dieser Zusammenstellung der Wertfae von p(x) und p'(x) an 
zwei Stellen entnehmen wir den Gleichungen: 

dp(x-{-2(o) dp{x) dpix-^-'io)') dp{.r) 

dx dx ' dx dx 

die Beziehungen 

Pix + 2a))'=p(x), p{x + 2ci}')=p{x) 

d. h. auch p{x) hat die beiden Perioden 2 a) und 2 cd' und die aus 
diesen ganzzahlig zusammengesetzten Perioden w. 

Die doppeltperiodische Function p{x) wird an jeder Nullstelle der 
Function a{x) so unendlich, da& erst 

{x — wyp{x) 

in der Umgebung derselben regulären Verhaltens ist und wird an allen 
übrigen Stellen regulär; sie mufs daher als Quotient zweier ganzen 
Functionen darstellbar sein. 
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Die Function -^ ist nicht mehr doppeltperiodisch , es entstehen 
vielmehr durch Integration der letzten Gleichungen die Beziehongen 



a {x + 2 m) ff (x) 



+ 2v 



q'(.r + 2ro) ^^ a'{x) i 2„' 
a(or-\'2(o) a{:r) ' ' 

und hier sind die Constanten 2 17 und 217' so zu bestimmen, dals für 
X = — © die richtigen Gleichungen 

(r'( — 0») ö'(fl>) <f'(— «') <^'(«') 

ff(— m) <j(a)) ' a(—a}) a{(o) 

hervorgehen. Man erhält 

o\m) > ff' (09') 

^ "^ ff(Ö)'' ^ "" c(^ ' 

Eine abermalige Integration führt unter Rücksicht auf die Gleichungen 

(j(— c) = — (j(o), (?(-(»') = —0(m) 
zu den Relationen 
tf(:r + 2(0) = — e«^ (*+'») <y(a:), 0(a: + 2w') = — e*-^ >?>+«') a(a:). 

Bildet man aus jeder dieser Gleichungen 0{x-\-2cj-\-2a)')^ so müssen 
noth wendig die Exponenten in den Factoren bei 0{x) 

2ri{x + ö + 2©') + 2ri\x + 0) 
und 

2V(a? + <»' + 2«) + 2i^(a: + «) 

bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27ti gleich sein. Es wird also 

(2i?+2i?')a;+2iyö + 2iyV+4i?(»'~((2V+2i^)a;+2i?a) + 2i?V+4iy'o?) 

«= + 2miti 
oder 

rica — ri (o = + ~ö~^^' 

Femer folgt aber bei der Änderung des Argumentes x um eine be- 
liebige Periode w der Function p{x) die Gleichung: 

a{x + 2iic} + 2(ia) = tf (a;+2T3r) = (-iyM'+f^-hf*'dHf^n+Hn')i:'+a)o(x), 

wo wir fernerhin für ^ri -^ (i rj' = rf schreiben. 
Es ist dann 

a'(x + 2 Gi) ^ <s'{x) , o^ ^^ ff>) 
0(3^ + 20) ff(a;) '' '' ^ ^^ ff(0) 

und wenn man w + o' = ca", iy-|-i^'== 1^" setzt, speciell ly" = ~7^'T * 

An dieser Stelle soll noch die Function ö {x) durch ein cinfcuJi un- 
endliches Produd dargestellt u?erden^ in dem also nur ein Index un- 
endlich viele Werthe annehmen kann. 

Man bemerkt leicht, dafs die Nullstellen von 0{x) mit den Null- 
stellen der unendlich vielen Functionen 
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sin .7^ ^ 7 sin ^ (2 wo' — x) , sin ^^ {2nto+x) (n = 1, 2, . . . oo) 

zusammenfallen, und es fragt sich, ob man ö{x) als Product dieser 
Functionen darstellen kann. 

In dem Produete für ö{x) darf man alle Factoren zusammen- 
nehmen, in denen ft' = ist, denn das Product 



-fl'o-.rj «*•""■'' *'^'"^* 



^ = — QO 

ist gleichmäfsig convergent, da ja 



4-00 ,/ « \2 /*^\2 V 1 ''V* V 



und 



/U= — 00 






^ =: — 00 



.r 

(0 



ist. Fafst man dann alle Factoren zusammen, welche dasselbe fi haben, 
so kann man deren Product gleich 

+00 



■ <f 



tz=: — Cf) 



fi ^ — oo 

setzen, denn die hier vorkommende Summe oder 

■4-op 



2 V 2a> / ^ ( , , Ol' 1 



ist nach der Formel 



■00 



ä' 



sin* nx 



gleich 



y^— 00 



1 

~r7 



«« / a; y 1 

2 \2ai/ ... / f*V\* 



Wenn fi' somit alle Werthe durchläuft, tritt gewifs der Factor 



2öl . fnx\ \ '^ \ CO/) 

— sinl-— J C 
n V2 CO/ 



8qi 



Sin . • e 

^ 2(0 



auf und es bleiben nur mehr die Produete 

u :^ —00 

zu untersuchen. Schreibt man sie in der Form 

Biormaiin, Functionontlicorio. 22 
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— JL. 

» » / \ -4-OD / . 



'-^LE'- 



CO ■ 1 _ I ff ff II ZZ Ig C9 

(0 / \ '*"^'* ö^ 



so hat man aucb schon gefunden , dafs dieselben gleich 

sinwU' — — ^) *** cot ff M- 

V OD 2(0/ 2» ^'^ C0 

/ 6 



f 19 

sin na — 

09 



ZU setzen sind. Das Product aller Factoren von a (x) kann man daher 
in der Form des einfach unendlichen Productes schreiben: 



n ,^ t f . . n 



^ --20 sin _— (2|[*' co' — x) sin ^— (2 f*'cD'+ x) 



^i \ 2a)./3ca;\sai 7~T 2 CO 2(0 

^=1 \^ ""'(«VI 

Die hierin auftretende Constante 



' - >'K° "" J W^)) 



ist nichts Anderes als -)-l. Denn wenn man in den letzten Formeln 
X um 2fi) vermehrt, so bleibt i\nter den Productzeichen Alles ungean- 
dert, aber ^mi^j geht in — sin (^) und die Exponentialfunction in 

über; so dafs auch hier die Gleichung 

ö{x + 2<o) = — e2i;(*H-ai)^(^) 

hervorgeht. 

Differentiirt man den vorletzten Ausdruck für 0{x) logarithmisch, 
so erhält man nach Multiplication mit o: 



■| - •.-+lcoig("-3+i|;(c»fe»('i" +£.)-'»*8'<'^-+Ä)) 



und diese Formel führt nach der Substitution x = o' zu einem Aus- 
druck für 

Dieser lautet: 
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= lim -T- cotg ro '^ ^ -^ — 

Doch weil cotg {it -j- in) nach + i convergirt, je iiachdem v ^ 4^ ao 
wird, 80 wird 

aij- — Tja = +^, 

je nachdem in dem uicht reellen Quotienten — ^ a-\-iß ^$Üoder 

^{^)$» 

ist. Man Übersieht nun auch, dafs die Function 0(^) ungeändert 
bleibt, wenn man 2oj und 2(a' durch eiu äquivalentes Gröisenpaar 
2-Br =-2pfa -{- 2qa, 2-s" = 2j/a) + 23'ra' {pq'—p'q = +1) 
ersetzt, dem 

21i ~= 2111} + 2gV. 27;' = 2p^ + 2qr} 
zuzuordnen ist, und dafs bei positivem Werthe der Determinante 
pq — qp' auch 

wird, wenn ilt(^) ^ 'J ist- 

Die Ähnlichkeit der Daratellungeu von 



e-snO-lT) 



^F'Slid von a{x) durch Sinus Tun ctioueu springt in die Äugen und führt 
^■«nf die Vermutbung, dafssiii— aus o{x) abgeleitet werden kanu, 
^Kvenn man a' einen ausgezeichneten Werth beilegt. In der Tbat: lÜfHt 
^Vman den positiven reellen Bestandtheil Stf-^j über alle Grenzen 
wachsen (ohne to unendlich klein werden zu lassen), so wird 

rt''-"')^? .__«_ - ^ ^'^(e/'«('"-|9) — e-''«i'"-i«i)=c» 

ftud weil danu 

list, gilt die Gleichung 
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§ 53. Der Laurent'sohe Satz. 

Wir wendcD uns wieder zu allgemein functionentheoretischen 
Fragen und vor Allem zu dem Laurent'schen Satze, der aussagt, 
dafs man eine .eindeutige analytische Function f{x)^ die in der Um- 
gebung jeder Stelle x^ eines um einen Punkt x = c gelegenen ring- 
förmigen Gebietes, wo 

JJ, < |x — c| < JBj 
ist, regulären Verhaltens bleibt, daselbst einheitlich durch eine nach 
positiven und negativen Potenzen von {x — c) fortschreitende Potenz- 
reihe 

^^i<^ - c) + ■^,^^{^) 
darstellbar ist. 

Bei dem Beweise*) dieses Satzes kann man voraussetzen , dafs 
c = und f{x) eine ungerade Function sei, die bei der Vertauschung 
von — X mit X ihr Zeichen wechselt, weil jede Function F{x) als 
Summe einer geraden- und ungeraden Function 

I {F{x) + F(- ^)) . i {Fix) - F{- ^)) 

und somit auch als Summe 

fi{x) + xf^{x) 

darzustellen ist, wo fi(x) und fiix) ungerade Functionen bezeichnen. 
Sobald der Laurent'sche Satz für ungerade Functionen /*(a;) bewiesen 
ist, gilt er allgemein. 

Wenn wir aufserdem f{x) auf die Form bringen 

i (a«) + Ki)) + 1 (««) - f(i)) 

und für die Functionen f{x) +/"(—) und f(x) — /*(— ) die verlangte 

Entwicklung beweisen, haben wir wieder alles Nothwendige geleistet. 
Wir setzen ferner fest, da(s die Radien 22, und R2 ^^^ Ring- 
gebictes, an dessen Stellen sich f{x) regulär verhält, der Bedingung 
genügen 

denn andernfalls führt die Substitution x =» /Ji, R2 y zu einer Func- 
tion von y, die in einem durch Radien r^ und r^ definirten Gebiete 
regulär ist, für welches r^rj = 1 gilt. 

Sollte i{| Null oder der grofsere Radius R^ unendlich sein, so 
beschränke man das Gebiet zunächst auf ein anderes mit den Radien 
JJ,' und Uj' und gehe von diesem zu einem neuen, wo r^r^ «=» 1 ist. 

*) Entnommen aus Schaeffer's Abhandlung: Acta mathcmat. Bd. 4, p. 375. 
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Unter den ringförmigen Bereichen um die titelle Null mit zwei 
Radien 11,, E., (7i,-/ij^l) wähle mau ferner eines, bei dem der 
gröl'sere Radius 

■Hj > 1 + K2 , 
(I. h, gröfser als die positivek Wurzel der Gleichiijig a -=2, Üann ist 



fl,<K2-l, a>r^+ , E,-i>2. 



Bescbrüukt mau hierauf die Grt^ise 

auf den Bereich, wo \s\ < Bj — -^- , ho wird 

M + rii) 

daeelbst eine eindeutige Function von e sein, denn jedem Werthe FJ 
innerhalb des Kreises Bj — -=- um die Stelle e -=0 entsprechen nur 
X Werthe x„ und Xg = — , in deren Umgebung f{x) der Voraus- 
eetzuiig zufolge regulären Verhaltens ist. Es Mi^t sich deshalb 

vi') - n^) + fii) 

in der Umgebung jeder Steile £„ des genannten Bereiches nach Po- 
tenzen Ton e — Zg entwickeln, 

L_ In der That kann man ja a: — 3^ und , und dann auch 

Wf{x) und f\—) in der Umgebung jeder von £=■+2 yerschiedenen 
Stelle durch Potenzreihen nach ß — «o ausdrücken. Und wenngleich 
die Entwicklung der Differenzen (x — Xg) ""'^ ( ~) ^^ der Um- 
gebung der Nullstellen der Diacriminante unserer Gleichung zwischen 
X und e: 

a;'^_.-te + l = 

d. h. in der Umgebung von ^ = +2, dem x,, ^ x^' = +1 entspricht, 
uicht möglich ist, so ist (p{e) daaelbat trotzdem regulär, weil die Ver- 
einigung der aus den Reihen 

ft»)-'l.!,(l-l) «nd /(j)-=li,(i--l) 
aud 

fix) = %l,ix -f 1) und /(-l) = -ii.^-^- + l) 
entatammeuden Glieder 

a<'>(a;_ 1)' und fly'(>-_iy 
beziehungsweise 

at"{x-l)' und «l"Q-lX 
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h {' + ^) 



eine ganze rationale Function von e — 2 oder 0-{-2 wird. Man kann 
nämlich eine Summe 

als rationale Function von g ausdrücken; (fa 

ist. 

Darnach läfst sich (p{is) innerhalb des Kreises |jEr| = JBj — -g- durch 

eine einzige Potenzreihe ^{z) und f(x) + /^(— ) in. dem Bereiche, wo 

\^\ + \i\<^--k' 

durch die Reihe 

darstellen. Diese nach positiven und negativen Potenzen von x zu 
ordnende Reihe convergirt aber für alle Stellen des durch zwei Radien 

Q und — definirten Kreisringes, wo g durch die wegen der Bedingung 
JJj > J^2 + 1 stets vorkommende positive Wurzel der Gleichung 

9 + y = -^-i 

bestimmt ist. 

Wenn nun f(x) + f\—) in dem Bereiche — < |a;| < p die ver- 

X 

langte Darstellung findet, so wird die Gleichung 

4-00 

fi :^ —OD 

nach dem Princip der Fortsetzung auch in dem Gebiete 

gelten. 

Setzt man andrerseits ^^ ^ 9 

so kann man die innerhalb des Kreises |g|s=jB2 — -g- eindeutige Func- 
tion von i 

durch eine Potenzreihe ^{t) und darnach f(x)-\-f( j in unserem 

Kreisringe durch eine Reihe 

darstellen. "" 
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Dasselbe gilt für die Function 
m - i {m + fO) + i («') + /•(- i) ) ■ 

Sitid die zwei ursprünglichen Radieu ii, uud if., {lt,lt, ^ 1) aii die 
neuen Ungleiclmugen geknüpft: 

i< Jl<r»+■ 
so kann mau den neuen Fall auf den früheren zuriickfClhreu, indem 
man f\x] durch eindeutige Functionen einer Variabein y ausdrückt, 
für die das zugehörige Ringgebiet, in welchem sie regulären Verhai- 

Iteue sind, die frühere Bedingung erfüllt. 
iL Vi-\- i 

Ist die »'■ Potenz von -^ gröfser als r,-^"'— j so setze man m:" = i/. 
Bezeichnet dnun a eine n'" primitive Einheitswurzel und führt man 
die » Functionen 
; 



■^Po 



C(i — 0, l,...»-i) 

Lein, durch welche l{x) in der Form 

ftUBZudrücken ist, so sind die » Functionen /^ in einem dem Kreis- 
ringe von fix) entspreclieudeu Bereiche der verlaugten ßesfbaö'enheit 
eindeutige Functionen von y, denn einem Wertbe t/a aus diesem Be- 
^reiche gehören n Werthe von x zu, die iu dem regulären Gebiete roo 
^tc) liegen. 

Da ferner jeder Bestandtheil {a*xyf(a*x) Ton ^ nach ganzen 
■Potenzen von x — x^ und x — Xg nach ganzen Potenzen von y ~ y^ 
zu entwickein ist, so kann man jede der Functionen /^ nach positiven 
Potenzen von y — )/„ nach positiven und negativen Futenzeu von y 
darstellen. Setzt man wieder y^^x", so ergeben «ieh für die »Func- 
tionen f„ nach positiven uud negativen Potenzen von x fortschreitende 
Reihen, und demgemäl» wird f{x) in dem Bereiche B^ < \x\ < H^ 
in der Form 

rt») = 2^ = ^^-' 

/i=.U ^ ,l=-a. 

I entwickeln sein. Damit ist der Laurent'sche Satz in allen seinen 
^heilen bewiesen. 
Die Reihe 



^''^-.(ir 
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convergirt für alle Stelleu der Umgebung JJj des Punktes cx), und 
wenn Hi kleiner ist als jede beliebig kleine Gröfse, so stellt diese 
Reihe offenbar eine beständig convergente d. h. ganze Function des 

Argumentes -- dar, die für — =0 verschwindet. Damit ist klar, dafs 

eine eindeutige Function in der Umgebung jeder isolirten siugulären 
Stelle c in der Form 

darstellbar ist, wo G eine mit dem Argument verschwindende ganze 
rationale oder transcendente Function bezeichnet, je nachdem die Stelle 
c eine aufserwesentlich oder wesentlich singulare ist. Sobald c aber 

eine reguläre Stelle ist, mufs G( - ) identisch verschwinden. 



§ 54. Das Mittag -Leffler'sche Theorem. 

Wir gehen nun zur Lösung der zweiten der zu Eingang dieses 
Capitels gestellten Aufgaben, eine eindeutige analytische Function mit 
unendlich vielen vorgegebenen singnlären Stellen, die eine Grenzstelle 
haben, als Summe solcher Functionen darzustellefi , deren jede außer an 
eigner HäufungssteUe nur an einer der gegebenen Stellen irregidären Ver- 
haltens ist.*) 

Wir zeigen zunächst, indem wir denselben Gang wie bei den 
ganzen Functionen einschlagen, dafs man stets eine eindeutige analy- 
tische Function bilden kann, welche überall regulären Verhaltens ist, 
ausgenommen in der Umgebung der von einander verschiedeneu 
Stellen 

Cvi • do > * * * a-ym ... 

mit der einzigen Häufungsstelle x = b, und welche in der Umgebung 
einer Stelle a^ in der Form 

darstellbar ist, wo G^i -_2 — ) eine vorgegebene ganze rationale oder 

transcendente Function des Argumentes bedeutet, die mit 

verschwindet. 

Ist die Reihe singulärer Stellen a, endlich, so gibt es keine Grenz- 
stelle b und 



Fw_c+2;e.(^) 



•) Siehe Weierstrafs, Functionenlehre S. 53, und Mittag-Leffler, Acta 
mathematica Bd. 4. 
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Et eiiie analytische Fuuction der verlangten Art. Umgekehrt Kt jede 
ndeutige analytiache Function mit den aioguläreu ötelleü a, , a, , . . . 
Oh durch einen Ausdruck der genannten Art darstellbar, denn die ein- 
deutige Function F(x) verhält sich in der Umgebung der isolirten sin- 
. guläreu Stelle a, wie ein Ausdruck 

PG.(i-:h.) + '!!.(--«.). 
WO (x, eine ganze rationale oder transceudente Kuucttüu bezeichnet, 
je nachdem «, eine aiifaerwesentlich oder wesentlich Bingulllre Stelle ist. 
Die Differenz ^ . 

verhält sich dann überall regulär und kann daher nur eine Gon- 
etante sein. 

^Der obige allgemeine Satz von Mittag-Leffler wird dadurch 
geleitet, dafa mau aus den gegebenen Functionen Gr(~- — ) eine 
ihe anderer Functionen -fV{a:) dergestalt ableitet, dafa jede Differenz 
^'.W-G.(,-^.) 
eine Function mit den zwei singulären Stellen a, und 6 oder eine Con- 
stante wird und gleichzeitig die Summe ^^i^,(x) iu jedem Bereiche, 

der keine der Stellen a und h enthält, unbedingt und gleichmärsig 
convergirt. Daun ist nanilich diese Summe die verlangte Function 

und jede andere entsteht durch Addition einer ganzen Function f?,( y)- 

Weierstrafs nimmt eine unendliche Reibe positiver Orbfaen f , , e.^, 
Sg, . . . von endlicher Summe auf und eine positive (jröfse f < 1 , setzt 
jann, wenn (i, = oder cxj ist, i''»(^) = '^»(i^^ )i entwickelt aber 
b jedem andern Falle die gegebene Function 

e.(iir.) - (i^ + (i^ + (?^ + ■ ■ ■ 

i eine innerhalb des Bereiches -^-j < 1 convergente Reihe 
gjjbe fSr b ^ (x die Form 



jrhält und convergirt, solange -^ < !■ 
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Im ersteu Falle ist 



y P" = ^ ''-» C*' zlY _ _ J = 

#1 («-",)« i#i(«,-«')''\«-6; L_<'r-2Y 



^ 1.2.8 \a:-6/ ^ J 



und die Coefficienten ^„^ werden der Reihe nach 



'^ 






C 



-1 



tty — 6 









b)' 



<^Z\ 



— 2 I *^~3 



'^ a^-ft "^ 1! (a, - 6)2 "T" 2!" («y-^)» "^ ^ 

USW. Im zweiten Falle hiDgegen wird 



c* ' "^^ . .. c 






— X 



•= (-v)' 



und nun gibt der Vergleich der Coefficienten 

OO Jy) OO (y) 

x = l '*v x = l * ^'r 

x = l "y 



. . . >i(^) = V r_ n« * ('L+il:. •il'' + f!L::il) _^ 

^M ^/ ^^ 1.2.../i a» 

X = 1 **> 

V c _ n» ("_+ l)l''_+_2) 1^ (;» + «r-J) ^ 

= j^/ '-' 1.2.. ".(«-1) a«"' 



• • • 
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^M Ist dann b iiicht unendlich, bo kann man eine positive gaiize Zahl 

^F m, so bestimmeu, dafs der absolute Betrag der lleihe 

an jeder Stelle des durch die Bedingung: 



defiüirten Bereiches kleiner wird als £,, und ist 6 = 
m, derart augeben, dal's 






' an jeder Stelle des Bereiches — ^« < 1 kleiner wird als e,, und 



ist die gesuchte Function, 

Um zunächst gauze Zableu m, der geforderten Beschaffeuheit zu 
finden, beachte man, dafa G,/-— ~-| für jeden endlichen Werth des 

Ai^nmentes unbedingt convergirt. Wenn man dann den Werth der 
b: 

y|g'.i 
.-#. «; 

f flir einen positiven endlichen Werth von g, =3|;r — o,| mit g'/^ be- 
I seichnet, so werden die Coef&cienten c^ den Ungleichungen genügen: 

und je nachdem b unendlich oder endlich ist, wird: 



1<1.»?'A(-,^,)- 



I Wählt man in dem Falle 6 -= oo eine positive GrÖfse ß den Bedin- 
ge mäfs 

ß<l und ,-1 p < 1 
I und die Gröi'se §, so, dafs 

L und versteht unter e„ eine positive Gröfse, die kleiner als 1, aber 
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grofser als , - ist, so wii*d in dem Bereiche 
i — P 



X 



< « 






'(v)' 



^(.)ß ,«v+l 



1-^ 1-fo ' 



denn es ist schon 



oo 



2 



4"(:.)'i<{4;i(,i,r'-v 



und man sieht, dafs man m^ nur der Bedingung 






< B, 



l-ß l — «ü 

ZU unterwerfen hat, um in der zugehörigen Function F^{x) eine der 
gesuchten Art zu besitzen. 

Ist b endlich, so wähle man eine positive Gröfse a derart, dafs 
1 



l+a 



>£ und \x — a»| = It < |ay —- feja 



ist, dann wird fQr jeden Werth des Bereiches 



a^ — b 
x — b 



< s 



CO 






"^^ Vx-^bJ I — ^f l+a 1 — (l + a)« 



und umsomehr 



^ä 1 



a 



Co 



+ « 1-fo ' 



wenn nur £q eine positive Gröl'se kleiner als 1 und gröfser als (1 + «)^ 
bezeichuet. Die Zahl m^ suche man daher aus der Ungleichung: 



^f 1 



a 



,m,+l 



< f». 



'5 l + a 1-fo 

Ist hierauf o^q eine von den gegebenen Stellen a, , »o,... und & 
verschiedene Stelle, so gibt es auch einen endlichen Bereich ja; — Xq\ 
^Qy der keine dieser Stellen enthält. Bezeichnet dann 8 eine beliebig 
kleine positive Gröfse, so wird man schliefslich eine ganze Zahl n so 
bestimmen können, dafs für jeden Werth des Bereiches \x — Xq\ ^q 



x — b 
wird, denn es war ja lim \a,-b 
jeden Grad der Kleinheit herab. Weil daselbst auch 



<€ (i/ = l,2,...) 

= und X — 6 sinkt nicht unter 



\Fn+y{x)\ < €n+v (v = 1, 2, . . .), 

SO leuchtet ein , diifs man n gemäfs der für die gleichmäfsige Conver- 



Üariitelluag der (.'indcul, anitlyt. Fanction 



ir VerilnJcrliehen. 



geiiz der Reihe ^F.{x) Both wendigen Bedingungen wählen kani^ 
d. h. entaprecliend der Ungieicliung: 

Jjp.+.(.«)|<«. 

Deshfttb aber convergirt auch die um eine endliche Anzahl von 
Gliedern l'\{x) yerraehrte Summe 

in einer Umgebung der Htetle x^ gleichmürsig und läl'at sich dort in 
eine Potenzreihe 

¥(«i^.) 

entwickeln und defiuirt somit wirklich eine analytische Function F{x). 
Ist keine der Stelleu a, und auch b nicht unendlich, so bann 
man diese Function F{x) in der Umgebung x =- tx) durch eine Reihe 
^^ J darstellen; aber in einem Bereiche: 

der aufser a^ keine andere Stelle a^ enthält, wird die Differenz 

Fix) - F^{x) 
durch eine Potenzreihe '^{xlai) zu deßniren sein, d. h. man hat 

daselbst 



a 



) + '^lO'i»!). 



1 falls flji =. oo ist, 

Darnach besitzt die Function F{x) in der That das genannte Ver' 
halten und definirt eine eindeutige analytische Function mit den un- 
endlich vielen singulären Steilen a» und b, von denen o, je nach der 
I Beschaffenheit der ganzen Functionen Gri^^ — ) eine aufaerwesent- 

lich oder wesentlich singulare Stelle sein wird.*) 

Bei der Construction von F{x) blieben noch uuendlich viele Grö- 
I fsen gewisser mafsen willkürlich, darum gibt es auch unendlich viele 
I Functionen der verlangten Art. Die Addition einer überall aulser in 

•) Vergl. auch Casorati, Aggianta a receuti lavori dei Signori Weieratrafe 
b« Hittag-Leffler (Äiitiati di matcmatica pura eJ applicala rerie Jl', lomo X. 
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b regulären Function zu F(x) — und das niufs eine ganze Function 
G\z~u 8®J" — gibt wieder eine Function derselben Beschaffenheit 
Indem man Gy—zru ^o^ch in eine gleichmäfsig convergente Summe 
ganzer Functionen (7y(-_-T) zerlegt und Fy{x) -{- gy mit Oy(x) be- 
zeichnet, erscheint auch die neue Function als Summe unendlich vieler 
Functionen, deren jede aufser b nur eine singulare Stelle a, besitzt. 

Ist umgekehrt eine eindeutige analytische Function F{x) gegeben, 
deren Stetigkeitsbereich durch die Stellen 

und die Häufungsstelle b begrenzt ist, und die femer in der Umgebung 
der isolirten singulären Stelle a, in der Form 

darstellbar ist, wo G^ eine mit dem Argument verschwindende 

sc — (•_ 

ganze rationale oder transcendente Function bezeichnet, je nachdem 
a, aufserwesentlich oder wesentlich singulär ist, so leite mau aus den 
Functionen Gv in der angegebenen Weise die Functionen -FV(a;) und 

CD 

dann ^Fy{x) ab. Darauf wird 



00 



F(x)-2f.{x) 



»= I 



nur eine ganze Function G (- _ ,) sein. Nach der Zerlegung 

und der Vereinigung Fr{x) -{- g^y-^ A = Oy{x) wird die gegebene 

Function F{x) durch eine unendliche Summe analytischer Functionen 
dargestellt, deren jede neben b nur eine einzige singulare Stelle a, 
besitzt. Damit ist der zu Beginn dieses Paragraphen verlangte Satz 
in dem Umfange bewiesen, dafs die Stellen a^ auch wesentlich sin- 
gulär sein können. 

Wir machen noch eine Bemerkung über die Ermittlung der ganzen 
Zahlen nty. Die eindeutige Function F{x) besitze die unendlich vielen 
aufserwesentlich singulären Stellen erster Ordnung 

\} 2f * * * Ctv^ • m • 

unter denen die Null nicht vorkommen soll, und die wesentlich sin- 
gulare Stelle CO. Heifsen femer die den Stellen a^ zugeordneten Func- 
tionen 
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-(.-^.) = ^r 



80 bilde man 

F.{x) = ■--' ■ - y'^'^'C -*-V = -^^^^ . 

Wir wisseu bereits, 6&h ^^F,,{x) gleichmäfsig cooTergirt, wenn m,. 
diejenigen ganzen Zahlen sind, für welche 

beständig convergirt. Wenn also Oi, a,, . . . die Nullstellen einer 
ganzen Function m'"" Ranges sind, so hat die Function mit den aufaer- 
wesentlich singulären ^Stellen erster Ordnung (a,,a2,...) die Gestalt: 

und darin bezeichnet c'^' den Coefficienten von (x—a,)-' in der Ent- 
wicklung der Function i'ix) um die Stelle a,. 

Sind die den singuIUren Stellen einer gegebenen Function F{x) 
zugeordneten Functionen 

nnd ist die Bedingung («) erfüllt, so kann man bei der Bildung von 

mt = m, — k setzen. *) 

Mau kann jetzt die frühere Function p(x) auch durch die Forde- 
rung einführen: ea ist eine Function herzustellen, welche an allen 
Stellen 

w = 2,10 + 2,1' w', ;*,ft' = 0, +1, +2,... 

unendlich wird wie ,^— ^, - Sie mui's dauu die Form haben: 
e FuQct 
. abguii 



) Diese WaLl der GrÖfBeo m', ist mit der Bemerkiing zu begründen , dufs 
iie Function F(^e) cait der (k— ij"" Derivirteo der logarithniiachen Ableitung von 



^'=n('-i)'^''*"'^ 



- abguieben von den CoeOicieuten c^'„ — ülierein fco tarnt. 
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Wenn noch verlangt wird, dafs diese Function doppeltperiodisch ist, 
kann G(x) — wie wir später sehen werden — nur eine Constante sein, 
und diese ist Null zu setzen, wenn man z. B. anuimmt, dals 



liin(p(a;)- Ji) = 



« =0 

wird. 



Eine andere Anwendung bestehe in der Darstellung der Function 
jt secnx als Summe rationaler Functionen. 

Weil die Entwicklung von cos tcx in der Umgebung der Nullstelle 



a; = ~5^- mit dem Gliede 



, (- D'+K- - '-^) = P-1F) (- - '-^) 



2v4-l 



X=: 



beginnt, wird die der ünendlichkeitsstelle a; = — ^- von % sec nx 
zugehörige Function: 

G. 



und somit 

+ 00 



/ 1 \ (- ir+^ 

v-^j"('-~r) 



"V (-1)"+'« , n, \ 



v = — 00 



2 

00 



doch hierin kann G(x) nur eine Constante und zwar tc sein. 
Entwickelt man dann in: 

sec ^ 11^ V 



- = 1+2 



yrr 



jedes einzelne Glied nach Potenzen von x^ und summirt alle Potenz- 
reihen, so erhält man 



« X « . « « « 



Die hier auftretenden Summen: 

_1 __ 1 ! , 

bestimme man dadurch; dafs man den Quotienten 

1 ^ l_ 

— 2£_ «.ir cos a: 

» =0 
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in der Umgebung der Stelle x=0 in eine Potenzreihe outwickelt und 
die Coefficienteu gleichnamiger Glieder vergleicht. 
Dabei wird 






I 



§ 55. ErweiteruDg des Mittag-IioQ'Ier' sahen Theorems.*) 
Der obige Mittag-Leffler'sche Satz lüfst sich auf den Fall aus- 
dehnen, wo in dem Bereich der unbeschränkten Variabein X irgend 
eine isolirte Punktmenge Q gegeben ist: 

a, , a,, . . . a*, . . . 
und eine Keihe ganzer rationaler oder trän scend enter Functionen 

«.(^.). H^). -.{^)-- 

die mit dem Argumente verschwinden. Auch dann gibt es eine in der 
Umgebung jeder, weder der Menge Q, noch deren abgeleiteter Punkt- 
menge Q' angehörigen Stelle x^ reguläre Function F{x), die in der 
Dmgebung jeder isolirten Stelle a. in der Form 

'^■{^) + i^-(=' -'■■'> 

darstellbar ist. 

Enthält Q' nicht wie früher eine einzig«; Stelle, so kommt es 
offenbar darauf an, die Menge Q derart abzutheilen, dafs zu jeder 
Theilmenge Qf, oder 

af, a'i", . , . aW . . . 

eine HSufungsstelle ii^ gehört und diese Menge der Bedingung 
\imWr'-b^\ = 

gem'äfs geordnet werden kann, oder dals man nach Annahme einer 
beliebig kleinen Gröfse @^ ein n finden kann, fUr welches 

!a!;+,-;'^l<0^ (i/ = o, 1,2,...), 

denn dann löTst aich jede Theilmenge Q/, und die Keihe zugeordneter 
Functionen G'^H ^-A zur Construction einer Function f"'(a:) mit 

den aingulären Stellen aW (v =» 1 , 2, . . ,) und 6^ verwenden und es 

I steht zu vermutben, dafs 
eine 
L 



I eine Functiou der verlangten Art sein wird. Wenn Q' nur aus einer 

•) Siehe Mittag-Leffler a. a. 0. 
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endlichen Anzahl von Stellen &^ besteht , i^t die besagte Theilnng Ton 
Q in Mengen Q^ gewifs möglich und die Summe einer eudlicben An- 
zahl von Functionen F^^{x) gibt gewifs eine an jeder nicht in der 
Punktmenge Q '■\' Q' enthaltenen Stelle reguläre Function. 

Besteht aber die Punktmenge Q' aus unendlich vielen Stellen, so 
ordne man am besten jeder Stelle a, eine von Q' 6, derart zu, dafs 

lim I ay — 6y I = oder | a^ — 6^1 < ® (v ^ n) 

wird. Das ist möglich , denn sind die Stellen von Q' kurzweg b gp- 
nannty so gehört zunächst jeder Stelle a, eine untere von Null ver- 
schiedene Grenze Qv des absoluten Betrages 

I a, — 6 1 

zu. Diese wird erreicht, d. h. es gibt eine Stelle 6^, wo |a, — 6,| = Qf 
ist. Gibt es nämlich unendlich viele Stellen 

und definiren die absoluten Beträge |a, — V^^ die Grenze p„ so ist 
die Häufungsstelle der b^^, die als eine der zweiten abgeleiteten Punkt- 
menge von Q angehörige Stelle auch in Q' enthalten ist, die verlangte 
Stelle &,. 

Gerade eine solche Stelle h^ ordne man a^ zu. Dann kann man 
nach Annahme einer beliebig kleinen Gröfse & nicht mehr unendlich 
viele Stellen a't angeben , für welche die zugehörigen unteren Grenzen 
(>y=s{a^ — b\ gleich oder gröfser wären als 0, denn diese würden eine 
Grenzstelle V definiren und |ai — 6'| wäre für unendlich viele a, kleiner 
als eine beliebig kleine Gröfse und kleiner als &. Darum gibt es in 
der That auch eine ganze Zahl n, sodafs 

p, CS @ oder 1«»— 6y| < 0, 
sobald v'^n ist. *) 

Nach dieser Bestimmung der Stellen 6, entwickle man die Func- 
tion Gr( ) in eine Reihe: 

die in dem Bereiche '-- — ^\ < 1 convergirt, suche wie früher eine 
ganze Zahl m^ derart, dafs 



oo 






in dem Bereiche 



^v-K 



— IT p^ fi < 1 kleiner wird als fy, setze endlich 



X 



^) Natürlich kann unendlich vielon Stellen a^ dieselbe Stelle b^ zagehören. 



r 



Daretcllung der eiodeut. analjt. Fuoctionen einet Veränderlichen. 



^.« =«.(.-..) -2/r(:-^:)'. 



FW =2'^.(x) 



der Ausdruck, welcher in der Umgebung jeder vod der Menge Q-\-Q' 
verachiedeneu Stelle a;,, regulären Verhaltens ist und in der Umgebung 
einer Stelle der isolirteu Punktmenge Q durch 



G, 



{x-^,) + ^'-(-^-'^') 



dargestellt wird. Jeder andere Ausdruck gleicher Art entsteht ans 
F{x) durch Addition einea neuen analytischen Ausdruckes, der nur an 
den Stelleu von Q' nicht regulären Verhaltens ist. 

Zum Beweise zeige man, dafs in einer Umgebung p von X^,, die 
keine Stelle der Menge ö+^' enthält, F(t} gleichmäfsig convergirt. 

Nennt mau die untere Grenze aller Werthe \x—b\ l, wo x jede 
Stelle des Bereiches \x — a^{ < p bedeutet, so dafa also 

\x~b,\'^l (»=1,2,3...), 
und setzt sl='@, so wird für alle Werthe v>», für die ja, — h,\ 
< » ist, 

Weil daselbst 

i-F.Cx)! < e., . 

80 leuchtet ein, dafs bei einer endlichen Summe ^.ft die Reihe 

^^ 2'', (3;) gleichmäfsig conyergireu wird, denn man kann n so 

wählen, dafs 

fSr alle Stelleu der Umgebung p von x„ kleiner wird als i^ine beliebig 
kleine vorgegebene Gröfse S. 
Da aber auch die Differenz 

in der Umgebung von ai gleichmäfsig convergirt, besitzt die analy- 
tische Function F(x) -^^Ftlic) und endlich F(x) -\- ^{x) die ge- 

uannt«n Eigenschaften, wenn <P{x) nur mehr an den Stellen 6, irre- 
gulär ist. 
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Besteht der Bereich der gleichmäraigeii Convergenz eines der ( 
fuiidencD Ausdrücke aus einem Cootittuum, so k&Dn man jedes sein« 
Elemente ^(j;|.To) aus jedem anderen ableiten, folglich stellt der Aus- 
druck innerhalb des Continuums eine monogene Fuuction dar. Bildet 
die Funkimenge Q-\-(/ die Begrenzung mehrerer Continua, die wohl 
gemeinsame Grenzstellen haben können, aber aus deren Innerem kein 
continuirlicher Übergang in ein nächstes Continnum zu bewerkatelUgen 
ist, Bo wird der Ausdruck in dem einzelnen Bereiche eine monogene 
Function vollständig oder blos einen Theil einer solchen daratelleiuj 
Liegen z, B. die Stellen der Menge {Q + Q' ) alle in einem Kreiul 
x — a\:^r und auf dessen Begrenzung, und kann man aus dem In*-I 
nern desselben nicht nach den aufserhalb liegenden Stellen gelangende 
verschwinden ferner die Functionen Gr[-zj: } °''^li' identisch, 
wird F{x) innerhalb des Kreises eine monogene Function vollständig 
darstellen; ob aber F(x) anrserhalb des Kreises auch eine eindeutige 
monogene Function darstellt, die nicht in dits Innere desselben fort- 
zusetzen ist, das ist noch nicht entschieden. 

Angenommen, es sei bewiesen, dafs es stets eine eindeutige am 
lytische Function gebe, die innerhalb eines von einer Funktmen] 
Qf-^Qi vollständig begrenzten Continnum B regulür und an jeder Stelle' 
a, der iaolirten Menge Q, in der Form 

''•(^.) + '*'(^ - "•' 

darstellbar ist, wo G, eine nicht identisch verschwindende ganze Fun©-' 
tion bedeutet, die für -^ -=0 Null ist, so kann mau zu der frühe- 
ren Menge Q-\-Q' zurückkehreud folgende Fülle unterscheiden. Es iail 
möglich, dal's eine Theilmenge Q,-i-Q,' von Q-\-Q' für sich ein Con-I 
tinuum 31, vollständig begrenzt, dann existirt innerhalb 31, eine mono-fl 
geue Function F,(x), deren singulare Stellen diejenigen der Menge] 
Q,-\-Qi' sind. Enthält nun Q + Q' eine zweite Theilmenge Cj-f 9j', f 
die für sich ein anderes Continnum 3lj vollständig begrenzt, das abefi 
theilweise mit 3t, zusammenfällt oder ^, ganz enthält, so existirt ratM 
Allem eine monogene Function J^,{jr) innerhalb 9lj, ferner gibt es in-l 
nerhalb der Bereiche Si, und ^^, die aus 3t, und 3(j entstehen, weual 
man den 31, und 3Ij gemeinsamen Bereich (S, von 91, und ^Jl, in Ab-J 
zug bringt, zwei Functionen fiix) und F^(x), und endlich existii 
auch eine monogene Function innerhalb 0,, . ' ' 

Da kann nun der Fall eintreten, liaCs ein einziger Ausdruck ^(x)^:! 
wenn er in 31, Ff{x) darstellt, gleichzeitig F,(x) darstellen mobl 
oder dals ein Ausdruck F^{x), F^{x), F^{x), oder innerhalb a}|, Si | 
und id;, F^{x), F^{x), F^{x) darstellen wird. 
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^M um uns Über diese Möglichkeiten zu orientiren, beweisen wir deu 

^r eben genauotec Satz Über die Existenz einer mouogöuen Function 
Ff{x), deren singulare Stelleu (9i + Öi') einen Bereich^, vollständig 
begrenzen, aufserhalb dessen aber noch Stellen existiren, und suchen 
hinterher Ausdrücke zu bilden, welche in verschiedenen Bereichen 
ihrer gleichm&Taigeu Couvergenz analytische Functionen vollständig 
oder nur thoilweise darstellen. 

Wenn man beweisen will, dafs innerhalb eines Bereiches 91, eine 
motjogene Function F^{x) existirt, kann man festsetzen, dafs F,(x) 
auraerhalb ^, nicht regulär sei. 

Bezeichnet man mit i, , ij, 63,... aufserhalb 91, -{- Qi oder auf 
der Begrenzung dieses Bereiches liegende Punkte und nennt b die 
Punkte von Q^' d.h. die ßegrenzungspunkte von 3li + ^, , und beifat 

Idie untere Greni^e von \b — &,| ß,, so kann mau die Stellen b, derart 
Wahlen, dafa die obere Grenze ß dfr /3, eine bestimmte endliche 
Gröfse wird und dafs nach Annahme einer beliebig kleineu Gröfse & 
■such ein » gefunden werden kann, fUr welches 
|o,-M-ft<e, 
«obald v ^ n ist. 
Falls die Stellen &, alle der Punktmenge (?,' angehören, werden 
wie früher alle ß. Null zu setzen sein. 
ibnet 



I 



wieder eine Reihe positiver Gröfsen von endlicher Summe und wählt 
man anstatt der einzigen tiröfae e< 1 eine unendliche Reihe positiver 

Gröfaen 

für welche lim f'*' = 1 ist, so bilde man aus den unseren Stelleu n» 
nigeordneten (nicht identisch verschwindenden) ganzen Functionen 
(J,(— -- — \ F,{x) dadurch, dafs man die Zahlen «j, nunmehr der Be- 
dingung gemäfs bestimmt: es soll 



,,z,<(:^')l 



!iobald "~~ 1* ^ '*''■ ^'^ diesem Zwecke bat man ebenso wie früher 

(8. 347 und 348), aber entsprechend den verschiedenen Gröfsen eW ver- 
Bchiedene Hilfsgröfsen ^'" und «''' einzuführen. 

Ist b,-^oo, so entnehme man m, der Ungleichung 

in bt endlich ist, der Ungleichung 





358 



Sechstes Capitel. 






für alle Stellen 



WO die Bedeutung und Beschaffenheit der Grofsen g^^^ , ß^^^, a^^^ and 
«<") nicht mehr erklärt zu werden braucht. 

Bezeichnet dann Xq eine Stelle von %^ -\- Q^ und enthält der Be- 
reich |a; — a:o| ^ 9 keine Stelle von d + Q/i au&er etwa Xq^ so kann 

man eine ganze Zahl n derart finden, dals \— — ^ 

dieses Bereiches kleiner wird als £(*>, wenn nur v'^n ist. 

In der That: durchläuft x wieder alle Werthe des genannten Be- 
reiches und sucht man die untere Grenze l von 

Ix — b^l — ßt. (t/=l,2...), 
so ist 

\x — b^\7>ßt + l 

für alle a: -Werthe des Bereiches \x — XqI'^ Q- Ist dann &<l, so wird 

wenn v > w, und ebenso 

+ ß, 



x— K 



< 



' + ft 



Da aber -rTTä^ ^ 1^6 * ^^ ^ wieder die obere Grenze der ß^ ist, so 
wird auch 



X — b^ 



< 



l+ß 



Wenn man nun mit Rücksicht auf den endlichen Werth von ß und 
die Ungleichung 6^ < 2 ein nj so bestimmt, dafs 



so wird auch 



i$-ß-<'^'' i^>^2) 



x — b^ 



<£<") 



sein, wenn v grofser oder gleich ist der grofsereu der ganzen Zahlen 
ti] und nj. 

Nunmehr ist die Existenz der innerhalb ^, monogenen analytischen 
Function F^ {x) erwiesen , denn der Ausdruck 



^Fr{x) 



v = l 



definirt eine Function mit den geforderten Eigenschaften und jede an- 
dere geht durch Addition einer blos au den Stellen von Q/ irregulären 
Function hervor. 

Umgekehrt läfst sich eine eindeutige Function ^^"(0;) mit den sin- 



p^l^ 
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lären Stellen a,, «.,... als Summe eines Ausdruckes ^'F,{x) und 

einer Function darstellen, die nur an den Stellen der aus der isolirten 
Pnnktmenge (^o, , fl,,...) abKeleitefeii Menge Q' nicht regulären Ver- 
haltens ist, denn nach dem Laurentschen Satze kann man /''(x) in 
der Umgebung von a* in der Form 



'^•{i^a) + 'f--i' -'■■'> 



% 56. ArlthmetiBche Ausdrücke, die mehrere Functionen ganz 

oder theilweise darstellen. 

Es soll nunmehr untersucht werden, ob ein uud derselbe Aus- 

■ druck in verschiedenen Bereichen seiner gleichmäfsigen Convergenz 

■verschiedene i<'uuctionen vollständig oder nur theilweise darstellen 

[Itaun, oder ob er in manchen Bereichen Functionen TollBtÜDdig und 

I anderen nur theilweise darstellt. 

Diese Frage ist von der oben angeregten verschieden, und wir 
werden hier nicht erfahren, ob die früher construirte Function F[x) 
mit den singuläreu iStelleji [Q-\-Q') in den coutinuirlichen Bereichen, 
die man erhält, indem man die Menge (tl-\-Q' ^^^ ''^ii Bereiche der 
a u beschränkten Variabel a ausschliefst, lauter monogene Functionen dar- 
stellt, die tiber diese Bereiche nicht fortzusetzen sind. Wir werden 
uns aber mit der Antwort auf die erste Frage begnügen und ea als 
li wahrscheinlich hinstellen müssen, dB.!s-F(x) nicht blos monogene 
■Fanctioneii vollständig darstellen wird. 

F M. Tannery hat eine Reibe gebildet, die in der Umgebung jeder 
Stelle X, für welche [i|^l gleichmälsig convergirt und den Werth 
-^- I oder —1 besitzt, je nachdem ia:;^! ist. 

Er geht von der Bemerkung aus, dafs unter der Annahme einer 
inendlichen Uethe positiver ganzer Zahlen 

»ni "ij nj, . , . n„ , . , 
Rit der oberen Grenze >:<o 



, je nachdi'ni \x' ^ 1 ist. Setzt man dann 



360 Sechetes Capitel. 









2«V-i(a;V-V-i_l) 



die verlangte Reihe. Bezeichnet hierauf x eine rationale Function von 
rc, so wird die Gesammtheit der Stellen x, für welche der absolute 
Betrag von x' gleich 1 ist, in dem Bereiche der Variabein Continna, 
in denen \x\ kleiner ist als Eins, von continuirlichen Bereichen tren- 
nen, wo |a:'| > 1. Dann aber ist t(^') = x{^) ^^® Summe unendlich 
vieler rationaler Functionen, die in den Bereichen, wo |x'|^l ist, den 
Werth +1 besitzt; aber dort, wo |a;'| = l ist, convergirt x{x) nicht. 
Ist x' nur eine lineare Function von a: ■= 5 + *^- 

*' - n-U = f^± 

wo die Coefficienten durch Division von y^ad — ßy stets so umzuwan- 
deln sind, dafs ad — ßy = 1 wird, so wird die Gleichung eines 
Kreises um die Stelle m -|- in in der Form: 

|a: — (♦» + »w)| = r 
oder 

^(S^ + ^^) ~ 2fn^g — 2nAri + (w^ + w^ — r^)Ä = 

oder in der Form zu schreiben sein: 

AxXq + Bx + B^Xq + C — 0, 

wenn Xq und jß„ die conjugirten Werthe von x und B und A und C 
reelle Gröfsen sind. Das aus diesem Kreise durch die Substitution 

x^f{x) und ^-^ «oa?o + fo 

abzuleitende Gebilde: 

A{ax+ß){a,x, + ß,) + B{ax + ß)(y,x, + d,) + B,{a,x, + ßo){yx+d) 

+ G{yx+d){y,x,+ d,)^0 
oder 

xx^^Aaa^ + Bay^ + B^a^^y + Cyy^) 

+ X (Aaß, + Sado + B,a,d + Cy*«) 
+ x,{Aa,ß + JB^yo + ^0^0^ + Cy^d) 

+ (^^/Jo + Sßio + ^0^0« + C««o) = 0, 
wo a„, /Jq, ^q, d(, die a, /3, y, d conjugirten Gröfsen sind, ist offen- 
bar wieder ein Kreis. 

Wir theilen die Variabeinebene nun durch beliebige Kreise 

|a? — a,| = r,, Ix^-a^l = rj, . . . |a?— a,| =r,, 

von denen niemals zwei einen Bereich gemein haben, in n-f-l Theile 
und bestimmen n Functionen. 
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> dafB \xr\ ftuf dem Kreise \x — ar\ ^ f» gleich Eins ist. Dann hat 
X,\ innerhalb des Kreises steta einen Werth ^ l unii aufserhalb dea- 
oen einen Werth, der ^ 1 ist. 
ht z. B. |j;,| (vob], 2, . . . n) in dem Bereiche \x^a,\ < r, klei- 
[ner als Eins und sind 

F,ix},F,{x),,..F,(x) 
^eindeutige Functionen, deren Stetigkeitsbereich bloa durch eine unend- 
I liehe Anzahl üufserweseDtlich und eine endliche Anzahl wesentlich 
Isingulärer Stellen begrenzt ist, auf dafs sie in einem unendlichen Be- 
L reiche regulär sind, so hat der Ausdruck 

-f.(*) + -J2'*' + *W) (-''''*' - ■''•M) 

die Eigenschaft, die Function Ff(x) so lange darzustellen, als x inner- 
halb des Kreises r, liegt, und F^(x) darzustellen, so lange x in dem 
Kreise r^ sieb befindet, d. h, derselbe Ausdruck stellt in verschiedenen 
Theilen seines Convergenzberetches verschiedene Functionen nur theil- 
weise dar. Sollten aber die Fuuctiouen r',(z), . . . J^,(x) nur innerhalb 
der Kreise rf.-.r,, und sollte JPn(^) aufserhalb aller Kreise allein 
existiren, so stellt derselbe Ausdruck verschiedene Functionen voll- 
ständig dar. 

Sind andrerseits die n Kreise so gewählt, daf^ jeder von dem fol- 
genden umschlossen wird, wobei der Bereich der Variabelu x wieder 
iii n-|-l Theile gesondert ist, so wird der Ausdruck 

i ( JVf, (I) + -F, w) - 1 2 '•''•*' M - ^'' w) ♦(*•) 

[ in dem ersten Kreise F^{x), in dem daran grensendeu ringförmigen 
I Gebiete -fj(x) usw., endlich aufserhalb des letzten Kreises F^^i{x) 
darstellen. Wenn die Functionen F^{x) . , .F„j^i{x) nur eine endliche 
Anzahl wesentlich singulärer Stellen besitzen, stellt der genannte Aub- 
drack in den einzelnen Bereichen Theile verschiedener Functionen dar, 
wenn aber Ff{x) innerhalb des ersten, F^(x) innerhalb des zweiten 
I usw., ^"^1(3:) innerhalb des letzten Bereiches allein esistirt, repräaen- 
1 tirt derselbe Ausdruck mehrere Functionen vollständig, und wenn end- 
lich i^,(3:) innerhalb des ersten Kreises, F^{x) in dem zweiten Kreise 
und F,^^.l{x) innerhalb der ganzen Ebene esistirt, so bringt unser 
Ausdruck eine Function, nämlich F^{x), vollständig und die übrigen 
K^ nur theilweise zur Darstellung. 

^H Wir seheu also an diesen einfachen Beispielen, dafa alle der früher 

^K .genannten Fälle vorkommen. 



I 



I 
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Das Wesentlidie dieser ErSrterat]<,'eii besteht aber in der Brlieiitit-J 
HIB, tlafs der Begriff der monogenen Function mit dem Begriff' 
durch Gröfsenopcralionen mtsdriickharen Abhängigkeit nicht voUkommen 
BvsammenfälU.*) Und wenn man zwei Functioaen als identisch er- 
kennt, die in der Umgebuuji einer Stelle x^ fßr unendlich viele Werthe 
mit der Häufungsstelle x„ HbereinatimraeD , so ist die Identität zweier J 
Ausdrücke, deren Bereich gleich mäfsiger Convergeuz au» Terschiedenea 4 
Contiuuis besteht, erst dann erwiesen, wenn man die Identität der^ 
verschiedenen Functionen, welche sie darstellen, erkannt hat. 



§ n7. DarBtedlimg eindeutiger Functionen durch Froduote. 

Es ist schon früher geglückt, nicht allein die ganze, sondern! 
auch die eindeutige Function mit einer wesentlichen und unendlicfaJ 
vielen aulserwesentlich singulären titelleu durch den Quotienten uucud-j 
lieber Producte von Primfunetionen darzustellen. 

Die Durstellung einer eindeutigen Function durch unendliche Pro^l 
ducte soll ijunmehr verallgemeinert werden. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir eine isolirte unendliche Punkt*] 
menge Q an, die mit Q' vereinigt ein Continuum 21 vollständig be-J 
grenzt, ordnen den Stellen von Q 

positive oder negative gajize Zahlen 

M,, n,,. .. w„. . . 

■iü und bewi.-isen zunächst, dafe es atets eine monogene eindeutige J 
Function F(x) gibt, die in der Umgebung jeder Stelle von 91 regu-/ 
lärea Verhaltens ist, an den Stelien a. von der n,"" Ordnung Null! 
oder unendlich wird, je nachdem n, positiv oder negativ ist und ial 
der Umgebung jeder aolchen Stelle auf die Form 

gebracht werden kann, womit gesagt idt, dafs sie daselbst aulser auJ 
der Stelle a, weder verschwindet noch unendlich wird. Die Stellen f 
der Punktmenge Q' sind wesentlich singulare Stellen von F{x). flm- 1 
gekehrt wird aber jede Function dieser Eigenschaften in derselbeuj 
Weise auszudrücken sein wie F{x}. — 

Mau ordne jeder Stelle a. wieder eine auf der Begrenzung ^ 
%-{' Q oder aulserhalb dieses Bereiches liegende Stelle i» iu der {rO-a 
bereu Weise zu und wähle eine Reihe positiver Gröfsen 



L endlicher Summe und eine weitere Reihe positiver Gröfs 



aTs, Funclioneulehni p. IV u. i 



^^BOit der Grenze 1, bilüe endlich die Primfunctionen 



DuratelluDg der eindi'ut. analst. Functionen einer Veründerlicben. 






I 



SO wird bei passender, mit den UrSfaen e, und **" zuaomuienhängeuder 

Wahl der positiven ganzen Zahlen m, das Product I iE,{w) die ver- 
langte Function F(x) defiuiren. '=' 

lat a, von Null und Unendlich verschieden, so läßt sich die ge- 
nannte Primfunction iu dem Bereiche 

an dessen Stelle im Falle br= x der Bereich — - < ' tritt — 
auf die Form ' ' 

bringen. Hier wähle man die ganze Zahl trty derart, dafs 






■ in dem Bereiche \— — r^' < *"' kleiner wird als t,. Da sich hierauf 
eine ganze Zahl » so angeben läfst, dal's der absolute Betrag von 



des Continuums ?l kleiner wird als s''', wofern v^ti ist, so kann 
man auch eine ganze Zahl n der Beschaffenheit finden, dals nach Än- 
oafame einer Gröfse d für alle die genannten Stellen der Umgebung 

TOD Xn 



5i-2^c^ri<'. 



=.«,+1 

sobald 3( ^ n ist. Dann aber wird auch das Product 



flE,{x) = flE.(:c)]^E. 



W 

gleichzeitig convergiren und in der Umgebung jeder dem CoDÜnuum 
31 angehörigen Stelle a:^ durch eine Potenzreihe 5^^ (a; — a:,,) darzustellen 
sein. Weil das Product in eben diesem Bereiche weder Null noch un- 
H^ endlich wird, kann man der letzten Reihe auch die Gestalt 

^Kgeben. 



In der Umgebung einer der Menge Q angetiörigen 
ein Bereich angebbac, iu dein der Quotient 



W 



igen iStelle dj »^^| 



regulären Verhaltens ist und nicht verachwiadet, uud darum lälst sidk 
das Product daselbst in der Form 

ix - aiY' e^'"—^^ 
ausdrtlckeii. 

Die Stellen ai sind also Null oder auCser wesentlich singulare Steiles 
der durch das Product deßnirten analytischeu Functiou und die iu 
enthaltenen Haufungsstellen siud offenbar wesentlich singulare Stellen. 

Das Product von / /-B,{x) und einer nur an den Stelleo ^ ii 

regulären und innerhalb des Bereiches 2l+^ nicht verschwindende 
Fuuctiou F„(x) geniefst dieselben Eigenschaften. Bezeiclinet man ein 
eindeutige monogene Function, die im Innern des Oontinnums %-\-i 
regulär ist, mit /"„(x), so hat F^(x) die Gestalt c'""' und jede Kum 
tion der ursprünglich genannten Art ist in einem Ausdrucke 



JJE.{!c).e'-'- 



enthalten. 

HeiT^en die Stellen von Q, denen positive Zahlen n> zngehSrei 
a,, diejenigen, welchen negative zugeordnet siud, a,, so kann maii 



TIM':) ■ 






setzen, wenn unter Er{_x, «,) und E,{x, «►) die Primfunctionen 
den Nullstellen a, resp. «, verstanden sind. 

Ordnet man diesen Stellen a, und st, nur Punkte der Menge ^ 
zu, in welchem Falle man die früheren Gröfsen £<*'> auf eine einzige i 
reduciren kann, die kleiner als 1 ist, und heifsen diese Punkte 6, od« 
ät, so wird „ 



i7(-s^:)' 



^.2^lsm H 
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doch weil man einer endliclieii oder unendlichen Anzahl von Stelleo 
dieselben wesentlich singulare Stellen der Bedingung lim \a, — /jrj = 
oder lim je, — ß,=0 gemül's zuordnen kann, erhält das l^roduct auch 
die Gestalt: 



fr 






wo Gf und G, ganze Functionen ihrer Argumente bezeichnen. 
DafUr endlich kann man noch die weitere Form 



t 






ansetzen , wenn man die denselben singulären Stellen by zuzuordnenden 
Null- und üneudlichkeitsstellen ch und a, zusammenfafst. Gehört 

»einer besonderen Stelle bt keine Null- oder Unendlichkeitsstelle zu, so 
wird für diese f?, ( ^h ] beziehungsweise G,(-^r-\ durch die £in- 
lieit zu ersetzen sein. 
Damit ist eine Darstellung einer eindeutigen monogenen Function 
taiit unendlich vielen wesentlich singulären Stellen gewonnen, deren 
Form der Darstellung einer Function mit einer wesentlich singulären 
Stelle analog ist. Aber ebenso läfst sich jede monogene eindeutige 
Function mit vorgegebenen Null- und au fser wesentlichen üneudlich- 
keitsstellen ausdrücken, denn wenn eiue solche Function auf die ge- 
nannte Art bestimmt-ist, so wird der Quotient der gegebenen und 
dieser Kuuctiou eine innerhalb 'H-i-Q reguläre Function e/''*). — 

Es ist nun auch ersichtlich, dafa wir für diese Functionen bezüg- 
lich ihrer BeschaiFenheit in der Umgebung wesentlich singulärer Stellen 
dieselben Unteisuchungen anstellen können, wie über die Function mit 
einer einzigen wesentlichen Singularität. Zunächst wird eine Function 
F{x) aufserhalb eines dem Bereiche 91 + ^ entnommenen Theilberei- 
ches SB dem absoluten Betrage nach gewils gröfser als irgend eine 
vorgegebene Grölse fi, und F(x) mufa in unendlich kleiner Umgebung 
der wesentlich singulären Stelleu einen unendlich grofsen Werth an- 
nehmen. Dann kommt ihr Werth daselbst jeder Grolse beliebig nahe, da 
j, . _ ■ dieselben wesentlich singulären Stelleu besitzt wie F{x) selbst. 
Die eindeutige Fuuction wird aber auch jedem Werthe A aufser- 
halb eines Bereiches iJ5 beliebig nahe kommen, und dann gibt es in 
beliebiger Nähe von A einen Werth Äf , den sie anlserhalh iB wirklich 
erreicht, z. B. für x •= x^. 
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Einen in der Nähe von Ä und Ä^ liegenden Werth Ä^ erhalt F{x) 
dann für einen in der Umgebung von x^ liegenden Werth x^* Aber 
ferner gibt es au&erhalb dieser Umgebung Stellen o;,'; f^ welche F{x) 
beliebig nahe an A, herankommt und etwa gleich ^ wird. Diesen 
Werth nimmt F{x) also an zwei Stellen Xj' und X2" an^ wobei X2" in 
der Umgebung von x^ und X2 liegt. 

Hat man so fortschreitend einen in beliebiger Nähe von Ä üben- 
den Werth An gefunden, den die Function F(x) für (n — 1) Werthe 

ihres Stetigkeitsbereiches annimmt , so kann man auch einen An be- 
nachbarten Werth An+t angeben, den F{x) für n Werthe 

*IJIp ^ä«, • • • ^ä. 

erhält, von denen (n — 1) in der Nähe der Stellen 3f^^ (t/= 1, 2. . .n) 
liegen, indefs der n^® aufserhalb dieser Bereiche liegt. 

Fixirt man also einen Werth Ä^ dem F{x) beliebig nahe kommt, 
so kann man in beliebig kleiner Umgebung von Ä Werthe angeben, 
die F{x) an beliebig vielen Stellen ihres Stetigkeitsbereiches annimmt.*) 

Mit diesem Satze brechen wir die Untersuchungen über die allge- 
meinen eindeutigen analytischen Functionen ab und verweisen im 
Übrigen auf die schon citirten Originalabhandlungen. 

*) Siehe Phragmen, Acta maihem. Bd. 7, p. 40. 




I 



§ 58. Allgemeine Eigenaohatten der doppeltperiodlaahen Functionen, 
die im Endlichen den Charakter rationaler Functionen besItBen.*) 

Wir weutlen uns wieder zu iK^r Aufgabe, aualytische Functionen 
zu ermitteln, welche besoudere Eigenschaften genielsen. 

Eine analytische Function f(x) biefs periodisch, wenn bei be- 
liebigem Werthe ihre» Argumentes für gewisse constante Urölsen w 
die Gleichung 

/■(l + »)=ftx) 
besteht. Jede solche Constaute w nannten wir eine Periode und jedes 
ganzzahlige Vielfache derselben ist wieder eine Periode. 

Man kann zunächst zeigeu, dafs eine eiudeutige oder endlich viel- 
äeutige ajialytiache Function f[x) keine unendlich kleine Perioden be- 
sitzen könne. 

Andernfalls hätte nÜmlich f{x) 
I Stelle Zq, wo die Darstellung 



1 der Umgebung einer regulären 



= A^o) + r(%)- 



^ + rw- 



j^^. 



j gilt, unendlich oft den Wertb f{Xa) oder es gäbe in jeder Nähe von 
I jC, unendlich viele Stellen, an denen 



t'M- 



'+rw^ 



- + ■ 



dafs 



I Terschwände luid das ist mit der uothwendigen Voraussetzung, 
ff{x) — /"(a:,,) nicht identisch Null ist, unvereinbar. 

Es gibt daher in einem endlichen Bereiche nur eine endliche An- 
L zahl von Stellen x -\- w, an denen f{x -\- tv) ^ fix) ist oder nur eine 
[ endliche Anzahl von Perioden, deren absoluter Betrag eine endliche 
k Grenze nicht überschreitet. 



*) Vergleiuhe die Formeln und L^hrdiktze 
I ichoa genauot« Äbbandluog. 



ichwarz und Kiepa: 
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Unter deaSteWeu x^\x\{co3ip -^iaiaqi), wo ip constaut ist, s 
2w = 12111 {coaip -\- i sing;) 
diejenige Periode mit dem kleinsten absoluten Betrage, dann sinil al 
übrigen derselben Form 

2ffl = |2io| co&<p -\- i Binip) 
ganzzaliLige Vielfache von 2'öJ: 2c] <= 2n^. Würe auch ^m'U! eina 
Periode, wenn m keine ganze Zahl bedeutet, so milTste nach der Zer 
legung m = n-|-i' I»'K1 zugleich mit 2»tlS ■= 2«^ -j" ^vlT auch 
2^11 eine Periode sein und deren absoluter Betrag wäre kleiner ah 
\2-sf\. 

Gibt es auleer den Stellen 

2ntir (n=±l,±2,...) 
keine weitereu Perioden, so ist die Function einfach periodisch. Gsistiren 
aber noch andere Perioden 'Znls', ao kann das Verhältnis -- vor Alleq 
nicht reell sein, sonst wäre ja mit 

2«t3-'= 2n,W + 2v^■!S , 
wo M, wieder eine ganze Zahl und [v, | < 1 ist, auch 2i'jO eine Periode 

Bezeichnen 2o"' und 2c]'^> Perioden von nicht reellem Verhältnis 
so sind alle übrigen in der Formel 

2§|0)W + 2|jrai»> 
enthalten, wo |, und |, reelle GrÖI'sen bedeuten. 

Unter der Vorauaaetzung einer blos endlichen Anzahl von Periodm 
punidett in einem endlichen Bereiche kann man zeigen, dafs i 
Periodenpaar {2lS*",2'!s'^') gibt, aus dem alle übrigen gauzzablig za- 
s am men zusetzen sind.*) 

Wählt man nämlich eine Periode, in welcher |, = ist und | 
den kleinsten in dem Intervalle: 

< E, ^ 1 

befindlichen Werth annimmt, und dann eine zweite, wo |, und g, dia 
kleinsten innerhalb der reellen Bereiche 

0<|, <1, Ü<|,<1 
liegenden Werthe besitzen und nennt diese unter unserer Voraussetzuni 
jedenfalls esistirenden Perioden von nicht reellem Verhältnis: 

2Tir<" <= 26',»£ji">, 2'WP' = 2g«iofi>+ 2|«io)i'>, 
so erhält jede Periode 21, uj"! -{- 21^0*" die Form 

L>,.j-£r(i) -f 2i/,ßrr^' -f 2ij,ß)i'i + 2^,o) 
wo Ti, und % die Bedingungen 

■) Siehe Weierstrare. Munatebe richte der Uerliucr AkmJ. ISTG- 
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errcllen und v, und Vj ganze Zahlen werden, denn man kann 

li - "i 11" + ". S',» + ii > 6. - «. iT + n, 

setzen. Nun maTs aber 

eine Periode sein, und weil das zufolge der Festsetzungen über die 
Beschaffenheit von S'Srf" und 2-st"i nur angebt, wenn jj, und ^^ ver- 
schwinden, so haben wir in 2tr"i und 2'Er'" wirklich Perioden, durch 
die jede andere ganzzahlig auszudrücken ist; 

2|,oji'i-(- 2|^a.i»> = 2v,-Bri'i + 2v,,-5T(« 
und wir wissen von früher her, dafs es in einem endlichen Bereiche 
nur eine endliche Anzahl von Stellen solcher Art geben kann. — 

Bilden wir aus drei Perioden 2c],, 2o^, 2oj, von denen keine 
zwei in reellem Verhältnis stehen dürfen, damit keine unendlich kleine 
Perioden exiatiren, die Perioden: 

2e,ca, +2|,o, + 2S,o,, 
'*<> €ii 6ir Sa wieder reell sind und setzen voraus, dafs in einem end- 
lichen Bereiche nur eine endliche Anzahl von Periodenstellen liegt, so 
kann man unter den Perioden ein System 

2w,= 25i"(»,, 2Bj = 2£i,«iß,-|-2|'»iMj, 2w3=2|','io, + 2|i,''>öj + 2gi?)<B, 
ausfindig machen, wo die Coefficienteu p' {k = 1, 2, 3) die kleinsten 
der au die Bedingungen 

o<5i<i, £, = 0, £,, = u 



oder 
oder 



ü<i, <i, o<gjgi, o<S3<:i 

gebundenen Werthe von li.Sj.Sj sind, die bei Perioden vorkommen. 



Zerlegt man dann |,, l,, 6, in 26,«, + 2l^a^ + 2|jO),: 

I Ij-V^'f + »'3 5?' + '), 

I 6i = v,|i" + »'.e',*' + f.l?' + % 

tl&d läfst v, , V,, v^ ganze Zahlen sein, knOpft aber i;, , ijj, t/^ i 
Ougleichungen 

< ^, < IV' 1 $ 1?, < i'i^ , < 1,, < 5*31^ 

BO erhält die aus 2fi>,, 2(>)j, 2a>g bestehende Periode die Form 

2v,S, + 2r,«,, + 2v, 
dem 

kani 



) denn 

2.J,«, +2,j,M, + 2,;,a 
Ikanii keine Periode sein. 
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Set/t man jetzt 

2wk = at + ißk (Ä:= 1,2,3), 
so lassen sich unter der Voraussetzung, dafs zwischen den Perioden 
2c3a keine ganzzahlige homogene lineare Gleichung besteht: 

in welchem Falle eine der Perioden linear von den zwei übrigen ab- 
hinge und durch zwei neue Perioden ganzzahlig auszudrücken wäre, 
unendlich viele ganze Zahlen i/, , v^^ 1/3 finden, für die 

|i/,a, + v^a^ + iz-ja^l und |i/,/J, + Vjft + ^aAl 
unendlich klein wird*), d. h. es gibt unendlich kleine Perioden. Doch 
weil solche bei der eindeutigen (oder auch endlich vieldeutigen) ana- 
lytischen Function nicht vorkommen können, gibt es keine dreifach 
(und ebensowenig mehrfach) periodische eindeutige Functionen. 

Ein Periodenpaar der doppeUperiodischen Fundion, durch welches 
alle Perioden ganzzahlig in der Form 

m; = 2fioo + 2fi(o' 

auszudrücken sind, heifst ein jtrimitives^ doch es gibt — wie wir 
wissen — unendlich viele dem Paare {2(0, 2o') äquivalente Perioden- 
paare (2tir, 2'c3''), durch welche man dieselbe Gesammtheit von Stellen 
w ganzzahlig ausdrücken kann. Dazu mufs nur 

2tar = 2pw + 2gci', 2tar' = 2p w + 2q(o 

sein und die ganzen Zahlen p, q, p\ q haben die Bedingung 

pq — pq = + 1 
zu erfüllen. 

Der nothwendig von Null verschiedene reelle Bestandtheil des 
Verhältnisses — -r besitzt dasselbe Zeichen wie 



(pq'-p'aMO, 



daher können wir, ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen, den 
weiteren Untersuchungen ein primitives Periodenpaar zu Grunde legen, 
bei welchem 






positiv ist. 

Man nennt zwei Werthe.des Argumentes congruent oder äquivcUeni, 

wenn ihre Differenz (x — Xq) eine Penode ist. Indem man aber die 

Differenz 

X — Xf) = 2|(ij 4- 2g' d' 

setzen kann, wo | und §' reell sind, und ferner 

X — Xff = 2iL(o + 2fi'o>' + 2tGi + 2^1»' 



*) Siehe z.B. Koenigsberger: Elliptische Functionen 1. Bd. p. 363— 367. 
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gilt, wenn fi und fi' ganze l^ahleu sind und t und t' reelle Werthe 
zwischen Null und Eins (0 ein- und 1 ausgescbiosaen) bedeuten, so er- 
scheint jede Stelle x einem Wertbe aus der Gesammtheit vou ätellen, 
die durch 

X., + 2ta + 'Jfa , 0<t <l, 0<r<l 
definirt sind, congruent. 

Man nennt diese Geaammtheit von Stellea in dem Bereiche der 
Variabein ein FeriodenparaUelofframm. 

Die eindeutige Functiim f{x) mit den primitiven Perioden 2a und 
2a nimmt otT^nbar jeden Wertb, den sie überhaupt annimmt, in jedem 
Perioden Parallelogramm an und weil sie unendlich werden murs, be- 
sitzt sie gewifs unendlich viele Unendlichkeitsätellen und kann keines- 
falls eine ganze Function sein. Da die Function , . denselben 
Charakter hat wie f{x), mufs f{x) in dem Perio den parallelog ramm 
jeden Werth annehmen und au jeder der Stelle x„ congruenten Stelle 
Xfi -\- UJ wird sie den Werth f{X(,) in der gleichen Vielheit besitzen wie 
in Xf,, denn es ist 

und die Function f{x) hat in der Umgebung vou x^ und Xf,-\- w eine 
gleichartige Entwicklung. 

Sind die slngulären Stellen in dem Periodenparallelogramm nur 
au fser wesentlich singulär, so hat f(x) die einzige weseutlich singulare 
Stelle oo und ist durch den Quotienten ganzer Functionen 0^(x) und 
Gi(a:) darstellbar. — 

Wir wollen uns nur mit solchen eindeutigen doppeltperiodischen 
Functionen beschäftigen, die sich im Endlichen durchaus wie eine 
rationale Function verJuxlteti und somit einen und denselben Werth 
nur an einer endlichen Anzahl von Stellen des Periodenparallelogrammes 
annehmen könnän. 

Es handelt sich zunUcbst um die Aufstellung ihrer Ausdrücke. 
Nennt man noch Grad der doppeltperiodischen Function die ganze 
Zahl, welche die Anzahl der U nend lieh kei taste llen im Periodenparallelo- 
gramm, jede in der zugehörigen Ordnungszahl gezählt, angibt, so soll 
p«De solche Function m'™ 'irades mit den Unendlichkeits stellen 

», + t. Q.-l,2...m) 
I Itnd den Nullstellen «, + ** (»• = 1,2...») construirt werden. 

Bezeichnet g(ü) eine ganze Puncdon, ho mul's jede eindeutige 
r^^ction der verlaugten Art in dem Ausdrucke 

a{u- M|)o{«- W,)..-B(U- MJ 

^ '>"J Ott. - «."jitu - Pil". . .«(«* -PJ " 
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enthalten sein — wo o(u) die in dem vorigen Capitel aufgestellte 
ganze Function mit den Nullstellen 2(ia -{- 2(io' bedeutet — , aber 
damit fp{u) die primitiven Perioden 2(» und 2gj' besitze, oder die Glei- 
chungen 

q){u + 2o) = (p(u) und g?(u + 2a}') = q>(u) 

gelten, müssen noch eine Reihe von Beziehungen bestehen, die mit 
Hilfe der bekannten Gleichungen: 



a(u — t4o + 2ci) = — e^niu-uo+o,) ^(^ — Wq) , rj 



g (<d) 



leicht zu finden sind. Es ist: 

9(w + 2o) = 9(tt)(--l)"»-"e \;^i ;S / 

und daher mufs man 

m — n = (mod 2) 

^(m + 2a)) — 5r(w) = — 2iy Kw + oj) (w — w) — ^u^ +^*'m + ^*"* 

^(t, + 2o')— (/(w) 2Vr(w+a)') (m— n) -2«*^ +2«^.l+2i'«i 

setzen, wo Je und k' ganze Zahlen bezeichnen. Differentiirt man die 
letzten Gleichungen zweimal, so erhält man die Gleichungen 

g"{u + 2<o) = g"{u) , g"{u + 2 a,') = <7"(«) . 

aus denen zu schliefsen ist, dafs die ganze Function g'(x) nicht von 
u abhängt oder eine Constante ist, denn sie kann als ganze Function 
von u nicht doppeltperiodisch sein. Setzt man daher 

so wird g(u) von der Form: 

g{u) = Äu^ + liu + C 
und 

g{u + 2a)) — g(u) = 2A{u + c))2o + J52o 

g{u + 2a) —giu) = 2A{u + (o)2io + jB2ai' . 

Durch den Vergleich dieser Ausdrücke mit den früheren erhält man 
zunächst die Gleichungen: 

2^o + (w — n)ri = 0, 2A(o + (m — n)n' = 0, 

deren Determinante 

2(a}iy' — (ori) == 4^ ni 
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ist, je nachdem dt(-^)^0. Weil die Determinante nicht verschwindet, 

sind die Lösungen der Gleichungen 

-4 = und fw — n = O5 

d. h. die eindeutige doppeltperiodische Function ^ die im Endlichen den 
Charakter einer rationalen Function besitzt , wird in jedem Perioden- 
Parallelogramm eben so oft Null als unendlich und hat daselbst jeden 
Werth in derjenigen Anzahl ^ welche der Grad anzeigt. 
Da auch die Gleichungen 



m 



li(o — 1^^ (Uf, — v^,) = kni 



m 



Bto — ^'^ (**A« — ^/O = ^^* 



A*=i 



bestehen, findet man bei positivem 5Jlf— ) 

B=^2hri - 2i'i7 = 2^= 2 -^>-^^ f.'4 = '^'~ 

' ' ' c\JHü — k (o) oytü) 



m 



^ {Uu — Vfi) == 2k(o' — 2¥c} = 2'c5' . 

Setzt man endlich e^^=c, so erhält der allgemeinste Ausdruck einer 
eindeutigen doppeltperiodischen Function m^^° Grades die Form 

m 

wnrf ;?i(?ar i&'^ die Summe der inconyruenten Ntdlstellcfi x, **/* ^'^^ Summe 

m 

der Unendlichkeitsstellcn Xi ^V (kongruent: 

m m w 

^Uf,=^Vf, + 2(1(0 -f 2ft'ö = ^ y^ + 2'5r 

und 

Man mufs aus dieser Beziehung folgern, dafs eine eindeutige doppeU- 
periodische Function ersten Grades nicht existirt. 
Setzt man an Stelle Vm Vm + 2'ZS' und für 

so erhält (p(u) die Gestalt: 

^ ITT (f(u— u,,) 
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aber hierin mufs 

m m 

sein. Man kann also 2m -}- l Gröfsen t;^, ti^, C so bestimmen, da(s 
die doppeltperiodische Function q> (ti) m*<^° Grades in dieser letzten Form 
erscheint^ doch ist dann die Summe der Gröfsen t;^ gleich der der 
Grofsen t«^. Wenn umgekehrt die Gröfsen t«^, v^ (/it = 1 . . . m) die 

Gleichung ^ (w^ — v^) = erfüllen und niemals eine der Grofsen u^ 
einem Vp congruent ist, so stellt 



oll 



eine doppeltperiodische Function m^''" Grades dar. 

Bezeichnet Uq eine den Grofsen u^ und v^, incongruente Stelle, so 
kann man endlich 



1^ g( u— u ^ 



setzen. 

Da die doppeltperiodische Function q){u) -^ Ä dieselben Unend- 
lichkeitsstellen Vfi besitzt wie q> (u) und die m Nullstellen ü^ aus einem 
Periodenparallelogramme der Gleichung genügen: 

und ferner die Summe der Werthe des Argumentes, für welche 9?(ti) + -4 

gleich A ist, ebenfalls ^ v^t congruent ist, so folgt, dafs die Summe 

derjenigen Werthe aus einem Periodenparallelogramme, für welche eine 
doppeltperiodische Function w**'" Grades ein und denselben Werth an- 
nimmt, bis auf Perioden constant ist. 

Läfst man in unseren Formeln 91 ( *".) unendlich grofs werden, in- 

defs 2© endlich und von Null verschieden '^ibt, so wird aus q){ü) 
eine eindeutige einfachperiodischß Function 1 \rgehen, die im End- 
lichen den Charakter der rationalen Functi \tzt. Berücksichtigt 
man, dafs a{u — u) in den Ausdruck 

^6 \ ^Cü / y,n ^ 

übergeht, so erhält man aus dem zuletzt angegebeneu Ausdruck für 
—% die Function: 
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m am r — - — 8in -'— 

oder 

C — c c — c 



77 






die eine rationale Function der Exponentialfunction e ^ ist. Aber eine 

rationale Function von c *" , die im Endlichen keine wesentlich sin- 
gulare Stelle besitzt, wird nicht aufhören, einfach periodisch zu sein, 
wenn sie im Endlichen nicht dieselbe Anzahl von Null und Unendlich- 
keitsstellen aufweist. Ihr Ausdruck lautet: 






c - - 



e - - c ^ ) 



und wenn man hierin 



t' « — e " = c *" 



(«- tt) ■ — U - M) o \ 



setzt, geht die Form: 

^ . 1 1 sin (1* — t*,,) ■ ^- 

hervor. Auch diese Function kann aus der doppeltperiodischeu Function 
9?(u) entspringen, wenn man nur zugleich mit 8fl(— .-) m — p Null- 
stellen Ufi und m — q Unendlichkeitsstellen in's Unendliche rücken läfst. 
In der That: zerlegt man u in 

und schreibt 

y »i + irf"".). 

SO ist ersichtlich y dafs bei dem genannten Übergange von einem Factor 



e ^*" - e **" 
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als Grenzausdruck uur 






übrig bleibt und das allein ist bier nothwendig. 

§ 59. Neue Definition der doppeltperiodisohen Function p(u). 

Darstellung jeder doppeltperiodisohen Function durch p {u) 

und die Ableitungen dieser Function. 

Wir kehren zu den doppeltperiodiscben Functionen zurück. 
Ist von den (n + 1) Gröfsen 

U, , M3, . . . Un, (W, + Uj H f- Un) 

keine der Null congruent und sind von den ersten n keine zwei ein- 
ander äquivalent y so ist nach den früheren Sätzen 



a{u + Ut-\ h u^) TT a(u — i*,) 



^ («,«,, Mj, ...«,) = C, i+TTT^ 

eine doppeltperiodische Function (n + 1)^*^" Grades mit den Unendlicb- 
keitsstellen (n + 1)^" Ordnung w = 2(io + 2fi'ö' und den Nullstellen 
erster Ordnung Wy + w; (v = 1, 2. . .n) und — (Wi + **2 "f" * — I" ***) + ^' 
Speciell hat die doppeltperiodische Function zweiten Grades mit 
den zweifachen Unendlichkeitsstellen w die Gestalt: 

WO t*, der Null inäquivalent sein mufs. Verfügt man über die Con- 
stante C^ derart, dafs die Entwicklung von ^(u, u^) in der Umgebung 

der Stelle u = mit dem Gliede — ^ beginnt, setzt also Cj = p — r, 

so hat die entstehende Function 



<F«(m) • (7«(Uj) 

die Eigen thümlichkeit, von der uns schon bekannten doppeltperio- 
dischen Function 

du« ~ ^^^^^ tt« ^ ^ \{u- fr)» w« / 

/' » /* 

höchstens um eine ganze Function abweichen zu können , weil die 

Differenz p{u) — ^(w, «,) im Endlichen nicht unendlich wird, üiese 

ganze Function raufs aber eine Constaute sein, weil p{u) — V'Cw, u,) 

doppeltperiodisch ist und zwar ist ihr Werth p(i<,), denn p{u) — |>(W|) 

verschwindet ebenso wie ^(w, u^) an den Stellen + t«, , — m,. Daher 

besteht die Formel 

t1^i^ ♦l^i^— (r(u-f wi)(i(t*-u,) 
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Zufolge dieser iat die doppeltperiodische Function mit der zweifachen 
Uneudlichkeitsstelle u ^ — v und dea I^ullstellen M| und (m, — 2v) 
durch den nachstehenden Ausdruck definirt: 



C{p{u + V) ~ p{u, +v}) = 



ff(«l-M)q(Wi + gc + l.) 



)'(l' + «l-'''l«' + tt,) 
Diöerentiirt mau die vorletzte Gleichung logaritbmiBch aach u renpectiv 
W|, 80 erhält man die fileichungen: 

o(«+_w,) , o'iu-u,) _ 2 "''"' P'C) 



ptuj-pt»,) 



and darnach ist: 

Die links stehende Kunction ist zugleich mit der rechts eine doppelt 

periodische Fiinctioi 

- mit iS{«,v), 1 



BeMichnet man die Differenz '/"Tj 

mufs nun die Determinante {n -f- 2)'°' Ordnung: 



K«) 



•«(«„,«-) 



1 S(«„v- ■ -SK,.-.) 



eine doppeltperiodische Function (n + l)"" 
einfache Unendticlikeits- und Nullstellen 






-(». + \) 



«!'*, + <) 

, sein, deren 



...-(..+_! («.+..)) 



M,| ^ M, , Mj, ■ 

sind, auf dafs man 
_ B = C, — 



/7«(»»+''^ 



setzen darf, weun C, eine von Uy unabhängige Constaute bedeutef). 
Doch weil die Determinante ebenso eine doppeltperiodische Function 
(n -}- 1)''" Grades aller übrigen Argumente u, , u,,. . . u. und v,, ti,. . . ti, 
ist, mufs dieselbe die Form 



•J Vergleiche Frc 



undSlioku 
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<f{uo + Vü-\ hw«4-0 






l-%) 



4,1* 



(y(t*^+0 



= * (Wo, Vo, . . . t*„ r«) 



annehmen y wobei die in dem Zähler stehenden Producta nur fiber die- 
jenigen Factoren 6(ui — Uf^) und a(t7ji — r^) auszudehnen aind, in 
welchen l <C (i, indefs im Zahler alle (n + 1)^ Factoren ^{p^i-^- Vfi) 
(A, fi = 0, 1 , 2 . . . n) stehen. Die Determinante — R ist aber gerade 
gleich dem letzten Ausdruck, d. h. es kommt jetzt keine Constante mehr 
hinzu. Für n »^ ist das unmittelbar zu ersehen und allgemein läfst 
sich diese Behauptung durch den Schlufs von n auf n -j- 1 beweisen. 
Multiplicirt man nämlich die letzte Zeile der Determinante mit u» -f- ^s 
und setzt hierauf Un=^ — v^ so verschwinden alle Glieder bis auf 
das letzte 

welches für Un = — Vn den Werth 1 annimmt, da die Entwicklung 
von 6(u) nach Potenzen von u mit dem Gliede u beginnt. Die De- 
terminante geht also in die entsprechende mit den 2n Argumenten 
^0 9 ^oy-'^M-i; ^n-i über. Setzt man auch in dem — ü angeblich 
äquivalenten Ausdruck, nachdem er mit u» -f- Vn multiplicirt ist, 
Un = — Vn und bemerkt die Beziehungen : 



^ >« - V|i^ 



und 



^i^n+ «*J- ^(^n + V) 



= 1 (^ = 0, l,2...n — 1) 



lim 



^n+ ^ 



1 



derentwegen dieser Ausdruck ebenfalls in den analog aus den Argu- 
menten Uqj Vq, . . . u«-.i, Vtt.i gebildeten übergeht, so erscheint der Be- 
weis erbracht. — 

Schliefslich kann man die doppeltperiodische Function (n -f- 1)^'*^ 
Grades noch rational durch die Function p und deren erste Ab- 
leitung p' ausdrücken , denn es ist offenbar auch 

1 ... 1 

1 p'{u,)-p(Vo) 1 P(^o)-pivJ 

2 



- JJ= — 



1 



l>(Mo) — p(t?o) 



1 



p(u)-p(v) 



1 - 



l 1?'(W»)— l>'(Vu) 



l P{^n)-P(^n) 



'2 p(M„)-pir„) 2 piuj-pivj 

Da man aber der doppeltperiodischen Function zweiten Grades mit den 
zwei Unendlichkeitsstellen — v^ und — v, und den Nullstelleu u, und 
— {vq + ti, -|- Vj) die Gestalt 




I geben kann, iudefs dieselbe Function hie 
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in der Form 



Cr 



I 



_ i p'w-p'Kj y {ipiu)-p\v,) ip;«,)-p'(p,)\| 

a p(«)-p[Poi 2pi«,)-p(o„)> Va p(«)- ?(«,)" 2piu,)-pw/j 
erscheint, werden wir gewahr, doTs die Function p(u -\- v) nothwendig 
durch p(u), p{v), p'{u), p'{v) darstellbar ist; doch darauf richten wir 
erst späterhin unsere AufmerksanikeiL 

Vorderhand interesslrt ett uns, auch die zu Beginn dieses Para- 
graphen aufgestellte doppeltperiodische Function (n -|- l)"" Grades mit 
den Unendlich keitsstellen to (« + l)'" Ordnung ratiouiil durch p{u) 
und jp'(uj auszudrücken. Wenngleich man zu diesem Zwecke in der 
früheren Determinante Ji die Htelleu — Vg, — u, , . . . — r, alle nach 
der Stelle Null zusammenrücken lassen könnte, wollen wir, anstatt 
diesen Grenzfibergang zu bewerkstelligen, direct die doppeltperiodische 
Function: 

i 1 ri") p'W ■ ■ -i'^-'H«) 

I I p(«,) !/(«,) . ■ ■p'-"(H,) 

(«, w,,...w,) = : ■ 



I 1 p(m«) pCw- 
mit den üneudlichkeitsstellen w der (» -f- I)'"" 
stellen 

«, , «j , , . . H, und — (M| -f Mj + 
mit der Function 



Ordnung und den Null- 
■■■ + «,) 



«(« + «, + ■ 

vergleichen. 

Der Quotient beider kann nur eine 
\Cn sein, doch weil die Entwicklung ^ 
= mit dem Gliede 



n- 



in u unabhängige Gonsturitl 
<p in der Umgebung fon 



(- ij" 






bdiejenige von i'(u, m,,...u,) mit 

{- 1)- ff(M. + «,+ ... + «._) tf (u,) «(«,) . . . ff(«,) -Jfj 

iginnt, mufs 

[- I]' tt! »{«1, «i,...«J 



»(«, + ", + ■■■•+-«,]«(«.) "(«i). 
lein. Bildet man successive: 



«(«J 
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<p{u, M,) = 



1 p[u)\ tf«(u) a«(ui) 



^^ ' '' '^ tf'(u) tf'lt«|) a'(W2) ' 

<p(Uy U^J 1*2, M3) = 

' ' ' ö«(u) ö*(t*,) ffH^f) <y'(t*t) 

usw., so folgt durch den Schlufs von n auf n + 1 

w 

= (._!)— «—1! 2!... w!- '=-' -Ai; 

WO wieder A < fi (A, /it = 1, 2, . . . n) sein mufs. 
Sind nicht allein die Gröfsen 

sondern auch 

V,, Vj, . . . Vn, (Vj + ^2 H 1- Vn) 

(n + 1) ^^'^ Null inäquivalente Gröfsen und werden die Differenzen 

nicht zu Perioden, so ist der Quotient 

9)(r,t;,,...r„) '^^ >' 

eine doppeltperiodische Function (n + 1)'*"" Grades mit den Nullstellen 

W,, W2, . . . «n, — (m, + W2 H \rUn) 

und den Unendlichkeitsstellen 

v, , t;2, . . . t;„, — (v, + t;2 + • • • + v«) 

und ^(te) kann als rationale Function von p{u) und deren (n — 1) 
ersten Ableitungen dargestellt werden*). Die doppeltperiodische Func- 
tion zweiten Grades mit den einfachen Null- und Unendlichkeitsstellen 
w, und — M, respective t?, und — v, erscheint aber wieder als lineare 
Function von j){u) allein: 

und wir erschliefsen , dafs p{u) und |)'(t*) in einer algebraischen Be- 
ziehung stehen, was ja auch nöthig ist, damit die Darstellungen von 



*) Formeln and Lehrsätze § 14. 



Dop|>eltperiodiBche FiiDctioDcn. 381 

für Vr=^ — V, (v >»= 1 , 2. . ,n) uud v^ = ^^ v, tibereiiikommeü köuiieii. 

Man mufs die Äbleitungeu p"l(u) (i' = 2, 3,...) als rationale Func- 
tionen von p{u) und p'iu) ausdrücken können. 

Bevor wir hierauf eingehen, besprechen wir noch eine weitere 
Darstellung jeder eindeutigen doppeltperiodischen Function 



y(u) = c/7-^ 



(«-«.) 



Nehmen wir an, dafs <p{u) nnr an m von einander verschiedenen uud 
incongruenten Stellen v, , t!j,...t,a uoeudlich werde und d:i iti den 
Ordnungen 

n^, Hj ,...«„ , 

worauf ^1 n^^= n ist, und lautet die Entwickhing in der Umgebung 

Ton »^ 

^■'V (TU 

(11-1./' <"-V 

80 Setze man 

+ (- !)-,-■ ''•'•'' ■''"-V, 

ilanil kann die Differenz 

t(«)-2»(«, iv) 

im Eudlicheu nirgends unendlich werden und ist einer ganzen Function 
g{u) gleich zu setzen. Weil aber: 

eine doppeltperlodiscbe Function ist, kann ^'(u) nur eine Constante 
C^ und r/(u) = C',u -|- (7 sein. Setzt man nun iu der Gleichung 

<p{u) - 2v(«. ^>') - (C.« + C} = 

an Stelle von u u -f~ ^(^ ^^^ dann u -{- 2q', bo erhält man mit Rück- 
sicht auf die schon abgeleitete Beziehung 



a_(u-l-2o) 



+ 2)j (SS = pa -\- qa , »;=pij+ qr{) 
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die Relationen 

m m 

2ri^Cl'^—2aC, =0, 2i?'2^i'^-2«'C, =0, 

und weil die Determinante dieser Gleichungen nicht Null ist, hat man 

C, = und q») + CJ*> H h C}i^ = 0. 

Daun aber besteht die Formel: 



yu = l ^' /i = li = l 



und wenn speciell q) (u) an der Stelle u =»0 von der n*^" Ordnung un- 
endlich ist, wird C, = und 

= 00 + 02 lK<*) + «3 / W H f- ««JP^"~^^ (W) > 

WO man über die Constanten derart verfügen kann, dafs q>{u) an (n — 1) 
vorgegebenen Stellen u, verschwindet. Die letzte n^^ Nullstelle geht 
dann aus der Gleichung 

**i + ^2 + ••• + «*« = ^ 
hervor. 

§ 6n. Gleichung zwischen p{u) und p'(ti). 

Um zu erkennen, in welcher Beziehung p{u) und p'{u) zu ein- 
ander stehen'''*), stellen wir die doppeltperiodische Function dritten 
Grades p'(ti) mit der dreifachen Unendlichkeitsstelle u = und den 
Nullstellen m = w, »', — (o + *^) durch die Function 0{u) dar. Weil 

das Anfangsglied der Entwicklung von p(u) um die Stelle w = ^ 

ist, hat man 

tf N o <y(fl> + w' + u) ff(u — co) <»(u — <o) 

PW — -- ^ i3(t^) <j(ä) i:(~a,>j a(cr+ä^) ' 

doch weil p{u) eine ungerade Function ist, gilt auch 

' ^ ' X V / o^{u) G{<o) o{<o) Ü{(0 -\- (O) 

Bezeichnet man c} -f" ^ ^^ ^'» ^^ S^^t die Multiplication der beiden 
Ausdrücke für p{u) die Gleichung 

/ / r .N2 __ 4 <r (» + tt) «f (fl> — **) <r ^ö>" + tt) ö (fl>" — tt) ff (w + u) a (m — u ) 
^2? W; ^ ' o«(u)o«(ai)" o«(tt)o«(<0") i»(u)ö«(fl)') 

oder 

{p[u)Y = 4 (;)(ti) — p[ci)) {p[u) - 2)(ü'0) (i?(w) — p{a)) , 



•) Kiepert 1. c. p. 26. 
♦♦) Kiepert 1. c. p. 24. 
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Schreibt man für 

^I "1 ^2 I ^3 '^^ i > ^1 ^2 I ^I ^3 I ^2 ^3 "^ 4" 7 ^1 ^2 ^3 "^^ "J" > 

SO erhält die letzte Gleichung die Gestalt: 

(j>'{u)y = 4(p{u)--e,){p{u)-e,)(p{u)^e,) 

{p (w))* = ^P^ (w) — 9i P^ (w) - 92 P W ~ ffi • 

Die Coefficieuten g^^ g^, g^ können wir berechnen , indem wir p(u) 
und p(u) mit Hilfe der Darstellungen 

pi^) = i+2'((-«ii^).-i). !''<«) = - 22(V-W' 

in der Umgebung der Stelle u = nach I^otenzen von u entwickeln, 
die so zu gewinnenden Reihen in der letzten Gleichung einsetzen und 
die gleichnamigen Coefficienten vergleichen. 
Bildet man 



!>(«) -1+2 



(-0-1)') 






nnd beachtet, da(s die unbedingt convergenten Summen 



2'z^i (v=l,2,3,...) 



t€ 



verschwinden, und bezeichnet man die Summe ^ - mit <;,, so folgt 









» = 1 

und darum wird 

00 



!>'(«) -J- + 22(2»' -!)(«'- 1)^,«»'-» 



y = 2 



1>H«) =• -^v + 6c, + \Oc._y + (14c, + 9c,")«^ 4- . . . 

!>'(«) = ~T + 1^ + 15C3 + (2lc, + 27c,»)ti» + . . . 

(!>'(«))* = i» - '^? - 80c, - (168c, - 12c,»)u' + • 
Dann aber ergeben sich die Beziehungen: 

jf, = 0, — 24^2 = 36^2 — 9, , — 8OC3 = 60(?3 — 0^3 
oder 
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9\ = 4(e, + «2 + ^3) = 4(i)(6j) + |)(c}") + i}(o')) = 

9i = —4(^,62 + Ci^s + ^2^3) = 2(e,2 ^ ^^2 ^ g^2) ^ öO^^tJt 

9z = 46,02^3 = 140^ ^ 
und alle übrigen Groisen 

^^=2'ro . o > -^2. (i/ = 4,5, 6...) 

^ I2f*fl) + 2|!A cor" 

werden ganze Functionen von g^ und ^3 oder c^ und C3. 

Die verlangte Gleichung zwischen p(u) und p'{u) lautet jetzt 

(2)'(m))2 = 4p3(ti) — öf,jp(w) — g^. 

Doch damit wird 

!>"(«) = ^P>) - ^2, P<"(«) = 12i»(«)p'(«), 
j»(«)(«) = 120i)3(m) - 18g^p{u) - 12^^,, 
|,(s)(m) = ßeOpHu) — lSg,)piH) 

usw. Allgemein ist jede gerade Ableitung |)'^*'>(«) eine ganze Func- 
tion von p{u) allein G{p(u)), hingegen |>(*'+'i(u) hat die Gestalt 
G'{p)-P'(M), denn der Schlafs von n auf (n + 1) gibt in der Tbat: 

p(2'+«) („) = G"{p) {4p' («) - g,p («) - «/,) + G'( p) (6p-^ (M) - i(?j) = G,(i)) 

p(«H-3)(«) = G,'(l)).l)'(«). 

Jetzt läfst sich mit Rücksicht auf die Entwicklungen des vorigen 
Paragraphen der allgemeine Satz aussprechen: 

Jede zu einem Periodenpaare (2(0, 2 a)') gelwrige eindeutige doppeU- 
periodische Function q>{u), die im Endlichen vom Charakter der ratio- 
nalen Function ist , läfst sich rational durch die eu demselben Perioden- 
paare gehörende Fundion p{u) und deren erste Ableitung p{u) aus- 
drücken. 

Wenn q>{u) und 9>'(w) rationale Functionen von p(u) und p'(u) 

sind: 

q){u) = R^(p (u) , p [u)) , 9 (w) = R^ {p (u) , p' (u)), 

mufs auch eine algebraische Gleichung zwischen q){u) und -?— be- 
stehen, denn die Elimination von p{u) und p'{u) aus den Ausdrücken 
für q>(u) und q>\u) liefert eine solche Gleichung 




1. Differentialgleichung für die doppeltperiodische Function 
zweiten Grades. 

Es soll speciell die Differentialgleichung GK-,q)J^O ermittelt 
werden, welcher jede doppeltperiodiache Function ip zweiten (fnides 
genügt. 

Hat <p die Uiiendlichkeitestelleo erster Ordnung 
tt = V -{- 2(ia -f- 2(i'ia', 
«0 läl'st sich ip in einer endlielieu Umgebung der Stelle it = v in der 
Form 

darstellen und in dem Convergeuzbereicbe ?on '4> o^er $, wird 

Ünttehnt man der ersten Oleichnng oder vielmehr der Gleichung 

f - (»-,.)'1!7'(«-») 
eine Darstellung von (m — v) in der Umgebung der Ötelle <p = oo: 

ao erhält -,- , als Function von tp antgefafst, die Form 






^ + «i? 






L 



Gibt man nun tp einen Werth (p^, so sind die unendlich vielen 
^zugehörigen Werthe des Ärgumentps u entweder congruent oder ea ist 
die Summe irgend zweier incongruenter Werthe u, und u^ bis auf 
^«ine Periode w constant gleich 2 c. Aus der Cougruenz 

M, + M, ^ 2C 

folgt aber 

d»! _ dU t 

itip dtp 

und man erkennt, dafs ^~ als Function von ip nur zweideutig und 
i^) eindeutig ist. Da aber die Ableitung einer eindeutigen Kunc- 
tion (p^ die im Endlichen nur aufserwesejitlich singulare Stellen besitzt, 
nur mit tp selbst unendlich wird, mufs (j^) eine ganze Function von 
qi sein und in der Entwicklung 



ierntaoii, FnoctioiiiHitbiiorlv. gjj 
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sind alle Coefficienten B^ Null zu setzen. Die DifferentialgleichuDg, 
der q) geuügt; lautet daher: 

oder 

(S/ = Ä{q) — a,) (9 — a,) (9 — a,) (9) — a^). 

Besitzt die Function q) nur Unendlichkeitsstellen zweiter Ordnung 
v-^-w, so hat man 

aber niemals 

9> = r-—-\t + . -^ + ^ («* — v) 

^ (u — ©)* ' (u—v) * ^^ / 

anzusetzen^ denn nach dem Froheren hat ja q)(u) die Gestalt 

Entwickelt man u — v nach steigenden Potenzen von (q>~^): 
so bekommt die Ableitung 

4^ = r'=^ + ^' (« - «) 

du (u — t?)= ' ^ ^ ^ 

als Function von 9 die Form: 

Doch weil 

{^^^y ^ Aq>^ + 3Bq>-' + 3C<p + n + . . . 

wieder eine eindeutige und ganze Function von <p ist, wird die Diffe- 
rentialgleichung lauten: 

(4;)* = Ag>^ + 3Bg>' + 3 C<p + Z) « ^(9, - e.) (9, -c,) (<p - c,) . 

£s handelt sich nun darum, die Bedeutung der Gröfsen a|, aj, 03, a^ 
beziehungsweise e^y €2, e^ zu ergründen. 

Ist die Summe zweier zu demselben Functionswerthe tp gehöriger 
inäquivalenter Argumentswerthe u bis auf eine Periode 2o, so wird 

q)\u) = — 9' (2 c — w), 

d. h. die Ableitungen haben an den Stellen u und 2c — u entgegen- 
gesetzte Werthe. Nimmt man an, dai's 9 nur Unendlichkeitsstellen 
erster Ordnung besitzt , so mufs 9>'(u) an der Stelle U'^c endlich sein, 
denn andernfalls hätte (p{u) die Unendlichkeitsstellen u^='C'\-w zwei- 
ter Ordnung. Man mufs dann wegen der Gleichungen 

(p(c),= q){c) und tp {c) = — ^>'{c) 
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y'(c) = setzen und erführt, dafs einer der WertLe 

9)(c) ist. 

Gibt man « die Werthe c-\-a, c-\-a, c-j-oi", su erhält man die 

drei Gleichungen 

tp'(c + ci,) = - q>-Cr - o) = - q,'{c + «) 
9)'(c + (o') =-9>'(c — üj') =— 9.'(f+c»') 
9>'(c + o") ^ — <p'(c — w") -■ <p'{c + oj"), 

ans welchen man erschlielst, dai'a q>'(ti) an den .Stellen 

» _ » + B, C + O, C + B- 

verschwindet, und weil die Summe je zweier der vier gefundenen Werthe 
fOr M der Grofse 2p iuiwjuivalent tat, aiud die zugehörigen Functioua- 
werthe von einander verschieden und somit sind die Grör^en a^, a,, 
Oj, a, uiclits anderes als die Functional werthe 

9i(c), ip{c + o), ^(c + a), <p(c + a'). 
Man schreibt daher 
(^a«"')' = ^ ifW-V («^D (<p(«)-9 ic-\-a]){(p{u)-q, ic-i-a,-)) (<p (u]~<p (c+q')) 
und desgleichen gilt 

(^T= ^(«Pt«) - f^'^ + '»)) (''t") - ''('^ + "")) (9(«)-9'(c+aU 
wenn ^»(u) nur aurserwentlich singulare Stellen zweiter Ordnung 



Diese Differentialgleichungen 

(j:)'-G(rt 

dienen nebst einer Anfangsbedingung, welche einem beliebigen Werthe 

*) Die doppeltperiodiBChe Function n'"' Grades mit den einfaclien Unend- 
\ liehtceifastelleo 

>iaam pGriodenpiLTutlHlograinm läCst daselbst die Daratallung 



nenn *(«) in dein fiiniUe log ramm regnlären Verhaltens ist, dieselben Schlafi- 
sen wie früher und die Bemerkung, duta die elementaren sjmmetriEcben 

ictionen von f -j— 1 (v ^= l ,2,...n) eindentige gao^e Functionen /'(^p) von 

nicht hahorem Grade als dem 2'"", 4"" und dem 2»»'^'' aind, läfst wieder erkennen, 
daTi qp einer Differentialgleichung erster Ordnung und n'"" Grades geailgt: 

fö)"-''.("(LT'+-+(-»-''-,._.w^-: + :-.)V,.w-o, 

WO die Indices der Functionen f(f) die hUchat möglichen Graduihlen anseigen. 
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von u einen von den Nullstellen der ganzen Function G{q>) verschie- 
denen Functionalwerth willkürlich zuordnet, zur Definition der doppelt- 
periodischen Function zweiten Grades. Weil jede solche Function als 
lineare Function von p{u) oder p(w+v) darstellbar war, wo t; eine 
Constante ist, kann man die genannten Differentialgleichungen durch 
lineare Substitutionen ineinander transformireu und speciell die eine 
untersuchen, welcher p{u) genügt. 

Wir wollen daher die Frage, was die doppeltperiodische Function 
zweiten Grades <p(u) für eine Beschaffenheit erhält, wenn zwei Wur- 
zeln der Gleichung G{q))=^0 einander gleich werden, dahin speciali- 
siren, dafs wir nur die Beschaffenheit von p(u) erforschen, wenn die 
Gleichung 

G(p) «= 4p^ — g^p — 5^3 = 4(P — «i) (P — h) (P — «3) — 
zwei gleiche Wurzeln hat. Da aber C|=1?(gj), ^2'=*P(®')> ^^^P{^') 
ist, kann die Gleichheit zweier Wurzeln ex nur ein besonderes Ver- 
hältnis der Perioden 2g) und 2 a nach sich ziehen. 

Es liegt nahe zunächst festzusetzen, dafs dtf-^) unendlich wird, 
während o von Null verschieden ist. Weil dann 

ist, wird 

d* log a(u) 



du^ 



p (u) = ~ 2(— ) 



Uff> 

sin-" 



d. h. p{u) und seine Ableitungen sind nur mehr einfachperiodische 
Functionen. 

Substituirt man diese Ausdrücke in die Gleichung 

(p{u)y = 4p\u) — g^p{u) — flfj, 

so erhält man die Beziehungen: 

und somit 

Es müssen daher zwei Wurzeln ei einander gleich sein, und zwar 
hat man: 

PC) - «. - 0-^-i&- iU-J- 8f 

e ^ e -. -'- ?» = - IC-Y 



bop|>elt|ieriodiBcbe l'unctioacL. 



3^!) 



zu setzen. Umgekehrt erfordert auch die Uleicbheit der LSsungea Cj 
aud Cj, dafs die doppeltperiodische Function in eine einfach perio- 
dische Übergeht. 

Sind gar alle drei Wurzeln ei einander gleich, so folgt wei;en der 
Gleichung c,-(-ej + ea = 

e, = Ü, ^1 = 0, (/j=0, 
und der Diß'ereutialgleichuDg 

CT)' -'VW 

genügt die rationale Function 

wenn dem Werthe m^O jj(i() = oo zuyeurduet wird. 

§ 61. Additionstheorem der doppeltperlodiachan Functionen. 
Um die früher erwühnte Daratelliiug von j'(" + f) durch p(«), 
PW) P'C"), i*'(f) ^-u vollziehen, beachte mau, dafs die doppeltperio- 
(Jische Function dritten (irades: 

11 p(u) j/(M) 

9)(«,M,,«,) = 1 p(u^) j/(K|) 
ll p(u.i) p(u.,) 
^ 9 ''("-|-'*i+" ») g(M-W|) a( M— u, l a (M| -u, \ 
o\M) a'[u,) o»(M,) " 
= — (u,+u,) verschwindet und daher die (Jleichung; 
p{u,+«,)(j)(«,)-2)C«,)) + |.(M,+«i)(p'(«i)-l''(w.)) 

+ P(w.)l''K)-J'(»j)l''(wi) = ** 
estebt oder 

(!>•(»,+»,))' (?(»,)-?(«,))■ 
-[;'(», +»,) (!'■(«,) -!'■(»=>) +!'(«r)!i'(«J-l'Wl''(«,)]' 
-4(!>(«,) -!'(»,))'(!■(", + «,)-!•(»)) (p{», + «,) -p(o-)) X 
X (!>(«, +».)-!'(«''))■•) 
Setzt man anstatt ii, und ii, u und v, anstatt ;»(»-{->') S, so ist 
die eulstehende (üleichiing: 

_ (S(i/(») - )/(»)) +y(u)i/W - )■■(«)?(»))'- 

fe _4(p(„j_,,,„))'(S-p(o))(S-j>(«)"))(S-p(ai')) - II 



S -!)(» + »), y(«),j.(f) 

*) Formeln und Lehnfttze g 18, Formel U. 
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identisch erfüllt, indem 9) (u , Uj , tf^) auch für fi=UijU2 verschwindet. 
Daher kann mau die angeschriebene ganze Function von S gleich 

- 4(2)(u) -p(v)y{S-piu + v))iS-p(u)KS-piv)) 

setzen , und nun gibt der Vergleich der CoefGcienteu von S^ die Glei- 
chung: 

4 {p(u) - i)(t;))Hp(«) + P{c^l + p{o,')) + {p(u) -- p(v)y = 

= 4 ip{u) — p{v)y {p{u) + p(t;) + p{u + v)) 
oder 

Darnach ist 

p^u - V) ^ ii^^yp' - (piu) + p(.^) 

und 

p{u + v) — p{u — v) = — — '^ ' -^ ^ ' 



{p{u)^p(v)y 

Wir sehen also, dafs p{u -]- v) eine rationale Function von jj(u), 
l^W* P'(**)> P'W ^^^ dann nach Elimination von p'(u) und p'{v) 
auch eine algebraische Function von p(u) und |)(t;) wird. 

Aber nicht allein die doppeltperiodische Function p {u) , sondern 
jede andere (p(u) mit der einzigen wesentlich singulären Stelle u»=cx) 
hat ein algebraisches Additionstheorem, denn wenn 

q){u) = E (p(u), p{uj) , q>{v) = R{p{v),p{v)), 

q>{u+v) = R{p(u+v)yp{u+v)) == ü,(i>(M),l)(t;),p'(M),|)'(v)) 
ist, so kann man mit Rücksicht auf die GIeic)iungeu 

(|,'(u))2 = 4|)3(w) — g^p{u) — ^3 
{p\v)y =^ 4p'^ (v) — r/, P (v) — 0^3 
eine algebraische Gleichung 

G{q>(u + v), (jp(u), q>{v)) -= 

für 9) (w -[■*') ableiten, deren Coefficienten rationale Functionen von 
<p{u) und (p{v) sind. Man nennt die doppeltperiodischen Functionen, 
welche im Endlichen vom Charakter der rationalen Functionen sind, 
elliptische Functionen) diese haben also ein Additionstheorem. 

Sollte man umgekehrt x=p{u)^ y=P'(w) auch rational durch 
^=zq)(ii)^ 92 = 9>'(u) darstellen können, dann erhält das Additions- 
theorem für die Functionen q>{u) dieselbe Gestalt wie das der Func- 
tion jp(w), denn 

q){u + v) = Iix{p{u), p{v), p{u), p{v)) 

wird eine rationale Function von q>{u), q){v) und den ersten Ablei- 
tungen q>'{u), q)\v). 
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eil wir, dafs eine Transformation der algebraisclien Glei- 

//(-^j y) = y' — ix^ + SjX 4- «/., = ü 
G(i,v) = o 

mit Hilfe rationaler Functionen 

pumkehrbar ist, wenn 6r nicht die Potenz einer irreductibieii ganzen 
Fnnction, sondern selbst eine irreductible Functioo ist; wenn alan 
wenigstens einem festen Werthe von S = 7'(") solche Werthepaare x 
und y zugehiiren, dafs die entsprechenden i;-Werthe vcrachieden aus- 
I bllen. 

Gibt man also u einen bestimmten Wertfa, berechnet dann ip{u) 
>§ und die hierzu gehörigen Wertlicpaare (x,jf) oder 

{ptU},p(u)) — («,,&,), (Ol, &,)-■■■ («r,6r), 

müssen zur eindeutigen Umkehrung der Trtuisformation den aus 
len Gleichungen 

p(«)-a, = 0, p(u)-b,^0 (p = l,2,...r) 
»gehenden We^Uieu 

W = M, 4-IC, Uj-^W,.,.Ur-i-W 

»ohl gleiche Functions werthe (p{u), aber ungleiche Werthe für fp'{u) 
tntaprechen. 

Zunächst ist klar, dafs einem Werthepaare a^, h^ awv ein ein- 
ziger bis auf Perioden bestimmter Werth von u zugehört, denn die 
der Gleichung 

geoügendea w-Werthe sind ans einem ersten u^ iu folgender Weise 
gebildet; es ist 

HL u = + Up + w. 

^Rfeil aber ;)'( — «) ^ ^p'{^) ist, kann nicht gleichzeitig 
H i/(Up) -- dp = fl und — 2)'(«e) — h^ = 

^Hein, es mülste denn u^ ^ a, (o", o' und Oq ^ Ci und bn = sein, 
H>tras im Allgemeinen nicht eintreten wird. 

Den V verschiedenen Werthepaare n [a^, fcj) entsprechen somit r 
incongruente Werthe »iy, und diesen sollen nun auch r verschiedene 
/t^ertbepaare ?i(Me) = |, 9»'(Mj) = ') zugehören, oder weil 

vC«i) = 9'(«s) = - -■ = 9'(«p) 
i wird, sollen 

7>'{M|), ip{ll.^),...ip'{Ur) 

rechieden ausfallen. 
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Nehmen wir au , daJs 

ist, so werden auch alle höheren Ableitungen von tp n 
M^, und »n dieselben Werthe erbalten, denn es ist ja 



8G ■ 



Kgq.) 



wo G, , Gj usw. ganze Functioueu von ip und tp' sind. Dann werdea 
aber in hialäDglich kleiner Umgebung von wp und m, die Entwick- 
lungen V OQ ip (it^ -\- h) und (p{Ug-\-h) übereinstimmen, d.h. es besteht 
auch die Gleichung 

fiXf + 'O = ■?(«« + /') 
oder 

und Hg — u„ wird eine Periode der Function ip{u). 

Bezeichnet demnach (2ia, 2ca') ein primitives Periodenpaar det 
Functionen p{u) und ^{u), so kann 9'(U|i) nicht gleich fp'iu,,) sein — 

aul'ser an einzelnen Ausnahmsstelteu , wo tt— verschwindet — and ma 

Stp 

kaun umgekehrt p{u) und p'{u) rational durch ip(u) und 9>'(u) aui 
drücken. 

Wir siud damit bei dem Satze angelangt, (lafs jede Ht 
doppelt-periodische Function <p{u), die im Endltdien den Charakter 
rationiilen Function aufweist, auch ein Additionsiftcorem der Gestalt. 

(p(u + ,)} = Jtifplu), ip{v), (p'{u), (p-(v)) 
besitzt. 

Detriichtet man die algebraische Gleichung: 

G(9>(» + »), !>(«), ipW) -0 
und fragt nach denjenigen Functionen (p, welche eine derartige Fun» 
tioualgleicbung erfüllen, so erhält man gewif» noch allgemeinere Fun< 
tionen als die eben genannten eindeutigen doppeltperiodischen Func- 
tionen, denn mau kann der gegebenen Gleichung zufolge ip{u-\-v) all 
algebraische Function von ip{u), y(f), y'(«), ^'{i>) entwickeln. Die 
Differentiation der Gleichung nach h und v führt auf die Relationen: 






'■W + s 



bG 



und durcb äubtraction erhält man 

ae „.,„, _ J0_ 



8»(iH-»l 



■(») - ti. 
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rNun aber kauo mau 9)(u + d} in der verlangten Weise darstellen. 
Andrerseits läl'st sich zeigeu, dafs jede analytische Function ^(u), 
weiche ein algebraisches Additionstheorem 

G(<p(M + f), g>{u), q,[v)) = 

besitzt, entweder eine algebraische Fuuction vuii u, uder e'^" oder 
),(>.) isf) 

M. Phragmen beweist auaführlicU **) , dafs jede analytische 
Function 9}(u), deren Elemente 

%(»!»), %('m, 'VI» + 'i« + i'i 

die Uelatton 

0(lt,{u]a), %(v\b). .ll(„ + «[» + 6)) _ 
erfüllen, in jedem endlichen Bereiche von dem Charakter einer alge- 
braischen Function sein mufs, die einer Gleichung entspringt, in wei- 
ther die (Joeffieienten im Kndlicben keine wesentlich siiiguläreu Stellen 
haben, und zeigt, dai's zwischen den zu den Argumeutswerthen u, v, 
M-j-v gehörigen Functioaalwerthen (p{ii), fpiv), (p{u-\-v} immer die- 
selbe KelatioQ besteben mufs. 

Ist die Stelle m = oo eine wesentlich singulare Stelle und <p(u) 
eine endlich vieldeutige transceudente Function, so muls sie uothwen- 
dig periodisch sein. Ist nämlich die Gleichung ü = in ^(it -j- t>) 
vom fft"" Grade, ao gibt es immer Werthe a, welche <p(v) an (m+l) 
Stellen V,, Vj, . . .v„,+i annimmt, und dann bat die Gleichung G=^0 
bei jedem Werthe von « mehr verschiedene Wurzeln als ihr Grad an- 
zeigt. £s müssen daher unter den Wurzeln: 

<p{u + v^), <p(u-i-v.,),...g>(u-\-v,^i) (ft= l,a,...tM) 
gleiche vorkommen; aber die Gleichung 

9'^C'* + <J/.) = ^jCm + i;,) 
verräth, dafs v,, — Vt eine Periode ist. 

Lassen sich alle Perioden als gaiizzahlige Vielfache einer einzigen 
2 a ausdrücken, so ist <p(u) eine endlich vieldeutige einfach periodische 

Function, und zwar eine algebraische Function von c *" . 

Aufser diesen gibt es noch doppcltperiodische Functionen, die der 
hier behandelten Classe angehören, wenn sie eindeutig sein aoUen. — 

Ist nunmehr eine algebraische Gleichung 

EG(n,l) = 
;elegt, die man mit Hilfe der rationalen Substitutionen 
•) For 
■•) Act 



*) FurmeJn uaii Lelireiltze § I. 
••) Act» mathematica Bd. 7, S. 33. 
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in die Gleichung 

umwandeln kann, dann darf man | und ri als doppeltperiodische Func- 
tionen 9(tt) und q>{u) eines Parameters u auffassen und die Perioden 
von q>{ti) und (p{u) sind diejenigen, welche der durch die Differential- 
gleichung: 

definirten Function a;==s2)(u), die för ti=0 unendlich wird, zukommen. 
Die Gleichung G^(g,ij) = kann nur vom ersten Range sein, 
denn es gibt ja rationale Functionen von g und 17, die nur an einer 
Stelle M des Periodenparalielogramms und nur an einer Stelle (S^i?) 
von der zweiten Ordnung unendlich werden. Umgekehrt sieht man, 
dafs die algebraischen Gleichungen ersten Ranges mit Hilfe der ein- 
deutigen doppeltperiodischen Functionen zu discutiren sind. 

§ 62. Berechnung primitiver Perioden. 

Nun handelt es sich aber um die Berechnung primitiver Perioden 
der durch die Differentialgleichung 

definirten doppeltperiodischen Function x = p{u). 
Da die Gleichunc; 

|)(ti + v) — |)(W — v) = — ^.^ '-tl-^-i- 



besteht und andrerseits für jede Periode tar die Differenz 

verschwindet, so gehen die halben Perioden offenbar als Losungen der 

Gleichung 

p (v) = oder p (v) = 

hervor. Indem aber die zuerst genannten Werthe v zu keiner neuen 
Definition der Perioden fuhren, brauchen wir nur diejenigen Werthe 
V zu suchen ; filr welche 

{p\v)f = 4(p(t.) - e,)(p(i;) - e^){p(v) - c,) 

verschwindet. 

Bedeutet hier c, den Werth, welchen die Function für t;=GJ + w, 
C3 den Werth, den p{v) für t; = G>'-f-^ annimmt, so ist e.^^ der Werth, 
den p{v) an den Stellen v = o + oi'+fi; => o"+w erhält. 

Angenommen, man habe aus der Differentialgleichung 

\dt) = 4"(i - ej {X - e,r(i"^j {^ = <x>, u = 0) 
irgend zwei ti-Werthe w, «^o + e«; und 03 = ci'+2m; ermittelt, für 
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» 



X gleich *?, respective Cj wird, so mufs man hinterher nachsehen, 
ie die einmal fixirten halbe» Perioden mit primitiven eitsammcnkängen 
oder oh sie selbul kalbe primitive Perioden sind. 

lat [2w, 26)') ein primitives Periodenpaar und soll auch (Soi, , Soj,) 
ein solches sein, so müssen die Beziehungen bestehen: 
o, = pio -(- qa = a -{- 10 
(0^ ■= p'w + q'ta' = io-\-w, 
WO die gaimen läahlen j) und q oder p' und q' nicht gleichzeitig ge- 
rade sein dürfen, indem sonst ;>(o),) oder ^'{Oj) nicht gleich e, oder 
Cj wäre. Weil 



und 

ist, wird 

ij,03 — j^jo, = {V(o'—rio>)(pq'—p'q), 
ond nachdem 



I 



sein, denn andernfallB könnte man 3o) und 2ra' nicht ganzzahlig durch 
^ Of und 2o-, ausdrücken. 

Man hat demnach zum Beweise, dafs die einmal gewonnenen 
bnlben Perioden 2(t>,, '2ti}^ primitive sind, zu zeigen, dafsijjtOj — ijjD), 

b^+Y "'"*■— 

P^ Vor der Bestimmung irgend weither halber Perioden bemerken 
wir zuuächst, dafs die unendlich vieldeutige Function u von j; nirgends 
unendlich wird. 

Da dHs durch die Gleichung 

y' = 4a73 — y,j:— y3=.4(x— e,)U-ej)(j; — Ca) = li{x) 
definirte algebraische Gebihle in der Umgebung jeder endlichen, von 
(X = ei und y = 0) verschiedenen Stelle x ^a, y = ö in der Form: 

T. = a-\-t, ,j = b^l + i^[tj) 
in der Umgebung von {pj, ü) durch ein Functionen paar 

und in der Umgebung der unendlich fernen Stelle (oo, tx>] in der 
Geetelt 

i-'j-', y--;-il + (")!(<')) 
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darstellbar ist, so wird die Function, deren Ableitung nach ^ 
ist; nirgends unendlich. 

Bezeichnet F(Xy y) irgend eine rationale Function von x und y 
und stellt man das Differential F{Xf y)dx in der Umgebung einer 
Stelle {Xjy) in der Form S^{t)dt dar, so heifst die Differenz der 
Werthe derjenigen Function von t^ deren Differential ^{t)dt ist, fQr 
zwei Stellen t^ und ty des hier benutzten Elementes des algebraischen 
Gebildes das von t^ nach t^ erstreckte bestimmte Integral: 

h 
Entsprechen den Werthen t ^^»t^yt^ die Stellen (a;, ,yj) und (Xj,yj), 
so schreibt man das Integral auch in der Form 

fF{x,y)dx. 

Will man ein Integral von {x^^y^) nach einer einem zweiten Functionen- 
elemeut angehörigen Stelle {x^'^y^^) erstrecken, so suche man einen 
von {x^^y^ nach (x^yy^) verlaufenden continuirlichen Weg mit den 
vermittelnden Stellen 

und verstehe unter dem bestimmten Integral 

F{xy)dx die Summe ^ 1 F(xy)dx, 



I 



wobei {Xn+i, yn+i) für (Xq, y^) gesetzt ist. Mit der Wahl des von 
(^o)!^ü) ^^^^ (^o'y Vo) ^^^^ erstreckenden Wege^ hat das bestimmte In- 

tegrdl 1 F{xy)dx auch einen bestimmten Werth. 



Nac^h diesen Bemerkungen wird das bestimmte Integral f — 
nirgends unendlich. i*b.»») 

Wir denken nunmehr die von einander verschiedenen Wurzeln 
der Gleichung 

e, , ^2, ^3 mit Rücksicht auf die Beziehung ^1+^2+^3'™^ ®^ geord- 
net, dafs e, — ^2, €2 — C3 und dann auch e, — e^ positiv werden, d. h. 
positive reelle Bestandtheile oder — falls diese verschwinden — doch 
positive imaginäre Bestandtheile besitzen. Dann kann keine der Grofsen 

^-rJ^=.x^ und ^^--^« = x'2 
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einen reellen negativeu Wertb aunebnieu und keine hat einen reelleu 
positiven Werth, der grölser oder gleich 1 ist. 

Noch dieser Festsetzung frageu wir, ob es u Werthe gibt, (öt 
die p{u) = e, ist. 

Sind e^, e,,, e., uimI dann auch ,9, um) g^ reell, so wird x in der 
Umgebung von m=0 bei reellen zunehmenden H-Werthen abnehmen, 
und indem wir uns an diesen einfachen Fall halten, setzen wir 



und geben hierin der Wurzel das positive Zeichen. Da dem Werthe 
X ^ 00 der Werth « ^= zugebort, ist bei positiv genommener Qua- 
dratwurzel : 



'h 



wird ein «-Wertb, der die Gleichung /»(u} — e, ^0 erfüllt. — 

Setzt man x^=e^-\-% und versteht unter | eine reelle Gröfse, so 
entspricht a: = e, und a; ^^ 00 der Wertb 5 •" und | ■=> co und 
man kann 



^^etzej 



2KrKi + e,-e,K£ + e.-e. 



Legt man hier ^| das positive Zeichen bei , so hat man die 
zwei übrigen Wurzeln so zu wählen, dafa der reelle Theil derselben 
positiv ist. 

Um auch einen Wertb tut a^ zu finden, setze man für u vi und 
bemerke, dafs die Kntwicklung von p{vi) in der Umgebung der Stelle 

ti ^ mit beginnt. Dann geht p{vi) auf dem Wege von w = 

nach ^, von — oo nach 63, und weil p'{m) -=^'(«0 bei reelleu « 
gleich ist einer negativ reellen Gröfse mal i, so setse man in der 
Gleichung ^^ 

^ie Quadratwurzel positiv, dann wird 



Die Substitution : 
meude Integral: 



*/ V -~nix) J Vliw ' 
-i führt wieder auf das geradlinig : 
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"' ° 'f-^wn 



00 

^1 



u 

in welchem ]/^ der positive Werth beigelegt werden mafs und die 
übrigen Wurzeln derart zu wählen sind, dafs ihr reeller Theil posi- 
tiv ist. 

Bevor wir die gefundenen Werthe (o^ und a^ in anderer Form 
darstellen, bemerken wir, dafs die Function p(u) für 

gleich 6,, €2, 63 ist, je nachdem die Zahlen p und q (die nicht gleich- 
zeitig gerade sind) den Bedingungen 

jp= 1, q = (mod 2) 

oder p ^ 1 , q^l (mod 2) 

oder p ^ 0, q^\ (mod 2) 

genügen, und dafs die Gleichung 

mit Rücksicht auf die Formeln: 

{p{u)y = 4(p(u) - e^))(p{u) - e,)){p(u) - e.)) 

ez + e^ + €r = 
in die folgende umzusetzen ist: 



piu + Sf) — ei 



(«i-«/i)(«i-0 



Setzt man nun an Stelle des früheren u (o^+u^ und lafst U| von 
geradlinig nach a^ gehen, so wird 

jp(«) = p{u, + «,) = C3 + ^''--^fi—^ 

von 63 nach 62 übergehen , und wegen des vorhin negativ genommenen 
p{u{) ist 

p(u) = p'(«, + «03) (iLrAl(^A)^'(„,) 

gleichzeitig positiv zu nehmen. Da u jetzt von O3 nach lo, geht^ er- 
hält man 

Ersetzt man das frühere v durch g7, -{"^i^ ^^^d geht v^ von Null nach 
^ über, wobei 

p(v) = 2>(f,i + «.) = e, + '"-;fl-''' 
von ß, nach 62 gelangt und 
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p'(v) = p'ivi + 0,,) = -<'•-- '^>t'-L=A)p'(^i) 

einer positiven Grofse mal i gleich zu setzen ist, so kann man 03 in 
der Form: 






"^ ^ *j y-nix) j y-Bix) 

schreiben. — 

Eine andere gebräuchliche Form für die halben Perioden findet 
man durch die folgenden Erwägungen. 

Es war 

p(u) — p(v) = '^-^- ;--,\ . 

Wenn hierin v eine halbe Periode t3r ist, für die p{1!f) = ei sei, so 
erhält man 

p(u) - c, = -^ J^^^ ^^^ . 
Wird wie früher 1[ = ^-- gesetzt und führt man die Bezeichnung ein : 

80 folgt die Gleichung 

p(„)_ea=^(^) (A=l,2,3). 

Zwischen den neuen ganzen Functionen <fi{u), die an der Stelle u^s^O 
den Werth 1 annehmen, bestehen die Relationen: 

<^.'(«) - <f2\») + (e. - «2)<^n«) = 
«sH«) - *!*(«) + («3 - «•) «*(«) = 0, 

die man einfach durch Elimination von p(u) erhält. Setzt man die 
Identität 

(!>(«*)— e,)(c2 — e3) + (p(M) -Cj) (63— eO + Cl^M- ^3) (^1—^2)== 

in eine zwischen den Functionen öi{u) um, so ergibt sich: 

ö^^u) {ei — e^) + 6^'^{u) (03— «i) + <^3' W (61—^2) = 0. 
Diese Relationen benutze man zur Ableitung der DifPerentialglei- 
chungen, welchen die zwölf Quotienten 

genügen. Zunächst ist 

(p (u)y = 4 ^ ^^- j = 4gioS^oS?o. 

Doch weil 
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ist, erhält man 



und ferner 









Ox{u]a^{u)a^{u) 



denn |ao wird an der Stelle u »=* unendlich und nimmt von da an 
ab: oflFenbar ist auch lim— j-^ -^5- = — 1. 
Da nach den früheren Gleichungen 

ist, wird 

Ebenso geht die Gleichung 

p'(u) 2 

X \ / <y (U) 

in die folgenden Differentialgleichungen über: 

-^r = _ (e^ — e,) gi.go^ und ~ = 5/uagri, 

und es ist für ti = 

S^.= l, go2 = und 4^=1. 

Die Differentialgleichungen erhalten aber auch die nachstehende 
Form : 

und jetzt übersieht man unmittelbar, dafs wegen der leicht zu veri- 
ficirenden Relationen 



o, = ^.^-.^ 



i-«,J j/i 



dl,, _ JT 



Ke,-e, / /r-"|«^^/,_x»5j^ K«,-«, 



und 




1 



(Do = — 





wird, wo in den geradlinig auszuführenden Integralen K und K' die 
Wurzeln diejenigen Werthe besitzen, deren reelle Bestandtheile positiv 
sind und der Werth von }/e^ — 63 beliebig zu fiziren ist — 
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durch geeignete lutegratiouen jj, 



'Sy "■"'•!. ■ 



l)aa Inte 



Will man beweisen, dafB die hier angegebenen Werthe u, , o, 
halbe primitive Perioden sind , so suche man zunüciist aus der Gleichung: 

= '^~ zu berechnen,*) 
ntegral 1 wird an der einzigen Stelle z-^oo unend- 
lich, doch weil die bcatiuimten Integrale zur Ermittlung von i), und tj^ 
offenbar nach diesem Punkte v.a erstrecken sind, wollen wir das Dif- 
ferential T7-T — : zunächst umgestalten. 

Nehmen wir zu diesem Zwecke die viel verwendete Identität 
l( _yüJt) \ _ 3 / ySTi) \ 8(« 

auf, die sich unter Anwendung der Formel: 

«)* 



¥R{t)yR{p) 



dx\x—a) i I 



» 



leicht beBtätigen iäfst, fQhren <1ie Differentiationen wirklich ans, 
tipliciren das Resultat mit yR{t) und setzen dann an Stelle von 
und geben t den Werth c, so geht die erwünschte Gleichung: 

l'fA'^ - i' -'--"''l'-C") 

oder 



csw 



nX') 



Nun folgt au» iler tileichung [Ä] 



(<, 






Innd je nachdem man den ersten oder zweiten Ausdruck für x—Cy \)p- 
Inutzt, ergibt sich im Falle ft^^l, v^S, A^3 

d^ 



-Vi; 

xdx ^ 1 .fyBjxVS 






-s!,»'i-«'e;, 
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deDn es ist 

oder 

«•+"'--2yr--«+("-«'('-:;^::«-)- 

Da nun die Gleichung 

00 00 OD 

in der Umgebung der unendlich fernen Stelle richtig ist, d. h. weil die 
Entwicklungen beider Seiten als Functionen von u in der Umgebung von 
t« =s oder als Functionen von x in der Umgebung von x=»(x> überein- 
stimmen und somit auf keiner Seite eine Constante hinzuzufügen ist^ folgt 



17,= — 



« » -tt« 



13 



Denn wenn u von bis o, oder 03 übergeht^ durchläuft Ij^ und $3, 
die Werthe von I bis und x geht von cx> bis e, oder von — cx> bis 
63. In den neuen ^ geradlinig zu nehmenden Integralen 

^=r_!~"*^'?^ dl,, und E'=r ■ izi'Jl-^.-. di^^ 



haben die Quadratwurzeln wieder diejenigen Werthe, deren reelle Be- 
standtheile positiv sind. 
Setzt man 

,,, = - !i^ + Vc, - C3 E, ,3 = - i^ K'- «y;r=^ £' 

und bemerkt, dafs bei den getroffenen Festsetzungen 

positiv ist, so hat man endlich zum Beweise dafür^ dafs 2ci| und 21O3 
primitive Perioden sind, zu zeigen, dafs die Gleichung 



n% 



,,0,3 - ,,30, = i{EK'-KK'+ E'K) = ^ 

besteht; doch gehen wir auf die Ausführung nicht ein und verweisen 
auf die Untersuchungen von Legendr e.*) 

Hier haben wir die verschiedenen Ausdrücke so gewählt , wie sie 
in den Formeln von Weierstrafs angegeben sind. 

*) Traitd des fonctions elliptiques. I, S. 60. Siehe auch Durdge: Theorie 
derj»iU*^.iBchen Functionen § 70. 
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§ 64. Eindeutige Functionen des Perioden verhält uiases. 
Hat man zwei primitive Perioden 2(a, nnd ^2a., gefunden, fiir die 

ist, .10 werden mit Hilfe der Gleicfaangea 



V"(u) 



= /p[u)-€, (A = 1,2,3), 



[die ihrerseits die Quadratwurzeln p^p{v) — ei als eindeutige Functionen 
I von u definiren, die sechs Quadratwurzeln J^c^ — «, in folgender Weine 
[ bestimmt sein : 






V' 


-e. 


ma,) ^ 


«-»"'.(B,,) 

«(«..X«!.)' 


fi. 


^^ 


"1».) 




y'e 


— C| 









wae 


man mit Hilfe der Relation 





^1 






~1.<" 


-w 



a{o>,) o(ai,) 



«(M+2S-) = (— l)i'»+''+»e»5l-+S)ff(„), 
' wo 'S=pa^-\-qci^ ist, leicht bestätigen kann — , und zwischen ihnen 
I bestehen die Beziehungen: 

//e.j — e, = — »Vc, — ßj , ^Cj — e, = — i ^c, — e, , 
(/c, — e, = — i/cj — c, , 
t weil c * =i ist. 

Filr die (iröfseii ß(c>j) ergeben sich folgende Ausdrücke: 
ei'""" , , ^i" «!■».-. 

'e»ye, — e, yt\~Hytt-»i 

.ein.». 



fl(c,) = - 



(fK) = 



y^hV^^^^ ' 



wenn ^i für e* gesetzt wird, und hierin haben die vierten Wurzeln 
I nur solche Werthe, deren Quadrate den oben geuannten Wertheu 
I gleich sind. 

Da ferner 

Olfo»!) __ ' 0,{lOj)^^ l^ B|(ll>,) __ . »' 

ist, wird noch 

Vei - «3 
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Sind 2cD, und 2ca^ primitive Perioden der durch die Differential- 
gleichung 

definirten Function x=p(u)f die in der Umgebung der Stelle u=0 
die Entwicklung 



00 



!>(«)= i +2(2»'- l)c»«*'-* 



besitzt, wo 



>=« 



-=2'- i\-'^^^ ^^-=2, 3,...) 



ist, SO ist klar, dafs c, ungeändert bleibt , wenn man 2a^ und 203 
durch äquivalente Perioden 2'i!r, und 2*^3 ersetzt oder — was dasselbe 
heifst — wenn man o, und 03 einer ganzzahligen Substitution: 

mit der Determinante PQ — PQ = :jz^ unterwirft. 

Die Ausdrücke c^ sind, wie wir gleich nachweisen wollen, ana- 
lytische Functionen von Oj und O3*). 

Bezeichnet man den Quotienten ~ mit t =s a -]- ßi^ wo unter 

der Annahme eines positiven reellen Bestandtheiles JR \~~'j ^ *"^ 
reellen und ß nur positive reelle Werthe erhalten darf, auf da(s 

|c^'^«|<l 

ist, so kann man die unbedingt convergenten Summen in folgender 
Weise schreiben: 



Cn = 



1 



■40 



-00 









00 



OD 



■OD 



Leitet man aus der Formel 

% cotff xuL Tt = — ni „. 

oder aus der äquivalenten Gleichung: 

QO CO 

^'* ;f^i ^^'* +'* '^'* ""'*' :f='i 



*) Vergleiche Hurwitz: Theorie der elliptischen Modulfunctionen. Math. 
Annalcn, Bd. 18. 



■~r.Z(jr + (-')■ 
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r durch (2n) malige üitlereiitiation nach (t(i') die Belatiun ab: 

iu welcher die rechte Seite couvergirt, solange | e*«"'' | < | , sw giljt 
deren Anwendung die Formel: 

Der reell tsateheude Ausdruck ist der früheren Summe ^ ^ ( ^— .— ) 

gleich, sofern uur | e"" | < 1 oder iu z ^ a -\- ßi ß jiositiv ist. Er 
stellt eine analytische Function dar, denn die fOr den Klammeraus- 
druck zu setzende Potenzreihe nach e*"' convergirt in der positiven 
Halbubeue von t, kann »her darüber hinaus nicht fortgesetzt werden, 
weil sie für jeden rationalen Werth von t unendlich wird. Die (Jröl'sun 
Cr sind also analytische Functionen von u, und o^. 

Bei den obeu genannten Substitutionen mit der Determinante 
ptj — jiq = 1 wird zugleich mit ;)t( "-.J auch lli(_,') positiv. Hat 
demnach zwei eindeutige Functionen von (u, und to.^, die in der 
positiven llalbebeue von z nach Potenzen von ci"" zu entwickeln sind, 
, und bei einer ganzitahligen linearen Substitution mit der pumtiven 
[ Determinante 1 um denselben Factor geändert werden, so ist deren 
t Quotient eine eindeutige Function von z, die nur in der positiven Halb- 
[ ebene existirt und bei den linearen Substitutionen 



uugBÜuilurt blL-iU. 


-:ti: (««-?>■- 


Offenbar iat 




eine HulcLe Function 


denn weil 


ist, lallt im Zähler 


i/, = 60c, , g, = I4OC3 
und Nenner der bei einer der in Bede stehend 


Subalilutionsu sich ä 
Da 


iderude Factor ( ., - ) aus. 


f = -(«, 


c, + '-,€, -i- c,e,) = '. (./ + «,;■'+ e,^) 


ist, kann man 


< 



».- ' ('-- ir '!+ Q - '3') <«' ~ '■'•"' -^ 3 (1 -«■'+«')(«,-•% 
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oder mit Rücksicht auf die Relation 

x2 + x'2 = 1 

gleich 16(x^(l — ^'^)y(fi\ — €3)® ist, läfst sich J{t) als rationale Func- 
tion von x^ darstellen: 

•'^^^ 27 (h«(1-x«))«" 

und x'^ ist umgekehrt eine algebraische Function von J (r). 
Eine weitere wichtige Gleichung ist die nachstehende: 

((l + ic«)(2--ic«)(l — 2ic>)> 
^,«-27^,« ~" 27 (h«(1 -««))« 

Es handelt sich nun wieder um eine Darstellung von J{x). Es ist 



TM 1 — ^"^g »' — 
J(T} — 1 = -^xiTsT^-f — 



^,3 = (60c,)3= (A.)^{l205(^y + 320»^ J^A»-^^,} 






und weil 20' = liö X "*' ß''* ""•'^ 



^1^" 



^^' = (i)"[iV + 20|:^' 



00 «^1 



c* 



1_^S!ä,*2 



Um den Nenner 16G^ in dem Ausdrucke für J{x) als Function von r 
zu entwickeln, gehen wir zunächst auf die Relation 

a;i(u) __ .-... «-'i"<r(cD;i +u) ___ c''^''ff(a»2 — u) 

"o(tir ^ '^^^ W — Ci = ^^ a(u) ■"" ^ <r(ai^)tf(u) "" 

zurück und stellen 0{u) als Function von t dar. 
Setzt man in 

•?•"' «> -°p- / bin* ( - — ) 

'^«" fz/t l «in« (^) 

statt der Sinuse die Expouentialfunction und benätzt die Bezeichnung: 

ttXi 

so wird 



,,„. «— — «_ (1 - Ä^^jsj») (1 -« ^ -.) 



und hierin ist 

(^ 1 f 

^ If^i Bin« f '*^»-'^'l '^ ^' r -^^ (1 - Ä*")' ' 
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fti 
Gibt man hierauf u den Werth (o^, wobei g ^=» e^ = i zu setzeu ist, 

so folgt: 

^, , 201, ,'•"' ' ^^ ^ 

cy(w,) = — -e 



/7(i -**•)/' 



n 

«Tri 1 



aber im Falle u = c^^ und jg; = c * = h^ wird: 



CT 



, , 1 g'^^i-t f?'"-''"""'-*" "'' 

oder weil 



ist, gilt auch die Formel 

^f V 2(0, t « * 

Endlich bei der Substitution m = Oj und x? = c**"« = iA* ergibt sich 
mit Rücksicht auf die Gleichung: 

ij, «j' _ 1 t^vh_ , «i _ * 

;ri 




wenn wir statt e^ f^i schreiben: 






n 



Nunmehr erhalten die auf äeite 403 angegebenen Wurzelgröfsen 
die folgenden Werthe: 

Man sieht zunächst, dafs die Gröfsen x^ = ?«Z_*^ und x'^ = ^^ ~ ' ein- 

e, — Cs c, — «, 

deutige Functionen von r werden, denn man erhält: 
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Audrerseits folgt mit der Bemerkung , dais 

i8i>, für 

16 G = 16(^2 ~ e,y(e, - 63)*U«i - ^2)' 
der Ausdruck 



oo 



(^r*'jj(i -**")■" 



und darum besteht die Formel: 



=- .«» . J 



J-(T) 



Ä' 



(w+»2"tS=) 



a.» — 27 0.» -^ 

A»/7(l-Ä*»)» 



n = l 



Au dieser Stelle erwähnen wir nur noch, dafs die Function J{r) fiir 

den Argumentwerth t = q =: e ^ und alle daraus durch die ganz- 
zahligen Substitutionen mit der Determiuante 1 hervorgehenden Werthe 

ni 

verschwindet, und andrerseits J(t) — 1 für r = i «= c * und die durch 
dieselben Substitutionen entspringenden Werthe Null wird. Man kann 
nämlich zeigen, dafs in 

verschwindet, indefs 16G an diesen Stellen endlich bleibt 

In der That, wenn man die Glieder der Summe für ^2 ^^ j^ dreien 
in folgender Weise zusammenfafst: 



Va4-tt'p/ V + p + «t/' 



so ist die Summe offenbar Null. Ebenso kann man in der Summe 
für (/g die zwei Glieder vereinigen: 

und ihre Summe gleich 






Kiulutliiug iti iJLC Tlioorii.' der yuiictEoiiun mit lluoarcii Substitut, iu sich. 4(lO 

n; tuaii sieht, äaCs g.^ an der Stelle Z'^'i reracliwindet. 
Setzt mau eudlich ^ = -"V =^ oo, ohne dafs a, Null ist, so wird 
/(t)^oo, deuu (lauii veracliwiudet 16 G, aber 

Lat für T ^ iix> eiuen eudlicheu von Null verschiedenen Werth, uud 
die Stelle t == iot ist Tür J{t) eine weseutlich singulare. 




Eiiilciluii^ in die TLeurie der Fuiielioueu mit liiieureii 
SuhNtiluljuneti in sich. 



§ 65. Normalformen der Substitutionen. 
Functionen mit einer FundamentalBubstitution. 

Zur uiilieren I3eurtlieilung der eiüdeiitigeii Function J(z), welche 
Ibei gewisHcu liiii'iircij k^ubstilutiüneu des Argumentes uiigeiindert bleibt, 
richten wir die Frage allgemein nach eindeutigen uualjtischeu Fune- 
tiunen l''(x) der Beschaffenheit, dafs für bestimmte lineare Substitu- 
tion eu 

an Stelle von x die (rleichung 



^'(:^i^)-^(-) 



r + d-J 

bei jedem WerLbe j: aus dem luueru oder der lireuzu des Stetigkeits- 
bereicbes von l''(x) besteht. 

Wenn wir auch uicht im Stande sind, die Theorie dieser Func- 
tionen zu entwickeln, so soll doch gezeigt werden , wie die functiunen- 
Uieoretische Behandlung der gestellten Frage ftual'iillen muls, und das 
thun wir um so lieber, als dabei hervorgeht, daf» die auseinandergesetzte 
Theorie der do]ipeltiieriodi3chen Functionen prototyp ist. 

Wie bei der Frage nach den dojipeltjieriodjscheu Functionen zu- 
nächst die gegenseitige Beziehung der Perioden untersucht wurde, 
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müssen wir hier vor Allem die Substitutionen selbst betrachten. Wir 
nehmen hierbei gleich den Satz vorweg, dafs es keine eindeutige oder 
endlich vieldeutige Function geben kann, die unendlich kleine Sub- 
stitutionen f{x) besitzt, d. h. solche, für die \x ^ f{^)\ kleiner ist ah$ 
eine beliebig kleine Grofse. — 

Wir nehmen an, dafs die Substitutionscoefficienten a, &, c, i2, die 
im allgemeinen compleze Grofsen sein werden, eine Determinafäe 

ad — hc 

gleich Eins besitzen, denn die Division des Zählers und Nenners in 

fix) durch Yad — hc gibt Coefficienten der verlangten Art. 

Sind die Substitutionscoefficienten reelle Grolsen, so kann man 

sie durch Division von Yad— hc oder i/hc — ad in andere reelle der- 
art umgestalten, dafs ilire Determinante + 1 wird. In dem letzteren 
Falle ist die Substitution von f{x) an Stelle von x — welche Operation 
durch das Symbol 

(«, m) 

angezeigt werden möge — offenbar unter einer Substitution 

ax -{-0 yx + d * 

ex + d^ ax + ß . j 
yx + ö * 

enthalten, wo a, h, c, d feste Gröfsen und a, ß^ y,d reelle Coefficienten 
mit der Determinante Eins sind. 

Bemerkt man, dafs die Vollführung einer Substitution {x, f(x)) 
nach der ersten (o;, f[x)) eine Substitution 

( ax + h ' , - 

gibt, deren Determinante das Product der Determinanten 

ad — hc und ad — Vc 



ist, so wird man zur Untersuchung der Substitutionen gleicher Deter- 
minante blos diejenigen mit complexen oder reellen Coefficienten von 
der Determinante Eins zu betrachten nothwendig haben; 

Man nennt x äquivalent oder cofigruent x^^^j wenn es vier Grofsen 
^1, hiy Ciy di gibt, welche den Bedingungen: 

a^x + bt 



geuQgen. Da umgekehrt: 



*• = . ' - Zil . • '^•«' - (- ^') (- ''^ = * 
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wird, ist auch ^*) der Gröfse x äquivaleut. Ist die erste Operation 
mit {Xf fi(x)) bezeichnet, so deutet man die in verse Substitution durch 
{fi(^)f ^) au. 

Zwei einer dritten äquivalenten Grofsen sind untereinander äqui- 
valent, denn wenn in 

die Determinanten gleich Eins sind, so gibt es auch vier Gröi'sen 
^7 ßj 7} ^} ^^^ welche 



a;, = ^3+J, ad— /Sy=l 



wird und zwar ist: 



^ ^ («t ^^jz:A^).^_+ (.^ ot — Oi W 

^ (c,d, — Cjd.jai + (diät — ^jC.) 
Ist nun i^'C^) ^^^^ analytische Function, für die 

ist, so wird auch 

F{fi^-)(x)) = F(x), 

wo p'*^{x) den durch m malige Wiederholung der Substitution {Xyf(x)) 
aus x gewonnenen Argumentwerth 

bezeichnet; die Function F{x) bleibt zugleich mit der ursprünglichen 
auch bei den neuen Substitutionen (o;, f^^^(x)) ungeändert — Be- 
zeichnet man 

a X -^ b 

so ist 

und 

Schreibt man für x f^^^{x)y für die inverse Substitution von f^^^{x) 
f^~^^(x) und setzt 

/•(-2)(^) _^(-i)(/x-i)(:r)), /•^-^)(a;) = /'<-^)(ft-2)(^))^ ... 

so folgt ebenso 

Fif''Hx)) = F(x), 

wenn n irgend eine positive oder negative ganze Zahl bezeichnet. 

Es ist möglich, dafs eine wraalige Wiederholung der Operation 
{x, fix)) zu dem Argumeutwerthe x„t = x zurückführt. 
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Um die uothweiidige und hinreichende Bedingung dafür zu iiudeu, 
geben wir einer Substitution 

erst besondere Normalformen. 

Die beiden Werthe von x. für die x = — *;-* ist, sind 

und darnach wird der Ausdruck 

-n oder — -^- oder /, 



i 

y 



gleich 

(^'_/(V±i)C,)-_ 

zu setzen sein und mit Hilfe dieses kann man in dem Falle you ein- 
ander verschiedener Werthe x' und x" die Substitution y = ^^^-^^ auf 

die Form: 

y — X v" ^ — * 

y - X X — X 

bringen, denn für x = x, x\ — folgt wie früher y = x\ x'\ 0. 

K der sogenannte MuUiplicator der Substitution ist nicht gleich 
Eins, wenn (a + ä^ von 4 verschieden ist oder wenn x' und x" un- 
gleich sind. Falls die Substitution reell d. h. die üoefficieuteu reelle 
(jlröfseu sind, wird K reell, sofern 

(a + d)2 - 4 > 

ist und der absolute Betrag \K\ ist von Eins verschieden. Ist aber 

4_(a + d)2>0, 

dann wird K complex und jj^l = 1 d. h. der Multiplicator erhält die 
Form c*>, wo nun q) reell ist. 

Sind a, ß, y, d ganze Zahlen, so kann (a -|- d)"^ unter der Be- 
dingung 4 — (a + *)^ > nur die Werthe Null und Eins besitzen 
und dann ist der Multiplicator 



ir=-l,oder -(J. + ip)=e 



2ni 



Sind aber die Lösungen x , x' einander gleich oder (a -|- tf)' = 4 
und J^== 1, so kann.die ursprüngliche Substitution nicht mehr in der 
früheren Normalform angeschrieben werden , denn diese wird zur Iden- 



^f Eialeitung in die Thi^orie der Kuuctiouea mit linearen SiitiBtitut. in ^icli. 413 

titäl. Da aber ieUt in y ^ "-^ + P j^^j, „lelir zwei Constjinte will- 
kürlich siiiil, kann man der Substitution die Form 

^= ■^-^-^, +c 
geben. 

Ist in nnserer früheren Substitution (x, f^'*[x)) («i + ''i)" < 4 , so 
gebe man der Suhstitation (x,f""^{x)) die Form; 

und hier sieht mau, dafs im Falle /^"''(«)^3' 

K"- = \ 
werden muFs, d. h. K ist eine m" Wurzel der Einheit. 

Ist hingegen (a, -J- d,)' = 4 und a, -|- rf, ^ + 2 , so wird — 
wie man leicht bestätigt — . 

f\m)(r\— '""'. + («-'))* + »''. 

pnd weil die Forderung, es sei /""*'(«) = x, die Gleiciiiing 

c,a;= + (d, -o,)a:-ft, —0 
nach sich zieht, so mnl's schon P**{x) ^ x sein. Es kann abo nur in 
dem Palte, wo 

(°4^ -/("+■')"- •)" = '■ 

die Iterirung der Substitution {3:,/"<"(a;)) auf x selbst zurückführen. 

Fragt man nach analytischen Functionen Fix), welche hios die 
Substitutionen 

{i.r'i'ti («- + I, +2.---) 

zulassen und bei anderen Substitutionen [x,f{x)) ihren Werth andern, 
so kann man die Untersuchung folgendermal'sen einrichten *). Setzt maL 

so besitzt die \> imction 

F(9(J)) - «(») 
zafolge der Gleichungen 

«(»-'(i))_f(i) 
i>w-'if»» - Firn) - Fi') - »(v-'w) 

die Snbstitiition 

(.r,il.M)^Ci=.'P-'(/''(»>'(4») 
oder 
/■r J,IM=(r <°i "' + »!>'- 'i'ß - ''itl)^ + (»i8J + b,S' -r,f~ ■i.mn 

") Vergleichp RansenliergBr: Theorie der periodiacbcn ¥>mt\iw.«&. ^^. 
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und die durch Iterirung dieser gebildeten Substitutionen. Hier verfSge 
man ohne Rücksicht auf die bereits abgeleiteten Normalformen der 
Substitutionen über die Constanten a, ß^ y^ d derart ^ dafs {Xy if[x}) 
eine möglichst einfache Gestalt erhalt , denn dann hat auch 0(x) ein- 
fache Substitutionen. 

Soll X aus dem Nenner ausfallen, so mu(s 

^1«^ + (^1 "~ öfj)ay — 6jy* =3 

werden. Hierin kann man a und y nicht gleichzeitig Null setzen, 
sonst wäre (p(x) blos eine Gonstante und 0{x) hatte keine einfacheren 
Substitutionen als F(x), Setzt man y ^=0, so wird c^ Null und F{x) 
wäre bereits eine Function mit einer Substitution der verlangten Art 
Wir schliefsen daher den Fall y ^=^0 aus und losen die Gleichung 

(«Y_^-«'.(«)_A =0. 

\ y / c, \ y / c, 

Sind die Wurzeln verschieden, so gibt es zugleich mit i^(a;) eine Func- 
tion 0{x)f welche eine Substitution der Form 

(Xj i>{x)) Ebz (x, Kx + Ä) 

zuläfst. Bezeichnet hierauf (a;, xix^) eine neue Substitution {Xj a x-^-^X 
sd existirt mit 0(a;) eine Function ^(o;); welche die Substitution: 

gestattet Wählt man hier /J* so , dafs K^ — /J* + ^ verschwindet, 
dann hat die neue Function '^{x) die Fundamentalsubstitution: 

(a:, Kx) . 

K bezeichnet wieder den Multiplicator der ursprünglichen Substitution 
(x^ f{x))y wie man leicht berechnen kann, indem man nur nach der- 
jenigen Substitution y «= — -iT^* (^i^i — ^jC, = 1) fragt, die mit 

Hilfe der Substitution q>(x) = "^[j] ^ aus y = Kx resultirt, auf 
dafs also 

CfX -f dl _ _ =- K" "^ ~^" ^- 

a jx + 6 | , . yx + d 

wird. Entsprechend den zwei Losungen für — gibt es aber zwei 
Multiplicatoren, doch weil 

F{r{x)) = F{x) = Fif-^x)) 

ist, wird der eine nur das Reciproke des zweiten sein, oder mit anderen 
Worten: man kann die Substitution {x,f{x)) mit dem Multiplicator JT 

ebenso wie die Substitution {x,f~^(x)) mit dem Multiplicator j? als 
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fundamentale Substitution ansehen, und deshalb dCIrfen wir vorans- 
en, (tafa die Function V(j;) eine Substitution {x,Kx) habe, in 
weicher IfiTI < 1 ist. — 

Ist aber K^=l, so Ribt es zugleich mit I''(x) eriiH Function tP(z), 
welche die Hubatitutioii 

ili(x) ^ X -\- k 
zuläfst, Setxt man dann 

Xix)=-x, 

wo c eine beliebige tiriilae ist, so hat 0[x(^))= ^i^) eine Sub- 
stitution : 

^I-■»■^■W-|-(|x + i)_« + c. 
Friüzt man wieder nach der Substitution «^ '— v-r. die mit 
Ife von q)(x) = ""Tg *ns y = x-\-c hervorgeht, soll also 
yy + ä Yx + d~^' 
sein, so hat man 

o, ^ ad+ßY-yd, fc, = — d^ c,=y', (i, = — «tf + j^j' + yd 

zu setzen, und wenn 0|rf, — i,c, = t ist, ei^bt sich für n, und (/, 
die Bedingung 

(a, + (l.,y -4=0, 
unter welcher auch früher £^1 war. 

Nehmen wir an, dafs c^ 1 sei, so ist die aus 

gewonnene Substitution 

/■">(i) - 1 + », 

und eine Iteririiug kann niemals auf x ziiriickführeu, d. h. eine ein- 
deutige Function F{x) mit einer linearen Substitution (x, x-\-c) hat 
fiir unendlich viele Werthe des Argumentes denselben Werth; sie mufs 
transcendent .sein. Weil F{x) an der Stelle oo wegen der (lleichung 

F{x + cx>) = F{x) = F(<x) 
jedem Werthe beliebig nahe kommt, ist die Stelle oq eine wesentlich 
singulare. Hat J^{j!) noch eine andere wesentlich singulare Stelle x,,, 
so sind auch Xf, + nc wesentlich singulare Stellen. 

üie hier genannten Functionen sind die einfach periodischen. 

Eine eindeutige Function mit einer Substitution y = Kx, wo 
jÄ^l^l ist, hat niemals eine Substitution 

ix, f<"lxj) = (x, K'x) = (x, a;), 
sie nimmt daher einen und denselben Werth nnendlich oft an, und weil 



f(i-.,,., „„., f(;.) 
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im Falle |fi'|<l bei unendlich werdendem n in F(0) reajiective Fipc 
übergehen, ao sind die Stellen und od wesentlich singulür, wir 
ja doch 

FiO) = F(x), F{oo) = Fix). 

Gibt es für F{x) noch eine wesentlich singulare Stelle x„, so ist audt 

x„K' eine solche. 

Ist |Ä| = 1, aber in Ä' = e'' ip kein rationales Viuirachsa voi 

231, BO werden die Potenzen K' jedem Werthe von dem .absolata 

Betrage 1 beliebig nahe kommen , und dann müfBie F(x) für all 

Stellen gleichen Betrages denselben Werth besitzen, — Es gibt dar 

nach keine analytische Function F{x) mit einer Substitution y = K:t;, 

wenn in 

Ä- = eS«.r 

r irrational ist. 

Ist K"" = 1 , so ist ar* eine eindeutige Function mit den m Sub 
stitutionen 

X, Kx, K'^3:,...K'"-^x 

und jede andere eindeutige Function mit denselben Sniistitutionen fai 
die tiestalt 0(3:'"), wenn 0(y) eine eindeutige Function bezeichnet. 
Bezüglich der eindeutigen Functionen mit einer Substitution 
{X, Kx), 
wo |Ä'[ < I angenommen werden kann, verweisen wir auf Rausen 
berger's Untersuchung!! über die Theorie der [loriodiseben Function«! 
einer Variabein. 

§ (!0. Functionen mit awei vertauscb baren Substitutionen. 

Nach Ableitung zweier Normali'ormeu jedT Substitution mit de 
Determinante Eins haben wir im vorigen Paragraphen nach denjenigt 
Functionen gefragt, welche blos die aus einer Substitution {x,f{a^ 
durch IteriruDg eutsteheudeu Substitutionen zulassen. Es kann aiic 
eintreten, dafs eine analytische Function nicht blos für die aus eim 
ersten Substitution {x, fi{x)), sondern auch für die aus einer zweit« 
(j, f^ ix)) durch Iterirung abgeleiteten Substitutionen ungeändert bleib 
Uann ist aber nicht blos 

Fifi'Hx)) ^ F{x) und F(fl'Hx)) = F{x), 
sondern aoch 

i'(f,"(/."(i)))-FW und F(t:'{f,-(Z))) - J'\z). 

Nehmen wir an, dafs zwischen den beiden Substitutionen di 
tileichung besteht 
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in welchem Fälle die Substitutionen vertausclibar heiCsen, und denken 
wir einer der Substitutionen die Normalform 

f^{x) = x+k oder /*, (x) = Kx 
gegeben, und ist 

f (x) — '*^ +-- 

80 ist der Annahme gemäfs entweder 

arc-fft I T. a[X'\-k)-\-h , jj-ax-i-b aKx-{-b 

cx-{-d* c{x+k)-\-d cx+d cKx+d 

Im ersten Falle mufs 

a-^-clc = Qu, b~\-dk = Q{ak-\-b), c^^qc, d = Q(ck-\-d) 

sein, wo q ein Proportionalitätsfactor ist. Setzt man zufolge c = qc 
p = 1, so ergibt sich aus d c= ci+d c = 0. Ist umgekehrt c = 0, 
so mufs man wieder q=1 setzen, denn audernfalls müfsten a, d 
und b auch verschwinden. Für c = 0, p = 1 wird d^=a und darum 
erhält /*2(^) die Gestalt 

d. h. die zweite mit f^(x) yertauschbare Substitution hat dieselbe Form 
wie die erste. 

Die eindeutigen Functionen mit zwei Substitutionen unserer Art 

{x, X + 2a)) und (x, x + 2«') 

sind die doppeltperiodischen. 

Weil es nicht mehr als zweifach periodische eiu- oder endlich 
vieldeutige Functionen einer Variabein gibt, existirt keine analytische 
Function; die drei von einander unabhängige und vertauschbare Sub- 
stitutionen der Form (x, x-\-k) besitzt; von denen also keine durch 
eine Combination der zwei übrigen darstellbar ist. 

Läfst die zu suchende Function F(x) eine Substitution {x^ Kx) 
zu, so hat die mit dieser vertauschbare Substitution /*2(^) wieder die- 
selbe Gestalt; denn jetzt ist 

aK=QaKy bK==Qh, c=^qKc^ d=Qd 

und somit 

d. h. /j {x) wird gleich 

^ a; = K' X , 

Wie aber oben 2 a) und 2 a)' kein reelles Verhältnis haben dürfen, 
müssen auch hier die Gröfsen K und K' eine besondere Eigenschaft 
erhalten. Setzt man 

Biermanu, Fanciioneutheüriü. 27 
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80 wird die Function F(x) mit den Substitutionen (rc, Kx), (x, K'x) 
in eine Function 0{u) mit den Perioden 

1, 2o, 2ci' 

übergehen. Zwischen diesen mufs aber eine homogene ganzzahlige 
lineare Gleichung bestehen , und damit wird etwa 

II 

I 

und nun: 

m in 

oder 

Kf^K'f* = 1. 



§ 67. FiLnotionen mit einer endlichen Anzahl 
von Fundamentalsubstitutionen. 

Wir legen nunmehr eine endliche Anzahl p von einander ver- 
schiedener Substitationen: 

{X, ft(x)) = [x, "'^t^l) (i = 1 , 2, . . .p) 

mit der Determinante Eins zu Grunde. Wenn eine eindeutige analy- 
tische Function existirt; für die 

ist; so bleibt F{x) auch bei den zusammengesetzten Substitutionen: 

uugeändert. 

Sagt man , dafs ein System von Operationen eine Gruppe bildet, 
wenn die Inverse jeder einzelnen und die Gombination irgend zweier 
dem Systeme angehört, so constituirt die Gesammtheit der eben ge- 
nannten Substitutionen eine Gruppe, die durch die p Fundamental- 
substitutionen oder durch p mit Hilfe dieser gewonnenen, nicht in 
einander transformirbaren Substitutionen vollständig bestimmt ist. 

Da eine Substitution 

und eine zweite 

(*.c^/',^---/'':-(^)---))) 

sehr wohl identisch sein kann, so ist es möglich, dafs zwischen den 
Substitutionen einer Gruppe auch Gleichungen 

f': (//<? ( . • ■ /"/r (^) • • • )) = fr^,' (/■4' ( • • ■ ff: (^) • • • )) 

bestehen, die man gewifs auf die Form: 
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bringen kann. 

Wir wollen in dem Falle reeller und ganzzahliger Substitutionen : 

deren Gesammtheit offenbar eine Gruppe bildet, welche keine un- 
endlich kleinen Substitutionen enthält, die Fundamentalsubstitutionen 
ableiten, aus denen alle anderen zusammenzusetzen sind. 

Ist in einer Substitution 

ax-\'b 
^ ~cx+d' 

WO a stets positiv gedacht werden mag, |c| :^ a, ferner 

a =a Wj c + «1 > I «1 1 < c, 
und n, eine ganze Zahl; so wird 

Setzt man hier 

so erscheint die ursprüngliche Substitution als Combinatiou dei* fol- 
genden : 

{x,x-\-n^) und {x,fy{x)) 
und zwar ist 

a, d — 6, c, = 1 und \c\ > | a^ | . 

Bezeichnet man 

1 — ex — d 

Xi a,a; + i^i ^ 

und bildet auf die frühere Weise neben einer Substitution X2'=x.^-\-n2 

noch 

1 

X'\ —— •""" 

•* x^ 

und fahrt so fort; dann kommt man endlich zu einer Substitution 

in welcher der erste Coefficient Null und deren Determinante — h^c^ 
B»! ist. Die ganzen Zahlen h^ und c^ können nur den absoluten Be- 
trag 1 haben und man kann 

— ~ l 
setzen. Hier gibt die Substitution rr„ = endlich 

27* 
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Weil alle gauzzahligen Substitutionen der Form (x^ x -}- n) darc]r 
Wiederholung aus (x, x-^l) entstehen, lassen sieh alle ganzzahl^n 
Substitutionen mit der Determinante Eins durch Wiederholung und 
Vereinigung der zwei Fundamentalsubstitutionen 

{X, x + l) und (x, — ~) 
erzeugen. 

Bezeichnet man die erste mit {x, 9i(x)), die zweite mit (x^ ^^C^))* 
so ist 

Ist eine Gruppe linearer Substitutionen vorgelegt^ so kann man 
in dem Bereiche der unbeschränkt veränderlichen Gröise x ein Gebiet 
ausfindig machen^ in welchem keine zwei einander äquivalenten Stellen 
liegen, vorausgesetzt, dafs die Gruppe keine unendlich kleinen Sub- 
stitutionen enthält oder, wie man sagt, discontinuirlich ist. In dem 
Falle der reellen und ganzzahligen Substitutionen mit der Determinante 
Eins bestimmt man den genannten Bereich in folgender Weise *) : 

Da zunächst die einer Stelle o? «= ^-^-ifj äquivalente Stelle 

, a^ + ß + irja , , 

^ Yi + 9-hiny =« + *^ 
zugleich mit x eine positive oder negative Ordinate tf besitzt, so kann 
man die Stellen x mit negativer Ordinate aufser Acht lassen; die 
übrigen erfüllen die positive Hcdbebene, 

Man sieht; dafs in dem Falle, wo die Ordinate von x: 

_ J + »^ — (£ - iv) _x-Xo 

durch die Transformation yx, "- Tv) keine Verminderung erfährt, 

die Beziehung besteht: 

{yx-\-d)(yx, + S)<,\, 
denn es ist: 

/ l_/ax-j-ß __ aXo+ß\ ^ >v^ x — Xq 

^ ~^ 2i\yx+d ya;; + «y/ (yX+d)(yxo+9) ^ 2i 

Jetzt beweist man leicht, dafs unter den den Bedinguugeu: 

xXq> l, — 1 < a; + a^o < + 1 
oder 



2 ^ ' ^ 2 

genügenden Stellen keine äquivalenten vorkommen, denn man kann 
keine Substitution der Gruppe angeben, durch welche die Ordiuate tj 
in eine gleiche oder grofsere 17' überginge. 



*) Vergl. Uurwitz a. a. 0. 



i 
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In der Thai: weil dann 

1 > (yx+d) (yxo+d) = y2(g2 + ^2) + 2ydg + *2 
sein mOTste, aber schon die Ungleichung 

y^ + y* + *' < "i 

keine ganzzahligen Losungen y^ ö zulälst, so ist die Behauptung er- 
wiesen. 

Die Stellen auf der Grenze des genannten Bereiches, d. h. die 
durch die Gleichungen 

definirten Stellen , sind paarweise congruent, wie die Anwendung der 
Substitutionen 

{x, x±\), {xy -|-) 

lehrt, sie sind aber niemals einem Punkte innerhalb des Bereiches 
äquivalent, da die Substitutionen {x, x-^-n) und \x, \-n) die Or- 
dinate- ri ungeandert lassen und keine Substitution dieselbe yergröfsert. 
Die Stellen oo und i sind sich selbst congruent, denn es ist 

oo == oo + 1 und i = r • 

Der den beiden Bedingungen g2_j_^2-__,i^ ga-,— _. genügende Punkt 



2 



e » 



ist der Stelle (>+! = äquivalent. 

Nach all diesen Erörterungen finden wir in der Gesammtheit von 
Stellen, für welche 

5^ + i?2>i, -i-<;|<| 

ist und für welche bei verschwindendem oder negativem | auch S'+iy^ 
«» 1 sein kann, mit Ausnahme der Stellen i und oo lauter inäquiva- 
lente Punkte. 

Unterwirft man alle Stellen dieses (dem Periodenparallelogramm 
analog gebildeten) Bereiches R^ einer Substitution 



/ a.x -f p^ ^ 



so werden bekanutlich die den Gebilden 

|:rp = |^-j-iy'^ = 1 und x-\-x^=>—\ 

entsprechenden Gebilde wieder Kreise oder Gerade, aber niemals kann 
auf diesen eine Stelle liegen, die in dem Innern von R^ eine äqui- 
valente besitzt. Bezeichnet mau den Uq entsprechenden Bereich mit 
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der Substitution fiix) oder mit li , so können die durch verschiedene 
Transformationen aus Üq gebildeten Bereiche lli und B,^ keinen ge- 
meinsamen Bereich haben, indem sonst die aus den letzten durch die 
inversen Substitutionen {fi{x),x)^ (fj(^)}^) gewonnenen Bereiche JB^, 
und Rq oder i?^ und 1{q' selbst einen gemeinsamen Bereich besafsen 
und dann enthielte Rq äquivalente Stellen. 

Daraus folgt, dafs die Gesammtheit der aus dem Bereiche Rq ab- 
zuleitenden äquivalenten Bereiche die positive Halbebene vollständig 
und einfach erfüllen. 

An den ursprünglichen Bereich stofsen die folgenden an: 

1 



und an den Bereich 



x+l, 



X 



1, - 



X 



Ji^ + ^i 

a.(x+\) + i^^ a.{x 



entsprechend : 



^) + ßi 



Yi{x+i) + ä, ' Yi(x-l) + öi ' 






Die Bereiche x-\-n haben die Stelle oo gemein, und alle übrigen 
Bereiche liegen im Endlichen, und zwar haben diese eine Stelle der 
reellen Axe als Begrenzungsstelle, denn dem Punkte oo ist in dem 

Bereiche — -, ^ — congruent. Da aber die Stelle oo Grenzstelle 

unendlich vieler Bereiche x-\-n ist, stoisen an jeder rationalen Stelle 
unendlich viele Bereiche zusammen. — 



js-r 



H. 



.c- 




JCr^/ 



In der obenstehenden Figur ist eine Reihe congruenter Bereiche 
verzeichnet; und zwar sind darin die Substitutionen angeschrieben, mit 
Hilfe deren sie aus dem Anfangsbereiche iZg ^abgeleitet werden. 



H einei] 
Vatelle 
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Gehen wir wieder za einer durch irgend eine endliche Anzahl li- 
nearer Subatitutioneii gegebenen discoutinuirlichen Gruppe zurück und 
Fassen auch hier einen contiuuirlichen , durch Grleichuugen und Un- 
gleichungen zu de&uireuden Bereich R^ inäquivalenter Stellen heraus, 
so geht dieser durch eiue liuenre Substitution (x, fi{x)) der Gruppe in 
I eineu Bereich 7^, über. Inneren Stellen des ersten Bereiches entsprechen 
I des zweiten, uud Grenzstellen des einen werden nur Grenz- 
tellen des zweiten congruent sein. Zweifach zu zählende, d, h. eich 
selbst äquivalente Stellen des einen Bereiches, die gewifs nur auf der 
Grenze liegen können (wie die Stelle i in dem früheren Beispiele), 
werden auch in dem zweiten Bereiche doppelt zu zählen sein oder 
besser zwei aneinanderatofsendeu Bereichen gemein sein, und mehrfach 
zu zählende Stelleu kann es nicht geben. — 

Die Begrenzung eiues Bereichen kann nur durch Kreisbogen (und 
zwar apecieii durch geradlinige Strecken) gebildet werden, denn bei 
linearen Substitutioiiuu können Kreise und nur Kreise uuge ändert 
bleiben oder in Kreise übergehen. 

Nennt man die Gesammtheit in äquivalenter Stellen ein Funda- 
mentaliiolygon, so niössen sieb die cougruenten Polygone bei einer 
discontinuirlicheu Gruppe an einander reihen lassen, und diese werden 
einen continuirlicheu Bereich wie z. B. die positive Halbebene oder 
«ine Ereiäfläche vollständig erfüllen. Diesen Bereich erhält man da- 
durch, dafs man von irgend einer Stelle a;« ausgeht, diese allen Sub- 
stitutionen der Gruppe unterwirft, dann die Häufungsstellen der x^ 
congruenten Stellen bestimmt, femer die zu dieser Punktmenge Q ge- 
}i5rige abgeleitete Puuktmenge Q' bildet und den die Stelle x^ enthal- 
tenden, durch die Menge Q-^Q' begreuzten Bereich (21) fixirt. Die 
einer zweiten Stelle x^ inner- oder aufserhalb (31} äquivalenten Stellen 
haben ihre Häufungsütellen offenbar wieder in der Menge {Q-\- Q"). 

Man kann nun die Aufgabe an die Spitze stellen, einen Bereich 
durch lIlckenloB aneinander gereihte Polygone auszufüllen, die durch 
lineare Substitutionen ineinander überzuführen sind.*) Mau findet da- 
bei die nuthweudigen und hinreichenden Bedingungen, denen das Po- 
lygon zu genügen hat. Diese Bedingungen auf die Beschaffenheit der 
Substitutionen Übertragen, geben die Bedingungen, unter vrtlcheu die 
Gruppe discontinuirlich ist und keiue Stelle des Bereiches aufserhalb 
des Bereiches hinaustragen kann. In dem Falle zweier vertauschbarer 
Fondamentalsubstitutionen sind uns diese Bedingungen bekannt ge- 
L worden. — 



Soll nun eine eindeutige liNmction F(x) existiren, die ihren Wertii 
>ht Ändert, wenn man z irgend einer Substitution einer disconttnuir- 

*1 Foinoard, Acta maUtematioa Bd. 1 und 3. 
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licheu Gruppe unterwirft, so ist klar, dafs F(x) jeden Werth, den 
diese Function annimmt, in jedem einzelnen Fandamentalpolygon er- 
halten und somit in diesem Polygon unendlich werden und jeden Werth 
annehmen mufs. Ferner aber besitzt sie einen und denselben Werth 
in jedem Polygon Ej gleich oft. 

Wollte man die Existenz der Function F{x). nachweisen , so hätte 
man eine der Function a{x) analog gebildete Hilfsfunction <p{x) auf- 
zustellen, die in jedem Polygon, das aus einem ersten abzuleiten ist, 
einmal verschwindet und nur an den Häufungsstellen der erst gewähl- 
ten Nullstelle Xq und den Stellen der abgeleiteten Punktmenge dieser 
letzten wesentliche Singularitäten besitzt. Bezeichnet dann 9^ diese 
Hilfsfunction, die in dem ersten Polygon an der Stelle a^, (pf^- die- 
jenige, welche daselbst an der Stelle if^ verschwindet, so wird der 
Ausdruck 

<3Pl <3Pt • • • <Pn 

WO G(x) in dem Bereiche (21) nicht unendlich wird, eine Function, 
die innerhalb % vom Charakter der rationalen Function ist und in 
jedem Polygon m Nullstellen und n Unendlichkeitsstellen aufweist. 

Damit diese blos in dem Bereiche (21) existirende Function bei 
den Substitutionen uugeändert bleibt, werden aber die Null- und ün- 
endlichkeitsstellen besondere Beziehungen erfüllen und G{x) eine be- 
sondere Beschaffenheit aufweisen müssen. 

Im Falle der doppeltperiodischen Functionen, die im Endlichen 
nur aufserwesentlich singulare Stellen besitzen, war die Anzahl der 
Null- und ünendlichkeitsstellen in jedem Polygone (Parallelogramme) 
dieselbe. Doppeltperiodische Functionen gab es nicht und ferner war 
bei den Functionen r**^" Grades stets eine Nullstelle durch die r ün- 
endlichkeits- und (r — 1) Nullstellen bis auf eine Periode bestimmt. 

Für die hier in Rede stehenden eindeutigen Functionen mit linea- 
ren Substitutionen in sich, die in ihrem Giltigkeitsbereiche (21) vom 
Charakter der rationalen Functionen sind, gelten analoge Sätze. 

Vor Allem besitzt jede solche Fimction in jedem Fundamental- 
polygone «bensoviele Null- als UnendlichkeitssteUen und nimmt dann 
auch jeden Werth gleich oft an. Versteht man darnach unter dem 
Grade der Function die Zahl, welche angibt, wie oft die Function in 
dem Fundamentalpolygone jeden Werth erhält — wobei die Stellen 
unter denselben Bedingungen mehrfach zu zählen sind, wie bei den 
rationalen Functionen — , so wird sich ferner herausstellen, dafs es 
je nach Art der Gruppe (oder der Fundamentalsubstitutionen), die wir 
hier allerdings nicht unterscheiden lernten, keine Functionen gibt, die 
vom nullten, ersten oder p**" Grade wären. 
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1 bei 



^1 

^K Heifst die zu eintr Gruppe gehörige Function vom (/"" 
^^oder Geschlechte, weau es keine Fuuction (>'"> Grades gibt, 

den Subatitationen ungcändert bleibt, wob! aber eine Function (p+l)"" 
Grades exiatirt (wonacb die doppeltpertoJiscben Functionen vom ersten 
Bange sind), bo werden von den r Nullstellen einer Function r"" 
Grades und p'"" Han^'es g Nullstellen oder doch p diesen äquivalente 
Stellen dnrch die r ünendlichkeits- und (r — p) übrigen Nullstellen 
I bestimmt sein. 

Angenommen, diese Sätze seien bewiesen, dann folgt, dafs zwi- 
I sehen zvei zu derselben Gruppe gehörigen Functionen F,(x) und Fj{x) 
I vom f, und r;"" Grade und dem Kange g eine algebraische Gleichung 

G{F,,F^) = 
I besteht. 

In derThat: betrachtet man F, als Function von F,, so gehören 
leinem Werthe von f, r, im Allgemeinen verschiedene inäquivalente 
IWerthe des Argumentes jr und diesem r, im Allgemeinen verschiedene 
Ä Werthe von Fj zu. F„ ist also eine r, deutige Function von Ff und 
Lösung einer algebraischen Gleichung r,"" Grades aufzufassen, 
reu Coeificienten nur rationale Functionen von i^[ sind, indem die 
hBlementarsymmetrischen Functionen der zu einem Werthe von F, ge- 
B'b&rigen Werthe von F^ als Functionen von F^ durchwegs vom Cha- 
ter der rationalen Function sind. 
Kino rationale Function von F, und F^ ist wieder eine eindeutige 
analytische Function von x, welche dieselben Substitutionen zulafst 
wie F,{x) au& F^ix). 

Zeigt man umgekehrt, dafs jede zu derselben Gruppe gehörige 

Bfnnction *, (ä) rational durch F^ und F^ darstellbar ist (wie jede 

kdoppeltperiodische Function mit dem Periodenpaare (2 ci, 2 m') rational 

)durch die zu demselben Paare gehörende Function p(x) und deren Ab- 

eitung p (x) auszudrücken ist) und bemerkt, dafs ^,{x) mindestens 

- 1) Unendiicbkeitsstellen in dem Elementarpolygone haben mufa, 

I leuchtet ein, dafs die algebraische Gleichung 

G{F,,F^ = Ö 
ma Range q ist. — 

Daneben besteht dann der Satz: Sind ^,{x) und 4>j(x) wieder zu 
■der Gruppe von F, und F. gehörende Functionen, zwischen denen 
Toine algebraische Gleichung 

rcT», , <&j) = 
■besteht, so kann mau nicht allein <]>, und 9, rational durch F, und 
IJ",, sondern auch F, und /•', rational durch *, und <P.^ darstellen, 
M. h. die Gleichung T^O gehört derselben Klasse an wie die zwischen 
¥.F, und Fj i sie ist auch vom Range p. 
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Soweit wollte ich hier den Plan für eine Theorie der eiini' ■ : 
Functionen mit lineuren Siibätitntionen in sich entwerfen, vm 
Ueaten, wie auch die algebraischen tileichungen G{£,))) = n lvjiien:ü 
aU ersten Ranges durch eindeutige Functionen zu behandeln wären, 
indem man darin | und ij aJa eindeutige Functionen einer neuen un- 
abhängigen Variabelu x betrachtet. Allerdings hat man dabei noch 
eine wichtige Aufgabe zu lösen, die der Destimmung primitiver Pe- 
rioden von |=j)(x) analog ist, wenn eiue Gleichung 

»J=- 41' + 3,1+ 93 = 

vorgegeben ist, d, h. man mnfs die Substitutionen ermitteln, welche 
die eine vorgelegte Gleichung lösenden Functionen ^(x),y(x) zulassen. 

Die hier skizzirte Functionen theoretische Behandlung der Fnooi 
tionen mit lineareu Substitutionen in sich ist nicht im Kutferntestsi 
durchgeführt, und die grSlste Schwierigkeit scheint gleich in d< 
Couatrnction der fundamentalen Uilfsfnnction (p zu liegen, die nac 
der Gruppe verschieden ausfallen mufs, aber erst in dem einzige 
specielten Falle der Functionen nullten Ranges angegeben ist.' 
M. Puincare hat zwar die Existenz der Functionen — wenigstet 
im Principe — bewiesen und die Abhängigkeit der zu derselbe 
Gruppe gehörigen Functionen erschlossen, und der Verf. macht 
dann die Unterscheidung der Functionen p'"" Banges, so dafs a 
die genannten Sätze auf Wahrheit Anspruch machen, sie konntel 
aber hier nicht entwickelt werden, wenn wir von der Betrachtung da 
ßiemann'schen Flächen und ihren conformeu Abbildungen keinen 
Gebrauch machten, und das durften wir nicht, wenn wir an dem 
Functionen theoretischen oder rein analytischen Wege festhalten,**) 

Wir gehen noch einmal auf die zu der Gruppe aller ganzzahligeil 
linearen Substitutionen mit der Determinante Kins gehörige Functim 
J(t) zurück, die von) ersten Grade und nullten Range ist, weil J'(») 
in dem Bereiche ß^ nur für r^ioo und jj-7 nur f ilr r => p von der 
ersten Ordnung unendlich wird. Die beigefügte Figur zeigt wiedei 
die Art der Werthevertheilung an den verschiedenen Stellen des B»^ 
reiches von r. An den Stellen q und — — und den äquivalenten koni' 
men je sechs dem Ausgangsbereiche Jt^ äquivalente Bereiche znsammenj 
und T=( und die congruenten Stellen sind Grenzstellen zweier durclt 
die Substitution (x, ) auseinander hervorgehender Bereiche. Voö 

•> Mangoldt, Göttinger Nauhricbteu 1886. 
••) Bezöglich der l'unctionen mit gitnEzahügen Subati tu tionen in sich i 
weise ich auf die mnunigfacheu Arbeiten Klein's in den Mathem, Aiinalea, 
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Stelle ^f oder 






führen aber mir je drei und von 



Stellen ".7]^ nur je zwei äquivalente Wege nacli congruent^u Punkten 
ider in eben diesen Stellen zusammen st ofseudeu Bereiche, denn in der 



igur sind die Bchraffirteu und ebenso die unBchraförten Tbeile aqui- 
alente Bereiche. Getrennt sind die^e Theile in dem Bereiche R' 

nrch einen die Punkte -^ und "-i-!-4^-? verbindenden Kreiabocen, dessen 
y y t+S " ' 

[gehöriger Mittelpunkt auf der reellen Axe liegt. — 

Betrachtet mau daher die unendlich vieldeutige Unikehrungafunc- 
on von J(t), so werden die Stellen J=^0, t/=l für r Verzwi-igungs- 
onkte je dreier oder zweier Zweige, aber J=oo ein Verzweigunga- 
punkt aller Zweige sein. Die Function t{J) kann für keinen von 0, 
1 und oo verschiedenen Werth Null sein und ihr imaginärer Theil ist 
immer positiv. 

Eine wichtige Anwendung dieaer Function r(./) hat Picard ge- 
lebt, indem er bewies, dafs eine ganze transcendeute Function (r{x) 
ichstene einen endlichen Werth o im Endlichen nicht annehmen 
In der That: gäbe es zwei Werthe a und 5, die eine ganze 
inction Ö{x) nicht erhält, so ist offenbar 

\ae ganze Function, welche die Werthe und l nicht annimmt, 
nn 

einem von jTq ausgehenden, im Endlichen verlaufenden, 
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geschlossenen Wege ein geschlossener Weg (S) in dem Bereiche v<m. 
Jf der niemals durch die Stellen oder 1 oder oo führen kann, weil 
ja g{x) diese Werthe nicht annimmt. Daher werden 0, 1 und oo stets 
aufserhalb des durch S begrenzten Bereiches liegen. Geht man nun 
von irgend einer Xq zuzuordnenden Stelle r^ aus, so wird r — als 
Function von x angesehen — stets eindeutig und endlich sein , d. h. t 
wird eine ganze Function von Xq, die wir etwa mit f(x) bezeichnen. 
Da ihr imaginärer Theil stets positiv ist, mufs dann ^^^*^ eine ganze 
Function sein, deren absoluter Betrag stets kleiner ist als Eins. Dies 
ist nicht anders möglich, als wenn f(x) und dann auch g(x) eine 
Coustante ist. Der Satz ist somit bewiesen. 



*) Anuales de T^ole normale 2' s^rie t. 9. 




I 68. Das Verhalten einer analytiachen Function i 
einer NuUsteUe. 

Die analytisclieu Functionen mehrerer Variabelu (:i;,, x^, ■ . . x^) 
waren ebenso wie die eiuer Variabein durch ein System iu einander 
fortsetzbarer Foteazreiheu 

*l?(a;,,a!i, . . . x, |«,, Oj, . .. n,) 

= 2 "'•-'"■ ■•"-(^' -Oi)'"{3^2- a,)>^ . . . (x. ~ a.Yn 

deGnIrt. Die einzelne Potenzreihe und deren Fortsetzungen stellen 
eindeutige Function dar, wenn iu der Umgebung einer Stelle nur 
.lemejit extstirt. Der (3n)fach ausgedehnte Stetigkeitsbereich der 
indeutigeu analytischeu Function d. h. die üesammtheit der Stellen, 
in deren Umgebung die Function durch eine Potenzreihe darstellbar 
oder regulären Verhaltens ist, war nothweudig durch Stelleu begrenzt, 
in deren Umgebung keine aus dem primitiven Kiemente abgeleitete 
Potenzreibe aufauatellen ist. 

Ks Bull nunmehr untersucht werden, wie sich eine eindeutige 
Function an solch ansgezeichneteu Stellen Terbält. 

Bei der analogen Frage für Functionen einer Variabein war uns 
das Verhalten derselben an einer Nullstelle und die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dafs die Function F{x) an einer Stelle 
1 = regulären Verhaltens ist, sehr behilflich. Wir erkannten, dafs 
fix) in der Umgebung einer regulären Nullstelle x '^ x,, stets die 
Form besitzt 

{X — x^YX'i^l^o), 

wo die Potenzreihe in eiuer endlichen Umgebung von x^ nicht ver- 
schwindet. £s entsteht die Frage, ob man eine in der Umgebung eiuer 

Stalle (j;,'o), iji"), . . . a^m) oder (a:"») analytische Function F{x„Xj,.. .a:,), 
die fQr x, = ar,<"i, Xj -■ i,"", . .. Xn = x^^"' und dann gewifs auch für 
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unendlich viele Stellen des Convergenzbereiches der die Function dar- 
stellenden Potenzreihen ^Ha;, , X2, > - .Xn\{x^^^)) verschwindet — wobei 
diese Stellen aber (x^^^) nicht zur Häufungsstelle haben können — in 
entsprechender Weise ausdrücken kann , also als Product einer in end- 
lichem Bereiche um die Stelle (x^^^) nicht verschwindenden Potenzreihe 
und einer analytischen Function , die daselbst all die Nullstellen von 
F(x^ , x^y ' . > Xn) annimmt. Der einfacheren Schreibweise wegen sprechen 
wir von einer Function 

J^ (X, a?j , X2, - > . Xn)f 

welche Null wird, wenn alle (w + 1) Variabein verschwinden. 

Bezeichnet man F(x, 0, ... 0) mit Fq{x) und setzt voraus, dafs 
Fq{x) nicht identisch Null ist, schreibt dann 

J^ \X^ a/| , X^y ... Xn) *= J^ q\X) J^ ^\Xy ajj , . . . Xn)} 

wo F^{Xy 0, 0, ... 0) identisch verschwinden mufs, so kann man eine 
positive Gröfse q^ derart bestimmen, dafs F^{x) in dem Bereiche: 

< \X\<Q^ 

nicht verschwindet und die Potenzreihe für jPi ((>i , x^j ... a?«) con- 
vergirt, ohne dafs eine der Gröfsen x^y x^y . . . a?» Null ist. — Ist q^ 
eine positive Grofse innerhalb des Intervalles von bis q^ und be- 
schrankt man \x\ auf den Bereich, wo 

SO kann man ferner eine positive Gröfse q so klein wählen, dafs für 
alle Werthesysteme (x,x^y ... o;»), welche den Bedingungen genügen: 

\^A<Q (v=l,2...w) und (>o < |^| < Pi , 
die Ungleichung besteht 

\Fq{x)\ > \F^(x,X,,...Xn)\, 

und dann darf man 



OO 



Fix, X,].., xj Fo ._J\ ^ F,j^ \F, ) 

Fo 
und 

1 dF^(dFodF^\J^ S^(FiY^J_^^_^l_^{FiV 
F dx \dx dxf Fo ^ ^Fq/ Fo ~dx f^/ ^ dx \J^/ 

setzen. Doch weil die Summe 

F,V 



y—(^) 



in dem genannten Bereiche gleichmäfsig convergirt, gilt daselbst auch 
die Gleichung 

J_ IZ. J- 1^ L ^ ^ (F\V 

F dx '^ Fo dx dxj^ l\Fof ' 
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Beginnt die Entwicklung von F^^{x) mit dem Gliede Cx^, so wird 

1 dFo m 



Fa dx X 



+ ^{x), 



und indem 



00 




^=0 
oo 4-00 

l y=: — 00 

gesetzt werden kann, wo ^J<^ und ^y convergente Potenzreihen sind, 

1 ^ F 
so erhält man für -^ -, eine Darstellung der Form: 

-4- 30 

y= — 00 

Man kann jetzt zeigen, dafs innerhalb des Bereiches, wo \Xv\<C.q 
(v = 1, 2 . . . n) ist, zu jeder Stelle Werthe von x gehören, die die 

Gleichung 

F{x, a;, , . . . rCn) = 

befriedigen and dem absoluten Betrage nach kleiner sind als Q^. In 
der That: könnte man für eine solche Stelle (aj, aj . . . a«) keine Wurzel 
der Gleichung 

finden, deren Betrag kleiner ist als Q^, so liefse sich -^ -^— in dem 

Bereiche, wo |a;| < (>i, in eine blos positive ganze Potenzen von x ent- 
haltende Reihe entwickeln, die für die in dem Bereiche Qo<, \x\ <, Qi 
liegenden Stellen mit der früheren übereinstimmen müi'ste. Doch das 

ist unmöglich, indem diese Entwicklung ein Glied — enthält. 

Heifsen die einer Stelle (a?, , iCj, . . . Xn) zuzuordnenden Nullstellen 
von F{x, a;,, a;,; • • • ^n) 

jede so oft genommen, als die Ordnungszahl anzeigt, so kann man 

_i dF _ S^ 1 

F~ "dx' ' ^^x- aj^'^ 

in eine für alle Werthe von x, deren Betrag kleiner ist als q^, con- 

vergente Potenzreihe ^(x) entwickeln. Beschränkt mau aber \x\ auf 
den Bereich, wo 

Qq <\x\ > Qi und I a:<*^ I < I a; I (x = 1 , 2 . . . r) 
ist, so wird auch 
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F dx ~ + W -t- ^ -7+1 ^ 



» = ^ 



1 rJ T** 

Jetzt gibt der Vergleich der Darstellungeu für -^ -^ — die Beziehung: 

d. h. jeder Stelle {x^, x^i ... a;«) in der Umgebung p von x^ = 0, 
ojj = 0, . . . a;« = kann man m der Gleichung JP «= genügende 
Werthe von x zuordnen, deren Betrag kleiner ist als q^. 

Bezeichnet man die Summe der t/^'° Potenzen: 

{x^')y + (x^^^y H 1- (xt'-))" mit s^, 

so lehrt der Vergleich unserer Darstellungen ferner, dafs 

ist. Setzt man daher 



m 



5r(a;, x^, x^, ... Xn) = JY (a; — aK«>) = a;'« + flrj a:«-» H 1- ^^ 



und 

Ji ^? = V J 

oder 






^ _m_ , "^ ' *»; 



und bestimmt hieraus die Coefficienten von g{x, x^^ . . . Xn) als ganze 
rationale Functionen von s, , Sj , ... s,n 

oder als ganze rationale Functionen der m Potenzreihen 

^_y (a;,, x^j ...Xn) (v = 1 , 2 . . . w) , 

so sind 9if 92 ' • ' 9m selbst Poteuzreihen von x^, a^ji . . . a;», die in der 
Umgebung q von o;, = 0, ojj = . . . a;» = convergiren« Die m 
verlangten Werthe von a; ergeben sich als Losungen der Gleichung 
^jten Grades: 

^ + 9v{^\f ^2> '" Xn)x'^'^ H hfl'mCa?,, aij , . . . Xn) = . 

Da die Vergleichung der zwei Ausdrücke für -vt v, - auf die 
innerhalb des Bereiches ^| um die Stelle a; «= giltige Gleichung führt : 



AoaljrtiscbB Functionen mehrerer Variabeln. 



PM - 13 W -^C» + 1) ?!.+i (x„ 



dF 



T-H- + ''*<=') -J'<''+'>1-'-f 



{x^, x^, ... x^):^ . 



Isl d&nn /'(x, :ir, , ... Xn) die für alle den Bedinguiigea 
\r\ <P,, k.| <P (v-l, 2...M) 
genügenden Wertheay steine convergente Potenzreihe, deren logarith- 
mische Ableitung nach x gerade 



¥W 


- > (- + 1) ■ %+d', , I,. ...!.)■ 1^ 


ist, wobei AO, 0, 


. . 0) den Werth I hat, so erhält man ans 


ilio Gleichung 


l SF i Dg , 1 Sf 


Fii.x,,. 


.l.)-Cj(a:, I,,... j„)/-{i, x,,...x.). 



worin C den schon genannten Uoefficieiiten von i"' in F^{x) beaeichnet. 
Nun ist F{Xf x^, . . . x„) durch das Produet zweier Potenzreihen f und g 
dargestellt, deren zweite eine ganze rationale Function von x ist. Da 
die Coeffieienten in g und f nicht von den lirörseu q und p, abhüngen, 
ist die vorstehende Gleichung gilti^, solange die Poteazreihen F,g,f 
in der Umgebung von (0) convergiren. 

Will mau all die Werthsysteme aus der nächsten Umgebung der 
Stelle (0) angeben, welche die Gleichung i^=U erfüllen, ao wähle 
man diese so klein, dals alle Stellen {x, x^, ... x„) derselben in dem 
Convergenzbe reiche von F, g und /' liegen und f{x, Xy, . . . x,) auch 
an keiner dieser Stellen Null wird, dann sind die fraglichen Werthe- 
systeme die Losungen der Gleichung 

g{x, «,.... a:,) = 0. 
Man bemerke noch, dal» die Coefficienteu dieser Gleichung (/, , . . . g„ 
an der Stelle a., ■=> a;, ^ - ■ ■ ^ j:, = verschwinden, — 

Lassen wir die bei den vurstehendeu Entwicklungen gemachte 
Annahme fallen, dafs F„{x) nicht identisch Null sei, so kann man 
durch Einführung (« -j- 1) neuer Variabein y, yy, . . . y, leicht auf den 
früheren Fall zurückkommen, lu der That: setzt man 
* = «0«!' + OuiVi + ■ ■ + ou-y- 

3:i=Oi«y + 011^1 H Hai-y- 



wo die GrÖfaen a solche Constante sind, dals die Determinante des 
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Gleichongssystems nicht verschwindet und bei der Substitution in dir 
Entwicklung 

— WO (x, x^, . . . Xn)i die Summe aller Glieder A*«"^ Dimension be- 
zeichnet — das Aggregat 

nicht Null wird, so geht F in eine Function ^(y, ^i, . . . y«) über, 
in welcher 

0(ff, 0, ... 0) = O^iy) = (aoo, a,o, • • • ««.o)/- y" 

+ («00» «10» ••• ö«o)/i+iy^-*"^H 

nicht identisch verschwindet. Darum läfst sich 0{y, y^, . . . y^) in der 
Form darstellen: 

Cb" + yiiVi, Vv'" yn)y^'-^ H h y^f^n »2^ • • • yn)'\<p{y, yi, . . . y«), 

worin y,, ^2» • • • ^a* ^^^ yi = y? = • • = y« verschwindende Potenz- 
reihen sind, indefs die Reihe ^(y, y^, . . . y») an der Stelle (0) keine 
Nullstelle hat. Setzt man die Reihe 9 wieder in eine Reihe f{x^ x^y 
x^y ••• Xn) um und wählt eine positive Grofse r so, dals die Reihe f 
in der Umgebung r der Stelle (0) nicht verschwindet und die den 
Stellen {x) entsprechenden Werthesysteme (y^, y^i .••y») dem gemein- 
samen Convergenzbereiche der Reihen T'i , 7^2» • • - T'm angehören, bestimmt 
dann die jedem solchen Systeme durch die Gleichung 

yM + yiJ^'^H l-y/* = o 

zugeordneten /t y-Werthe und darauf die zu den verschiedenen Werthe- 
systemen gehörigen Systeme Xj Xi, . . . Xnj so hat man wieder die 
Losungen der Gleichung F{Xf o?], . . . o;») =» aus der Umgebung r 
der Stelle (0) gefunden. 

§ 69. Der Quotient aweier Fotenzreihen. 

Wir benutzen diese Sätze über die an einer Stelle (a) verschwin- 
dende analytische l^\inction zur Untersuchung des Quotienten zweier 
in einer Umgebung der Stelle (0) convergenter Potenzreihen: 

^i{x, Xi, ... X ) 



n' 

— . 



Sagt man, dafs ^1 durch lißj theilbar sei, wenn sich der Quotient in 
eine neue Potenzreihe ^0 entwickeln läfst, so ist $, gewifs durch ^2 
theilbar, wenn ^2(0, ... 0) nicht Null ist, und man hat 

5p,(a;, x^ ...Xn) = ^o(^» ^1 • • • ^n) '^iixy a:, ...Xn). 
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Ist ^^2(^; ... 0) = 0, ohne dafs ^, (0 . . . 0) gleichzeitig yerschwindet, 
80 kann mau den Quotienten nicht mehr durch eine in der Umgebung 
von (0) convergente Potenzreihe darstellen ; sollte aber 

^,(0, 0...0) und ^2(0, ...0) 

verschwinden, so kann $, unter gewissen Bedingungen durch $2 theil- 
bar sein. 

Vollführt man zunächst die lineare Substitution: 

^ = ^00 ^ + ^01 ^1 + • • • + ^»•^'» 
a;j«=s c,o^+ C|i ^, + • • • + Cmtn 



deren Constante wieder so zu wählen sind , dafs die Determinante des 
Gleich ungssjstems nicht Null ist und die Reihen 

^i(^oo^ ^10^ • • • ^ot) und ^2(^00^ ^10^; • • • Cnot) 
nicht identisch verschwinden, so kann man 

4^1 \^> aj| , ... Xn) 

= [<^ + 9l (<., <2,J . • <.)**-* + • • • + //m (<U <2.- • • ^)] f l(«> <1> • • • tn) 
^^ 9\\h h} • * • ^n) iJ| (ßf ^l) • • • *«) 9 

= [^ +9Utu ^2, . . . tn)t^-' + • • • + 9:(t„ ^, . . . M ^2(^ ^1. . . . ^1.) 

setzen, wo die Potenzreihen g\y g%^...g'fi und g"y giy^gl für ver- 
schwindende Variabelnwerthe Null sind und 

^i(0,0,...0), f2(0,0,...0) 

nicht verschwinden. Es besteht demnach die Gleichung: 

S\^{XyXx,,.,Xj </«(*, *!,...*«) ^,(t, «!....«„) 

Ist 12 eine positive Gröfse derart, dals für alle den Bedingungen: 

genügenden Stellen die obigen Transformationen gelten und die Reihen 

^1 und ^2 ^^ diesem Bereiche nicht verschwinden, und ist r eine 
positive Grofse kleiner als 22, so gewählt, dafs jedem den weiteren 
Bedingungen : 

\ix\^r,...\K\S_r 

gehorchenden Werthesystemen (^, , ^j?---^») zufolge einer der Glei- 
chungen: 

9\ (^ ^1; - . . tn) = und g.^{t, t^,.,.tn) = 

28 ♦ 
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nur Werthe 

entsprechen ; deren Betrag kleiner ist als 12, so wird 






wo A« ganze Zahlen sind, deren Summe gleich (fi — v) ist. Soll nmi 
$( durch '^2 theilbar sein, so darf in dem Ausdrucke 



*i(«, «•,•..<.) 



J7(*-^"'A^ 



keine der Zahlen A« negativ sein, denn andernfalls wäre der absolute 
Betrag desselben in bekannter Weise gröfser zu machen als jede vor- 
gegebene Grofse, ohne dafs ^j verschwände. — Man sieht also, daCs 
die ganzen Zahlen A« noth wendig positiv oder Null, dafs g^ und g^ 
theilbar und somit (i^v sein mu&. 

Erinnern wir uns aber, dafs man zwei ganzen Functionen (/|(Q 
und ^2(0 ^teta zwei weitere ganze Functionen 

/i^-' + A^-'-'H \-U-^ und 9>i^~'+9>2^""'H + 9f 

so zuordnen kann, dafs die Gleichung: 

besteht und hierin die v aus den Gröfsen g\, ^ »gii und gi^ ...(/, durch 
Addition und Multiplication zusammengesetzten Ausdrücke 9p9>2v - '^^ 
verschwinden müssen, wenn g^ durch g^ theilbar sein soll, dann er- 
halten wir die für die Theilbarkeit von ^^ durch ^2 nothwendige 
Bedingung: es müssen die Potenzreihen 

für jede Stelle der Umgebung r von (0) und daher identisch ver- 
schwinden. Dann aber ist 

=92i^f^V • • • Q'9o(ßf ^11 • • • in) 

und 

qj2(aJ, X^,...Xn)=g2{tyt^,,,, tn) ' ^ii^ > ^ , • • • U 

^,(a;, a;,, . . .iCn) = 5'2(^ ^u • • • ^«) • fl'oC^ ^n • • • ^«)^i(^ ^n • • • ^«) 

= ?2(^. ^n •••«».)• ^o(^ ^1 , . . . ^n) . 
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Ffiiirt mau ia der ueueii Poteiizreibe '''^^ wieder die Variabelu 
B, ...Xti ein, 80 erhält mau wirklich 
^(..x ,,) °^o(^.^.,---^-)- 
der Stelle ( = 0, (, =0,. . J, =0 die Stelle 3: = 0, «, =0,. . .jr, = 
entspricht und daselbst g„ zugleich mit den Potenzreihen f^,, f,, . . .ff,—r 
?erechwindet, hat der Quotient -*- an der Stelle Null den Wertb 
Null. - 

£s kann auch eintreten, dafs die beiden an der Stelle (0) ver- 
schwiudeuden Poteuzreihen ^, und ^^ einen gemeinsamen Theiler 

esitzen, der ebent'alts an der Stelle (0) verschwindet, dann bat der 
lotient von 

¥, {x,Xj,... a;,) = 'IJ (x, a:, , . . . a;,) ■ %*Kx, x, , . . . «,) 
SpjCa;, j:, , . . . Xn) — -^(x, X,,...Xn)- ^^"(^. Xi,...X,) 
dem gemeinsamen Convergeuzbereiche der Reihen die Bedeutung von 
q3m(j.»,,...a:,) 

e nothweudige und hinreicheude Existenzbedingung eines gemeiu- 

nen TheÜers ^}^[x, Xj, . . .x^) ist nicht mehr schwer zu finden. 
Stellt man ebenso wie früher 
!p,(a,ic,,...a:,) in der Form ff,((, <,, . . .*.)*|{'. *i>- ■ ■ *-) 
^3{x,x,,...x„) in der Form g^it , t, , . . . t,)%(t , t,,...^) 

f und drückt den der Annahme nach existirendea Theiler 'J.l(i, 

,...£.) durch ein Product aus: 

9{t,t,,...t,)-':ß{t,t,,...Q, 

g eine ganze Function A'"" Grades in t sei, deren Coefficienten nur 
itenzreihen von t^,tJ, . . An sind: 

git,ty,---tn^ = ^ + Kiti,t^,...tn)-t^-^-\ |-Aj((,, ;,,...(,) 

id WO die Poteozreihe %{t, i, , . . . i.) für i = i, (, = uicht 

nschwindet, so folgt: 

ä,«, („...(.)-!,((,(,,...<.). I^l^^-i ')il"(l, «„...«.) _ 

— J((, (,,.../.). <P1»((,(,,.,.« 

S,(l,t„...i.) = g(l,t '■) |»',',',','.'.'.'^j -ipi'H».!,,...».) 

= j(t, (,,... (.).!pi,"(l,( i.) 

id darnach sind ^, und g^ doich ^(^, ^, , , . . f.) theilbar. 



4 
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kCu büüen p, und g^ eineu Theiler von höherem als dem A'*" Grade 
i t, WBB mit der obigeu Äunahme in Widerepruch steht. 

Die BedinguogeD aind somit uicht allein nothweudig, Bondern auch 
[nreicheud. — 

Ist uunmehr ein Quotient zweier an der Htelle (0) verech winden der 
Otri.'nzreihea vorgelegt und hat mau Zähler uad Neuner von den ge- 
Tbeileni befreit, so kann der neue Quotient 

^'■^\x,x 3:,! 

mer noch eine verschiedenartige Beschaffenheit in der Umgebung 
er Stelle (0) haben. 

Erstens kann ^ij'H'J, 0,. . .0) verschwinden, ohne dafa *|J<"(C'. 0, . . .0) 
(ull ist, oder es kann *4!'|"(0, ü, . . ,0) von Nnll verschieden sein und 
^i'H**! 0, . . .Oj verachwiiiden oder es haben endlich beide Potenzreiheu 
L der Stelle (0) den Werth Null. 

Im zweiten Falle ersetze man '^w durch: G^C^ /,,... M W'Ci 
,...(,) oder 

[P + Gi i-' H \-G';) ^i'l (i, i, , . . . tn) , 

10 ^^''(0, 0, . . .0) nicht Null ist, aber die Potenzreiheu G" an der 
teile 

(, = ?^ = . . . = f„ = n 

'erschwinden. Offenbar gibt es dann in jeder Umgebung der Stelle (0) 
ine 2nfuch ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Stellen, wo der Quotient 
mendlich grola wird , und ebenso wird er an der Stelle (0) selbst un- 
ndlich grofs. ' Werthesysteme (t, t^, t^, . . . (,}, för die 

f -\-G'iP-'-\ \-G'; 

nicht Null ist, defiuiren Stellen, in deren .Umgebung der Quotient 
Regulären Verhaltens ist. — 

Verschwinden aber ^i" und '^i^" an der Stelle (0) (ohne dafs 5(J0> 
lurch »jj^'i theilbar ist), so gibt es in jeder Umgebung dieser Stelle un- 
ndlich viele Werthesysteme, für die ^j" und 5ß^'> verschwinden. 
Setzt man wieder 

) mufs zwischen den UriSl'sen t, , t^,...t^ eine bestimmte Gleichung: 

bestehen, wenn *l>'," und '^!^" gleichzeitig Null sein sollen. Jeder Lösung 
lerselben gehört eine der besagten Stellen zu. Offenbar gibt es aber 
inch unendlich viele Stellen iu jeder Umgebung der Stelle (0), au ^ 
I ^'J" oder ^'•^^ verschwindet und ^^i^" respective ^J'> von Null; 
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verschieden sind, d.h. der Quotient kann an unendlich vielen Stellen 
unendlich grols werden, an anderen aber verschwinden. — Der Quotient 
hat dann in einer unendlich kleinen Umgebung von (0) überhaupt 
keinen bestimmten Werth.*) 

Ist n > 1 , gibt es also mehr als zwei Variable, so coustituiren 
die Stellen, für welche ^^^i*^ ^md ^^^) verschwinden, eine (2n — 2) fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit und an jeder dieser Stellen {x\ ^/,. . .04) hat 

der Quotient ^ wiederum keinen bestimmten Werth. 

Dieser letzte Satz beruht darauf, dafs die durch die Trans- 
formation : 

x = x + Uj a?! = a;/ + M, , . . . a;« «= a:« + «« 
entstehenden Potenzreihen : 

^</> (a;' + w, a;,' + w„ . . . a:; + w„), S^^^>{x' + «, a;/ + w, , . . . a?; + ^n) 

keinen an der Stelle u = 0, u, = 0, . . . w« = verschwindenden ge- 
meinsamen Theiler besitzen, wenn ^^5J'^(a;, a;,,. . ,Xn) und ^-P^U^i^n« • -a;«) 
keinen haben. 

In der That ist {x\ a;/, . . . x'n) eine Stelle in der Umgebung von (0), 

in welcher die Reihen ^^^) und ^^^) nicht verschwinden, und entspricht 
derselben die Stelle 

und setzt man 

SO wird 

WH^' + w, a;/ + Wi, . . . a?; + u«) 

= G,{t' + V, t; + t;,, . . .C + Vn^ Pl^U^' + Vp . . .4 + «0 

^^^^a;' + u, x( + Wj, . . . a:; + w») 

- G2(^' + V, t; + 1^,,. • .^; + 1^«) 1*K^' + v,, . . .^; + <;•), 

wobei 

GS\h\...Q und 0,it\t,\...Q 

Null sind. Da aber weder 6r, (^' + <^> ^i» • • • ^) ^od 6r2(f + v, </, ...<!,) 
für jeden Werth von v verschwindet, kann man 

Gl (^' + V, ^' + v, , . . . ^; + v«) 
die Form 

(v" + 9i'(vu • . .V«) «?"•"* H h 9m(«^u • • • ^n)) ^l'Hv; <^i. • • • t;„), 



*) Vergleiche auch § 23. 
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die Form 

(<" + «,■ 



G,(f + B, (,' 



+ ' >'. + <>.) 



= nicht 
, = ONiiU 



geben, wo 'V'l*' "n*' *P'/' "^n <^^' Stelle v ^ r, ^ ■ 
»erschwindeu , aber die Keiheii g' uud 5" für u, ^^ 
werden. 

Sollte nun ^>['Hx + u, . . .x\ + u.) und *Pi»fa:' + «,...a.-;+ «J 
eine» an der Stelle (u =^ 0, . . . «, = 0) verschwindenden Theiler haben, 
80 mUlsten die Gleichungen G, ^ und G, = für jedes System 
unendlich kleiner Wertfae von d, ,,..t>. unendlich kleine Losungen v 
haben, und das ist unmöglich, indem sonst die Resultante von 

G,U, (,,.../,) und G, {(,/,,...(,) 
identisch verschwände, was mit der Annahme nicht verträglich ist, 
dal's "1?^" uud *^^'* keinen gemeinsamen Theiler haben. 



§ 70. Über die Darstellung dar eindeutigen analytisoben Fuuctionen, 
Gehen wir wieder zu einer durch ein primitives Element: 
$(3:, , ar,, . . .3:„| a,, a^, . . .a„) uder ^>(«,, jtj, . . .3;^ | («1) 
deßuirten eindeutigen Function f(Xi,x^,.,.x^) zurück, so ist nun 
klar, dafs sich diese Function in der Umgebung einer Stelle (x,', a;/, 
, . . x'n) nur reguliir verhalten kann , sofern eine füraij ^a:,', . . .a:, ^a:, 
verschwindende Potenzreihe 

%{Xj,Xj,...X^\(x')) 
der Beschaffenheit anzugeben ist, dafs das Product 

■■13,(2;,, a:,, . . ,a:, I (a:')) f{xj, x^,. .. *,) 
an den Nulistelleu von 'l*,, welche einer endlichen wenn auch noch so 
kleinen Umgebung von {x') augehören, verschwindet. Setzt mau aber 

^,(a;, , a:i, . . . a:. I {a;')) /'(a:, , x^, . . . x^) = ip, {x, ,x.„...x^\ fx')), 
wo die Potenzreihe *P, für ar, = x^' .. .x^ = x'^ Null ist, und befreit 
in dem Quotienten -^ *4-*i ^'^^ ¥5 ^^^ ^^" ^^ ^^'^ Stelle [x) ver- 
schwindenden gemeinsamen Theilern, auf dal's j~ etwa in — jjy über- 
geht, so mufs ferner i^'*" an der Steile (x') von Null verschieden sein. 
Dann und nur dann wird /"(a;,, Zj, , . , ar,) regulären Verhaltens sein. 

Wenn aber ^J" an der Stelle fa;") verschwindet, ohne dafs li<" da- 
selbst Null ist, so wird f(x^, x^,. . .Xn) an unendlich vielen Stellen 
einer unendlich kleineu Umgebung von {x), die eine {^2n — 2)fai'b 
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ausgedehnte Mannigfaltigkeit bilden und für (x^ =: x^' , . . x^ = Xn) selbst 
unendlich grofs werden. 

Ist endlich sowohl ^[^) als auch ^i^^^ an der Stelle {x') Null, so 
hat f{x^ , 0^2 , . . . Xn) weder in {x) noch an unendlich vielen Stellen 
einer (2n — 4) fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit aus einer unendlich 
kleinen ümgebuug von {x) einen bestimmten Werth. — 

Die hier genannten nicht regulären Stellen von /"(a;, , x, , . . . x«) 
heifsen aufsei'wesmtlich singulare Stellen erster und gweiter Art Man 
definirt also eine solche Stelle (x') dadurch, dafs man sagt; es gibt 
eine an der Stelle (x) verschwindende Potenzreihe ^^ ^^^^t^, dafs das 
Product 

in einer Umgebung von (a;') regulären Verhaltens, d. h. durch eine 
Potenzreihe 

darstellbar ist, welche aber nicht durch ^j theilbar ist. — 

Im Falle einer Yariabeln geht diese Definition der aufserwesent- 
lich singulären Stelle gerade in die früher gebrauchte über. 

Eine Stelle (x/, rCj» • • • ^'»') Reifst eine wesentlich singulare^ wenn 
es keine für {x^ «=« Xi, . . . rr» = Xn) verschwindende Potenzreihe der 
Beschaffenheit gibt, dafs das Product derselben und /*(a;, , X2,...Xn) 
in einer Umgebung von {x) regulär wird. — 

Definirt man nun eine analytische Function f(Xi , a^j , . . . Xn) in 
dem gemeinsamen Convergenzbereiche (^l) zweier Potenzreihen 

^\{x^, . ,.Xn\{ä)), gJgCa;,, . . . Xn\(a]) 

dadurch, dafs man an den Stellen {x'), wo diese Reihen nicht gleich- 
zeitig verschwinden, 

f(x ' x'\^ *._Ki^^' Ka)) 

setzt und an den Stellen (a/'), wo beide Reihen Null sind, /*(rrj, . . .a;») 
den Werth gibt, den der Quotient der aus ^, und *^2 <Jurch Fort- 
setzung gewonnenen und von gemeinsamen Theilern befreiten Reihen 
nach Potenzen von (x^ — a:/') an der Stelle (rc") besitzt, so ist auf 
diese Weise in dem Bereiche ($[) eine eindeutige analytische Function 
bestimmt, die nur an denjenigen Stellen, wo sie unendlich oder un-^ 
bestimmt ist, aufserwesentlich singulare Stellen hat, während sie an 
den übrigen Stellen regulären Verhaltens ist. 

Der Beweis beruht immer wieder auf den Darstellungen der Fort- 
setzungen von ^] und ^2 ^^ ^^^ Umgebung einer Nullstelle. 

Nach diesem Satze wird eine beständig convergente Potenzreihe 
^(a?|; . . .o;«) eine eindeutige Function /"(a;,, 0^21 •• .a?»)^ darstellen, die 
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I mehrerer Variaboln. 
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Ich in der Umgebung jeder im Endliclien gelegenen Stelle reguiSr 
Erhält, und umgekehrt wird jede eindeutige im Eudlichen durchaus 
' guläre Function durch eine beständig convergirende Eeihe auBzu- 
CdrOcketi sein: 

Der Quotient zweier beständig convergenten Reihen oder ganzen 
Functionen defiuirt eine eindeutige Function, die im Endlichen keine 
wesentlich singulare Stelle, alao hövbstena aulserwesentlich singulare 
hat, an denen sie entweder den bestimmten Werth cc oder keinen 
bestimmten Werth annimmt. 

Eine analyiiscite Function, die überall den Charalier einer ratio- 
_ nolen Funclion besitet, d. h. überall durch den QiioHentai zweier Potene- 
tihen darstellhar ist, ist eine rationale Function ihrer Arffwnente. 

Wir nehmen an, dafs dieser Satz för Functionen von (n — 1) 
^ariabeln bewiesen sei und zeigen eeine Richtigkeit fllr eine Function 

r(x„i„... ».)••) 

Dabei wollen wir Tüstsetzen, dafs sich unsere Function in der Um- 



gebung der Stelle (0) regulär verhalte, dafs alsc 

»eatehe: 



Entwickli 



"g 



f (a;,,^;;,, . . . a:,) ^ '^•(a:|,.T. 



--} = 



■^ 



X'l{x.,,J-^,. . .3-,)j^ 



'S/"'- 

= iij nicht 



ferner soll /'(x,, . . . i,) für (x, =0, x^ = 0, . 
Null sein. 

Ist dauu durch die Bedingungen: 

l^ilS--. |i,|<r, ...iji.ISr 
Kein Bereich fixirt, für dessen Stellen '4> (a:, , ij , . . . ar,) auch nicht ver- 
ihwindet, und gibt mau Xn einen bestimmten Werth b^, dessen ab- 
loluter Betrag kleiner ist als r, so wird f(x,, x^,. . . x„-i,ln) eine 
rationale Function der (n — 1) Argumente x,, x^, . . . x„-i, denn wenn 
1 der Umgebung einer beliebigen Stelle: 



fix,, X., a:,) = 






-'.f 



, wo d und Ci Potenzreihen von (ar, — o,}, . .■. {3:«_i — fl,_i) be- 
Eüchnen, so wird ja 

f{x,,x,,...x„^i.b,)=-^^ , 

H. h. f{Xi , ... 3r„_i , b„) ist in der Umgebung jeder Stelle («,,-.. a,_i) 
pnrcb den Quotienten zweier Potenzreihen 1^^{x, , . . . Xn—i \ {a)) und 



■} Siehe Haj 



erstrasB, Bd. 94. 
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^^o'(^, , . . .a;« I (a)) darstellbar; wenn nur keine der Reihen Cq und C^ 
identisch verschwindet. Das ist aber nicht möglich, weil mit Cq = 
f{Xi,. . ,Xn-~i,hn) in der Umgebung r der Stelle (0) stets Null und 
mit Cq = stets unendlich grofs wäre, was der Voraussetzung wider- 
spricht, derzufolge diese Function in dem genannten Bereiche endlich 
und von Null verschieden ist. 
Es folgt somit: 



oo 




/'(x, , a;^, . . . Xn-^u bn) =^ ^i^K^2» ^3» • • • ^n^u bn)x\ = > Ä^^^x\ 




"" t?,(a:„ x,, . . . jr^li) ~ b7+Wx^ + . • • + B'^i'^ ' 

wo Bfn und Bf/ ganze rationale Functionen von iCj, a:,, . . . a;,_i sind 
und eine der Functionen B^yB^m von Null verschieden sein möge, so 
dafs eine der ganzen Functionen 6, und O^ in x^ von m^<^" Grade ist 
Setzt man nun 



OD 



G.^{x^, x^, . . , Xn-i) ^j A^^x^^ = G,(a:,, x^,..,Xn^i) 

und vergleicht die Coefficienten gleicher Potenzen von x, , so müssen, 
wie man leicht sieht, die Determinanten (m -\- ly^'' Ordnung aus den 
Reihen: 



verschwinden. Sucht man dann zu jeder Stelle bn eines in der Um- 
gebung r von Xn = liegenden Bereiches \Xn\ ^r < r den Grad der 
zugehörigen Function f{x^ , a:^, . . . x, . i, &,) in Bezug auf x^ , so bemerkt 
man, dafs unendlich vielen Stelleu Xn derselbe Grad zugehören müfs. 
In jeder Umgebung der Grenzstelle dieser bn werden defshalb die 
früheren Determinanten, deren Glieder ^^^) jetzt wieder durch Ai zu er- 
setzen sind, unabhängig von den Werthen der Variabein X2f x^, , , ,Xn 
d. h. identisch verschwinden. Dann aber lassen sich die unendlich 
vielen Gleichungen 

A^fm + A^ifm^i -f 1- A^mfo = (v = 1, 2, . . .) 

durch (m + 1) ^ der Umgebung der Stelle Xj = 0, . . . a:» = reguläre 
Functionen von X2f. . .Xn lösen, die daselbst nicht sämmtlich Null sind. 
Indem hiermit 



00 



/■(a;, , . . . a;») • (/o + /i «1 -I h /"««T) — >,^i«J (fo+ft^fi |-/"m«r) 

— 9>» + ^i^:, + • • + tpinx^ 



ff.: 



&.na.\jtiBthe FuDCtionen mehrerer Variabein. 
, mufs auch 



■ein, worin die GrÖlsen ip awi /"in der Umgebung von Xj=jO,. . .x,. = 
reguläre Functionen sind. 

Gibt man nun x^ {2m + 1) verBchiedeiie in hinläuglicher Nälie 
Tou X| ^ liegende Werthe, so erhält man neben 
/(«,,.. .a;,) . (/; +/-,^, + . . . +/-„^) = q,„ + q,,a:, + - . ■ + .p.,,^:^ 
loch (3m -f- 1) Gleichungen: 

(ft = l,2,...2w+ 1) 

aus allen Gleichungen fa, f\, ^i, fa, ip^, . . .tpm eli- 

nioirt, ergibt sieh eine lineare Relation in 

f{Xf,...Xn), f{b[''\z^,.. .Xn) und den GrÖfsen x,, x^'', . . .x^. 
.Xn) kann darnach als rationale Function von x,,...Xn dar- 
gestellt werden, deaa f(b^^i, Xj. . .x^) sind rationale Functionen von 

(R,, Xj,...X„. 

In dem Äusnahmsfalle, wo die Determinante (2m + 1)"" Grades 
i üleicbungasysteujes bei jedem beliebigen Wertheayateme 
}>["' (ft= 1,2,...2»»+ 1) 

verschwindet, gebe man auf die Deleruiinanten (2my'"' Grades, die 
ans der früheren hervorgehen. Wenn eine derselben von Null ver- 
Behieden ist, folgt /'(Xj , x, , . . . x,) wieder als rationale Function von 

Der Satz gilt also ailgumtjiu, wie er oben ausgesprochen wurde. — 
Erinnern wir uns an den Entwicklungsgang bei der Darstellung 
einer eindeutigen Function einer Variabelu und wollten wir denselben 
hierher übertragen, so müTsteu wir zunächst beweisen, dafs eine ein- 
deutige analytische Function /'(:);,, x^, .. .a:.), die in der Umgebung 
|eder endlichen Stelle durch den Quotienten zweier Potenzreiben dar- 
itellbar ist, die also im Endlichen keine wesentlich singulare Stelle 
immer durch den Quotienten zweier beständig convergenter 
Potenzreihöu dargestellt werden kann. 

Man sollte meinen, dafs sich dieser Satz beweisen lasse, wenn 
L eine ganze transceudente Function nicht blos durch eine beständig 
couvergeute Potenzreihe, sondern auch in der Form eines Productes 
ftasdrücken könnte; doch dieue Dar stell ungsform ist nicht ausgeführt, 
anfser wenn festgesetzt ist, dafs die Nullstellen der ganzen Function 
6(^1 , Zj , . . . x^) in ähnlicher Weise zu ordnen sind , wie die einer 
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Function einer Variabein; ich meine, wenn G(Xiy X2f . . .Xn) die Null- 
stellen einer Reihe ganzer rationaler Functionen 

hat; die der Reihe nach in immer weiteren Umgebungen p, einer An- 
fangsstelle 2. B. der Stelle (0) keine Nullstellen haben.*) 

Wir gehen auf diese Besonderheiten nicht ein und überlassen es 
dem Leser ; die Schwierigkeiten selbst zu ermitteln, welche dem Be- 
weise des genannten Problems erwachsen. 

§71. Das irreduotible algebraische Gebilde m^''^ Stufe im Gebiete 

von n -|- 1 Gröfsen. 

Wir wollen unsere Auseinandersetzungen nicht beenden, ohne 
noch einen Ausblick auf besondere Functionen mehrerer Variabein zu 
gewähren. 

Es sei eine algebraische Gleichung 

von dem m^®** Grade in y vorgelegt und (6, öTj , «j, . . . a,) sei ein Werthe- 
system, welches der Gleichung genügt, auf dafs 



(f)(»-»)+|(fe!)('^-<" 



) 



-f (y — 6, a;, — a, , . . . a;« — an)^ + • • • = 

ist. Wenn die Gröfsen 

(dG\ (dG\ (dG\ 

\dy)^ \dx,)^'"\dxj 

nicht alle verschwinden, so kann man auf unendlich viele Arten n(n-f- 1) 
Constante 

«ji,/* (^ *=0, 1, 2, . ..n, fi = 1, 2,. ..n) 

so wählen, dafs die Determinante des Gleichungssystemes 

auch nicht verschwindet und darum entspricht jedem Werthesysteme 
(tffX^,...Xn) in der Umgebung von (6, a,, . . . a») ein Werthesystem 
(^0, ^,, . . . /„) in der Umgebung der Stelle (0). 



*) Appell, Acta mathematica Bd. 2 und Biermaun, Sitzber. der Wiener 
Akad. Bd. 89. 
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Durch EinführuDg der neuen Gröfsen t^y t^, . , . tn erhält 6(.V; 
a;,, . . . Xn) in der Umgebung von (6, aj, . . . a») die Form: 

^0 + (^o> ^1 1 • • • Q\ + (^o> ^ » • • • ^»)2 + • • • I 
wo (^0 > ^ > • • • ^n)fi eine homogene Function f**®*" Dimension ist. 

Nach dem Satze des § 68 kann man den genannten Ausdruck in 
der Form __ 

schreiben; wo ^4^o (0> 0, ... 0) verschwindet, indefs ^>q (0, 0, . . . 0) 
endlich und von Null verschieden ist. 

Setzt man jetzt 

und löst die früheren Gleichungen nach y — J , a?, — a^^ . , .Xn — a» 
auf, so gehen (w -f- 1) für ^, = ...«= ^^ = verschwindende Potenz- 
reihen 

x^ — a, == % (/,, ^2, . . . f«) (v = 1 , 2, . . . n) 

y — b = '^n-hl(^i, ^2; •••^«) 

hervor, welche das durch die gegebene Gleichung definirte Gebilde in 
der Umgebung von (b^ a^y . . .Un) darstellen, solange sie convergiren. 
Wenn die Determinante 



\ dt, /., ' ■ ' \dt, )„ 



(^a^.\ .... pA 



nicht verschwindet, kann man die Gröfsen t^,t2,...tn durch Potenz- 
reihen 

5pw(a;i,...«.|(a)) 

darstellen und es folgt eine Entwicklung der Form: 

y — b'^^{x^y...Xn\(a))y 

aber andernfalls ist eine solche Darstellung unmöglich. 

Läfst die ganze Function G{y,x^^,..Xn) in der Umgebung ihrer 
Nullstelle {b, a^^ . > -cin) i^ach Einführung der Bezeichnungen: 

y — b = ti, x^ — a^ = l^ (i/== 1, 2,...n) 

nur die Schreibweise zu: . 

wo die Glieder niedrigster Dimension von höherer als der ersten Dimen- 
sion sind , so bedarf man zur Darstellung des irreductiblen algebraischen 
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Gebildes ti}^^ Stufe mehr als ein Functionensystem der obigen Gestalt^ 
aber doch nur eine endliche Anzahl. 

Hat man aber das algebraische Gebilde in der Umgebung jeder 
Stelle durch Potenzreihen in n Hilfsvariabeln ausgedrückt, so kann 
man das Verhalten jeder rationalen Function 

die sich wieder auf di^ Form 

/'(y,a;|,...j?,) 

bringen läfst, in der f und g ganze rationale Functionen ihrer Argu- 
mente sind, in der Umgebung jeder Stelle des Gebildes beurtheilen, 
denn man kann sie allgemein in den Quotienten zweier Potenzreihen 
von t^ft2f.»'tn entwickeln. 

Denken wir Zähler und Nenner des Quotienten im Falle der ge- 
meinsamen Nullstelle t^ -= ' ' - = tn = von gemeinsamen Theilem 
befreit und behält der Nenner hierbei die Nullstelle^ so nenne man 
die aufserwesentlich singulare Stelle von der fi*°" Ordnung, wenn das 
Glied niedrigster Dimension im Nenner die fi^^ Dimension besitzt. 

Zwischen s und x^j x^^ ^ . >Xn besteht eine algebraische Gleichung. 
Um diese zu erhalten, bilde mau das Product 

wo y^f^^ die zu einem Werthesysteme Xyy , . ,Xn gehörigen Werthe von 
y sind; und setze 

Die Function ^ ist irreductibel oder die ganzzahlige Potenz einer 
solchen. 

Nehmen wir ein System n rationaler Functionen 

z^ = B^{if, x^y...Xn) (v = 1, 2, . . . n) 

auf und fragen nach den Stellen {y^ Xyy . . , x^^^ für welche diese 
Functionen vorgegebene Werthe erhalten , so müssen die Werthe von 
x^j . . ,Xn den n algebraischen Gleichungen 

W^{z^,x^y,,,Xn) = (v=l,2,...n) 

genügen. Den einer Losung a;/ . . . x^ zugehörigen Werth von y oder 
die entsprechenden t/ -Werthe müssen den Gleichungen 

0{yyX^j,.,Xn) = und jer,, — JJ^(y, x, , . . . x«) = (v = 1, 2, . . .n) 

genügen. 

Jetzt mufs sich zeigen lassen, dafs bei gehöriger Zählung der viel- 
fachen Stellen das gegebene System rationaler Functionen jedes Werthe- 
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System (z^, . , . z^) im Allgemeinen an gleich viel Stellen {x^, , . .Xn^ y) 
annimmt"^). Die Zahl; welche angibt^ an wie viel Stellen ein System 
von n rationalen Functionen die Werthe z^, . . ,Zn erhält, heifse wieder 
der Grad des Systems. , 

Die Zählung der vielfachen Stellen z. B. einer Unendlichkeitsstelle 
vollziehe man nach folgender Definition: 

Ist 

in der Umgebung einer Stelle (x, .r,' . . . x^') des Gebildes in der Form 

darstellbar und verschwinden alle n Potenzreihen ^^<^*) an der Stelle (0), 
die Reihen ^5^) aber nicht, so heifse das Functionensystem ü, , . . . 2!» 
von der fi^^" Ordnung unendlich, wenn die Determinante 

dt, ' ' ' ' ctt 



« • • • . 

in eine Potenzreihe zu entwickeln ist, die mit Gliedern der {fi — 1)*«" 
Dimension beginnt. 

Existirt kein System rationaler Functionen, welches nur q Un- 
endliehkeitsstellen erster Ordnung besitzt, gibt es aber Functionen- 
systeme, die an (9 + 1) beliebig gewählten Stellen von der ersten 
Ordnung unendlich werden, so nenne man g wieder den Rang der 
algebraischen Gleichung 6r == 0. 

Liegen {n + 1) rationale Functionen 
?, = R^{y, x^,, ,, Xn), {v = 1,2 .,,n) und rj = lin+\{v, a;, , . . . x„) 

vor, die (n + 1) verschiedene Systeme der früheren Art constituiren, 
und deren Grade 

heifsen mögen, so gehören zu einem Werthesystem 5/, 5,', . . . ?»' der 



*) Im Falle eines Gebildes höherer als erster Stufe kann es nämlich Mannig- 
faltigkeiten von Stellen (y, Xi,,..x^) geben, für die alle rationalen Functionen 

unbestimmt werden und darum ist oben die Beschränkung durch den Zusatz ,,im 
Allgemeinen" noth wendig. 

llicrmann, PunctionentLeorie. 29 
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ersten n rationalen Functionen vom Grade fi, [i^ Werthesysteme 
y, x^, , , .Xn und fij Werthe ly, die aus einer Gleichung 

r(i^,l,,...|.) = o 

hervorgehen. 

Diese Gleichung ist die Transformirte der gegebenen. Man kann 
sie umgekehrt in die letztere transforrairen , wenn nur einmal einem 
Werthesysteme §i^ ... S» fi^ verschiedene Lösungen rj entsprechen, 
oder wenn bei der Bildung des Productes 

wo x[^^, . . ,x^^^fi/^^ die zu |, . . . g« gehörendem Werthesysteme Xi, 

...Xn,y bezeichnen, ^n+i irrcductibel und nicht die ganzzahlige 
Potenz einer irreductiblen Function ist. 

Die durch die algebraischen Gleichungen 

0{y, Xi,,..Xn) = und r(ri, |, , . . . g«) = 

definirten Gebilde n*^'^ Stufe im Gebiete von (n -f- 1) Gröfsen, deren 
Stelleu (wieder nur im Allgemeinen) einander wechselseitig entsprechen, 
rechne man zu einer Klasse und deren cliarakteristische Zahl ist der 
früher deiinirte Rang 9, denn dieser ist für jedes Individuum der 
Klasse derselbe. 

Nach diesen Definitionen ist ersichtlich, wie man wieder die Mono- 
genität des irreductiblen Gebildes zu beweisen hat. 

Es entsteht nun auch die Frage, ob die algebraischen Gebilde 
n''**^ Stufe im Gebiete von w -f- 1 Gröfsen durch eindeutige transcendeute 
Functionen von n unabhängigen Variabehi x^y...Xn zu lösen sind, 
d. h. ob man x^^.,,Xny y als eindeutige Functionen von n Variabelu 
i«i , . . . it» betrachten kann : 

Xy = fr{n^, u.i,...Un) {v= 1, 2, ...n), y = /;+i(m,, «i2,...u„), 

die in der vorgegebenen algebraischen Heziehung stehen. 

Es ist zu vermuthen, dais die Gleichungen G(y, a?, , . . . x«) = 
ersten Ranges durch 2 n fach periodische Functionen zu lösen sind, 
die im Endlichen keine wesentlich singulare Stelle besitzen*). Hier 
ist unter einer 2 n fach periodischen Function f(u^ , Mj , . • . u„) eine 
Function der Beschaffenheit verstanden, dafs für 2n Systeme con- 
stanter Gröfsen 

(P/),P|^), ...i^^^>) (A=l,2, ...2n) 



*) Vergleiche die Sätze von Weierstrass „über die 2 n fach periodiächen 
Functionen von n Variabein" in dem Journal für reine und angewandte Math« 
Bd. 89. 
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bei beliebigen Wertheu von Uj, U2>...u» die Gleichungen 

/(«, + P<^), «, + P<^', ...«» + Pi»)) = Au, ,«„...«») 

(A= l,2,...2n) 
und ferner die Relationen: 

in in 

bestehen y wo m^, m2^ . . . m^n willkürliche ganze Zahlen bezeichnen. 

Andrerseits hat mau zu erwarten ^ dafs die Gleichungen höheren 
als des ersten Ranges durch Functionen zu lösen sind , welche bei der- 
selben Gruppe linearer Substitutionen ungeäudert bleiben, die aus einer 
endlichen Anzahl r von Fuudamentalsubstitutionen 






v=l,2,...n, p = 1,2, . , .r 
zusauiQien zusetzen sind*). 



*) Siehe die Abhandlungen von Picard in dem 1. und 5. Bande der Acta 
mathomatica. 



Verzeichnis bemerkter Druckfehler. 

S. 9 Z. 11 V. o. statt „wie sich die** lies ,,wie sich für die*'; Z. 13 v. u. statt 

t>(m mal) lies (nmal). 
S. 45 Z. 15 V. o. lies „erfüllen** statt „erfülle**. 
S. 47 Z. 6 V. o. lies t« + c« = 0. 
S. 58 Z. 11 V. o. ist das Wort „nie** zu streichen. 
S. 60 Z. 16 u. 17 V. 0. lies „grofsem** und „kleinem**. 
S. 66 Z. 18 V. 0. lies r statt x. 
S. 67 Z. 7 V. u. lies |a;t — Xi \ statt \x^ — x^,\. 
S. 102 Z. 1 V. u. ist ganz zu streichen. 
S. 109 Z. 3 V. u. lies x^ statt x^. 

S. 115 Z. 12 V. 0. lies |A(ö))I — f^ ßt^tt \f{{x))\ - d. 

8. 12» Z. 11 V. u. Iie8 JJii^ - S„.+ ,) statt JJ(4^- !„._,). 

S. 141 Z. 5 V. o. lies »»wichtigen** statt „richtigen**. 
S. 144 Z. 5 V. u. lies S^^^ statt d^^^. 

S. 149 Z. 1 V. 0. lies „den** statt „denselben**. 

S. 161 Z. 11 V. 0. lies if^ "^J - sUtt ^"^ - ^ •.-. . 

29* 



4f>2 Verzeichni» bemerkter Druckfehler. 

S. 1ß'2 Z. II V. u. lies Oj — rtj + (^ — flt) »ti^t^ ^t «1 + (^ — «)• 

S. 1H7 Z. 8 V. 0. lies \\_^{x\x^,) statt v(a:|.ro); Z. 9 v. o. V\_2(c|a?ü) statt l?(c|x). 

S. 1H7 Z. 10 V. o. schalte nach dem Worte „Potonzreiheu" „p(«|a:o)" <?iö. 

S. 194 Z. 4 V. u. lies if'-f*y'f'-^ statt y^^'yf'-^, 

S. 219 Z. 8 V. u. lies „von </,, ^f* und** stiitt „von ^^'- und*». 

S. 2'20 Z. 1, 2, 3 V. o. lies rechts von den Cileichheitszeichcn £, stiitt £; Z. .'{ v. u. 

lies Ä(gy, ijy) statt 7^(1^); Z. 4 v. u. lies ^^ statt <p. 

S. 222 Z. 5 V. u. lies „endlichen** statt „unendHchen**. 

z 

S. 223 Z. 9 V. 0. lies y"* — A j~T {x — a^)''^ = o . 

S. *225 Z. 12 V. o. lies ip, -^i, . . . V',« statt ^i, V't. • • • V^m* 
S. 226 Z. 13 V. o. schalte nach dem Worte „Grad** „Ä;** ein. 
S. 240 Z. 14 V. u. lies n,. statt «... 

S. 252 Z. 3, 10, 12 V. u. lies F^''^ st^tt FI^\ 

S. 261 Z. 2 u. 5 lies X^'i^) «tatt ^1>^W. 

S. 272 Z. 18 V. 0. ist das Wort „Gleichung** zu streichen. 

S. 278 Z. 13 V. u. lies , " , statt ,-- , . 
S. 289 Z. 1 V. u. lies c^ , ^ stiitt a^ i g. 
S. 290 Z. 15 V. 0. lies i?LZ_?ü ^tatt ^' ~ "; z. 2 v. u. lies c statt c'* . 

3/*(J Xq ^ 

S. 296 Z. 5 v. o. lies - *- + 1 btatt — + 1. 

y y 

S. 297 Z. 11 V. u. lies cos na; + * »in na; statt cos na; + » sina;; Z. 10 v. u. lies 

cos nx — % sin nx statt cos nx — % sin x, 
S. 298 Z. 8 V. 0. lies „cos x und sin a;'* statt „cos x und sin nx^^, 
S. 300 Z. 9 V. 0. lies (n« — 3«) stiitt (a;« — 3«) . 

S. 306 Z. 2 V. u. lie8(l+^;)2' und(i+ -)u^ statt (l + -^)^und(lH- ^y*. 

S. 309 Z. 6 V. 0. lies wann statt wenn; Z. 2 v. u. lies (v = n + ^» ^* + -. • •) 

stutt (v= 1, n + 2,...). 
S. 333 Z. 18 V. 0. lies w statt tP u. Z. 6 v. u. lies «T statt O. 

S. 338 Z. 3 V. 0. lies cotg n (i' 

S. 389 lies statt § 61 § 62. 
S. 391 lies statt § 61 S 63. 
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